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DEFINKJA : Neck ( X
,
d) , (Y, g) bgdg pmestreniami metryczny -

mi I niech f :X → Y bgdzie odwsonowamiem . tliwimy , Ze

f jest ciqgre w punkcie xoe X jeli speiniony jest Wowunek :

He > o 78>0 V. xex d ( x ,x . ) ( 8 ⇒ g ( FG )
, fko ))< E

PRZYKTAD : Wykazemy ,
ze zdefimiowane pmez has funky .e

IR ⇒ xt > earthling ( ttf )
"

jest upgra w × - 0
.

Bgdqham do tego potrebme ossacowania funky xt > ecx )

mieco dokiadhiqsze  nizte
,

Kline juz  many ,
tzn

* f × e ( x ) > x  +1
,

V. x ecx ) > 0

f. zamienmy x me - x

etx ) > 1 - x ⇒ ect
,

> 1- x ⇒ dke xs 1 ekl < ¥
ostatecznie : V. ×< 1 et ) < 1- * *

1- ×

Lobaczmy jak  oszawwanie  * I * * prezentujg siq me wykvesach

xt > e ( × )

xt > 1 +  x

× 1- ⇐
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Ustodmy C > o i zapiszmy warunek  ciggrosa

.

w ×o=O owe funkgi
Xtecx ) wsglgdem tauomionq

.

topologii w R zwipsang
.

2 wartoscip

bezwsglgdnq
.

He > 078>0 their 1×-01<5 = > lecx ) - eco ) I ( E

⇒d lek)-11 ( {

Ossacujmy eh ) -1 :

xtscecx.sn#xceH.s.n.xt-1=1j.tI= ¥

let ) -11 fmax { H
,

/ # / ] dhe xc 1 Interesujemysig jeolynie

xbliskimi 0
, mozemywigcpmyjqiize 1×1<1

. Wteoly ollie x > 0

x < # ton max { H
, # D= # .

Dhe xso 1×1 > 1 #
wise Max { H

, HE D= 1×1
. Many troug miewygodnq sytuacig ,

bo

Po jeong
.

ipodrugiq
.

slronie zero do ssawwanieuzywamy innych
fuhkyi . Mozhd to smienii souwazojgc ze niezolezhie od

snake × many 1×1

fYk ( owe 1×14 ) . Wteoly
1×1

leu -11£maxtlxl ,

I # HE #

Roawazmy tit> If the Oetcr
. Fuukqie to jest rosngae , satem

bionqc tcf many pewnosiize  otmymamy fct ) c f ( 8) . 2uEozmy
wigcize fc D= E i snojobmy odpowieolniq or :

c= ¥ c G- d) = S e - eS=8 e=S+e8 e = 4+e) S 8=5+7
D be

ustolonego e nalezywziqc
.

t < yfez wtedy wiaohmo
,

ze

f Ct1 ( E . fes.li wigc 1×1 ( ¥ to y¥×,
( e ,

a co 2atym
iokie take IECH - 11 ( E . a.

UWAGA : Komystajqc a wtasnoja
.

fuukyj xtsecx ) I ciqgfosa
.

W x-p



mozemy
tatwo wykazai ciqgrosc

'

w Kazdym innym punkcie .

Istotnie
,

weimy dowolnexo : 51

e ( xo ) - e G) = e(xo ) - e AX-xojtxd = eko ) - e ( x - xo ) ecxo ) =

ecxo )[ 1- ecx . XDI

1 elxo) - ek )1=eCxo)/e( x . xD - 1 / Tma byi < E
,

tan lek - xD -11 me by 'c ( %(×o ,
. Konystojgc zpopmednich

vachuukiw musing wzigc
'

I × - x. 1 < 4¥
=

E- .

1 + %(× , ) ecxo ) + E

Okaouje sigize to jakg S musimy waigi solezy odtegowjakim
punkcie ciqgrosi badamy . Dlestwierokenia ciqgrosa

.

w xonie me

to jednek 2mHz eerie
.

DEFINICJA : Moiwimy ze f : X→Y jest  cigyta no . abiome

otwowlym UCX jeili f jest  ciggta w Kazaym punkcie two
sbioru

.

Mozemywigcstwierdziiize funky .a x - > ecx ) jest  ciggra me

wieym R
.

INNE SPOSOBY CHARAKTERYZACJI CIA
,

GEOJCI Dbe f : X → Y

mastgpujgce warunki sg viwnowazne

G) fjest cig grew xo

(2) dhe Kazdego otocsenie U puuktu fcxo ) isthieje otocsenie

Opuuktu  xo takie
,

ze f ( O ) a U

(3) jesli U jest  otcseuieeuffdto FYU ) jest  otocseniem

XO

(4) jes.li Lxu) jest zbiezhy do xo to flxu ) jest zbieznydofko )



DOW .oD : (1) ⇒ (2) Wizmy otocsenie U puuktu fcxo ) .
2 definigi 52

otoneuie wynikd ,
ze flxo ) jest punktem wewngtmnym U

.
Nwzme

wigc shale .zi Kulg opromieniu E i srodku w fko ) take ,
ze

K( f ( x
. ) , E) a U

.
2 cigoposa

.

f w xo wiemyize  06 E mozemy
dobrai 5 take ze jes.li d( xoix ) ( d to

g ( fko ) , f ( × ) ) ( E
.

Wjgzyku Kul ozuoise to
,

ze jesli xek ( x . ,
S ) to

f (× ) EK ( f ( xD
, { ) . Jeszcse imecsq

.

mozemy sapisad , Ze

f ( K ( xo ,S )) a k ( flxo )
,
E) a U

'

Soukanym otoueuiem Opunktu to jest  wigc K(×o
,
8)

.

(2) ⇒ (3) Wezimy otoczenie U puuktu flxo ) I adpowiadnie
O takie

,
Ze f ( O ) CU i 0 jest  otoczeuiem  xo .

Skono f ( O )cU
to Ocf

' ' Cu ) .

zotem f-
'

( n ) takze jest  otoczeniem xo .

(3) ⇒ (4) Wezimy ciqg ( xn ) zbiezny do xo  orazotocsenie U

punktu fko )
.

2 (3) wiemy , Ze f-
 '

( U ) jest  otocseuiem xo ,
witan

ftfu ) zawiera prawie wssystkie wyvasyciggu An ) .
W takin

wypowlku Usawieraprawie wssystkie wyrazy ciggu flxu ) .

Otoczeuie M puuktu f ( xo ) motbigdwybrane dowolnie
,

w pokawuje ,

ze ftn ) → f ( xD

(4) ⇒ (1) e.  a
. Zatozmy ze nie sadroobi warunek  aggro 's a.

,

ton Fe > 0 : to >

07×01(X ,xok8 i g(fH,f( xD) > E

.
Weimyterez 8= In i hiech xnekcxo

,
8)

. Ocsywiscie  xu→xo

ale glflxn ) , flxol ) > { satem flxn ) -1 > f ( xD w jest spmecsnez
(4) Amr

(1) ⇒ ( 2)
IT It
(4) ⇐ ( 3)



UWAGA : W dwicu spoinod catered niwnowazhych opisow ciqgfosa
.

utywa
ties jedyniepojgc topdogicznycu ( otoczenia ) a  wie  mehycznym (odlegrosii ) .

Pojgcieciqgrosa
.

2 wig some jest  satem 2  rooking abiomiw otwowtyu a nie

2 mehykg od ktovg
.

podwobi .

W sacsegiluosa
.

n' wnowazme metnyki
prowowbg do tych samycn sbionw odwaonowau

.

ciqgrych .

53

Powiemy ze odwsonowanie f :X - > Y jest cipgrejeili jest  afore w Kaz .

dym punkcie pmestman
.

×
.

Odwsovowania  ciggfe to morfiamy priest  he .

mi topologies nych

TWIERDZENIE : Odwsowweuie f : X → Y jest  ciggre wteoly i tylkowteay
gay pmeciwobnaz Kazdego abiomotrartego w Y jest  otwartyw X. Paolo .

bnie f jest ciggfe wteoly itylko wteoly Kiedy pmeciwobvaz Koizdego
sbiovu  domknigtegow Yjest  domknytyw X

.

DOWO'D Uolowoduilismy wcaeisnig
.

ndwuowazho 's 's csterech sposobiw opisy
wound ciggrosu

.

w punkie - terror mozemy komystai 2 ktoregokolwiek 2 nicer

Loeseujmy od abionw olwartych :

⇒ Niel f :X →  Y bqobie  odwzowwauiem ciqgrym . Osnacue to ,
ze

jest  up grew Kazolym punkcie .
we '2my wbiov O olwarlyw Y

.

0 jest  otoae .

mien tazdego  swojegopunktu . yes
.

a FYO) FP to a aggro .su
.

f-
 '

( 0 )
jest otoeuieeu Kazdego swofegopuuktu ,

wobec logo f
 '

( O) jest
sbiorem owartym . Jesli FYO )=¢ jest  otwarty 2 defimij .

⇐ Iatozmyterez ,
ze f ( O ) jest  ot warty dhedowolnego Oc Yotrartego .

Weimy xoe X i OCY taki
,

ze f ( xo ) E O
.

O jest  otwowty , wigc yest
otocaeuieeu fl xD . f-

'

(O) sawierexo ijako  oworty jest otocaeuiem xo

wobec tego f jest apgrewxo .

Wobec dowohwsa
.

wybomxo , f jest  upgde
whgdzie .

Terror o stomach domknigtych :



⇒ Nick f bgdzie  odwzorowauiem ciggrym . Weimy

Day
zbior  domknig .

ty . Zatozmytakze ,
Ze F

 '

(D) ¥0 . Nick puukt  xobgobie punktemsku -

picnic f
 '

(D) . Mozemy wobec tagosnalezi apg elements sbioru f-
 '

( D )

zbiezhy do to
. Nielsen ) bgobie takin  ciggiem .

Wartosa
.

f- An ) lezg W

D
. Zcipgfosu

.

f thing flxu ) = ffxo ) a 2 domknigtosa
.

D fcxo ) ED
.

Wobec tag xoeft ( D ) . wykuwlis.my , Ze punkty skupienia f-
 ' (D) he -

lezg do f
 '

(D) , wobectego f
' ' (D) jest  domknigty . 54

⇐ Wezimy dowolny sbion A  a Y . Rozwazmy dwa shiny :

F
'

( Yi A ) i X \ f
 '

(A)
u

"

{ XEX : fH¢ A ]
{ xeX : f He Yi a }

"

{ ×← × : f (× ) ¢ a ] Imf F
 '

( Y ' a) = Xifya )

Niech tenor Obgobie  owowly,
Oct

. YIO jest  domknigly , wobectego
f

'

( YIO ) jestdomknigty . Ale f
'

( YIO ) = HFIO ) . Jago domkniglosi 02ha -

one
,

ze f
'

'

(8) jest  otwarty . 2 dowoluosci O wyniko ciggosi f.
or

Powyzhe dwwaktayaagie  odwzonowan
'

upgrycu jest bowobo wygodne do

wdowoduieuie uastspujpcego faktu :

FAKT : Niel f : X → Y
, y

: Y → 2 bgdg oduzonoweuiami tmech pmesthe
.

ni metnycznya .
Wownas G) jes.li fjestapgrew xo i gjestapgre

ufcx . ) to yof jest  cipgre  who; (2)jesli fig sq afore to

fog jest ciggfe .

Usasadnieecie Hazaypowinienbyc W slanie aapisai Sam !



PRZYKLADX ODWZOROWAN CIA
,

GTYCH 1 NIECIA
,

GTYCH :
55

G) (Hol ) pmetryczna

of : Xxx -
> R jest  odwzonowaniem  afgdym

Taka  mehykietu ? dz , do , Of ?

Wowunekciggrosciwpunkcie
( x

. ,yo)eX×X

Fe > o FS : V. ( x. y ) d
? Kxoiy. ) , Cxiy))< 8 ⇒ |d(xoioyhdlxiy)/( 8

umieissaawaito !

Rachuuki poboczne :

d( aib ) f d ( a
, c) + d( qb ) d( b. c) fd( b. a) to (

a.
c )

d ( a. b) - d( b. c) f d ( a. c) d ( b
,
c) - a ( a. b) { ollaic )

¥( a. b) - d( b. c) If 01 ( a. c)

|d(xoiyo ) - day)/{ |d( xoiyo ) - d(xo,y)td( xoiy ) - day )|f
ldlxo ,y . ) - dlxo ,y)/+/d( xoiy ) - day )/fd( yo ,y)+d( ×

. ,x)=
zfrachuukow

=dz( ( × ,y )
, ( xayo )) poboeanyar .

%miq
.su?nalezywzipiLwystowayuzydS=e

.



PRZYKTADYODWZOROWAN
'

CIA
,

GTYCH ( i nieciggfyck ) c. d
.

56

(2) 11=1132
,

¥112
,

2wykiatopologiefCx.ytxIYy-abeCxyHC.9fCqol-oNiechxn-0.aeiRfCxu.axutxnYIna@n-xuFYoTI0yn-so.aeiRflayniynFo0fyYnYt-yg-aYyYYII3oxn-soyn-axn2flxn.a2xf-x0nYtnaIqa-ytaaatoatofjeststouamepowHhy-axivozneodzera.NiejestwigccipgrawCqd.HNoturalneoperag.e

 awipsane  a iloaynem Kowtezjaiskim  squiggle
( Kd ) , G. g)

pvs S
XXY - > X ( x ,y)l→x the X=Y X - > Xxx

pro × - ( x. x )
XXY - > Y (x. y ) it y

Pokazemy ciqoposi prs : Nick e > 0
, ustoemy (Xo , yo) EXXY

. Wowunekcipgrosci :

Fe > o FS > 0 t( x. y ) D.kxiy ) , ( xo ,yd)< S ⇒ d ( × ,×o ) < E

Do ( Ky )
, Koiyo) )=ma×{d( x. xD

, ply ,yo ) }



tan dk ,xo)fD( Cx ,y ) , Go ,yoD . Wystoway wiga wsiqc
' S=e

.
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(4) X.. IRHR Y=R
,

normative topologies , operoqie owytmelycsnesg
ciqope : ( t

,
s ) it tts

, ( t
,

s )i→ts

ltts - to . solf
It

- to 1 + Is - Sol ( 5 → metrykie Is i c- 8

tn → to

sn - > so
1 sntn - Soto 1=1 sntn - sotntsotn - sotolf Itnllsn - Sol + lsolltntd

€ n ) sbiezny , wigcogranicsony f Kllsnsoltlsolltiitol # 0

X=R\{ o }
,

Y=R t - > It
tn → to

*- ⇐ 1=11*1 . toHettie t.lt# *

to to wobec tego isthig.ee : ltnl > E dheduzycu  m

( 5) Operag. e
, ,

wektonwe
"

w R
"

sq cipgre

R
"

XIR
"

a ( ×
, y ) A Xty = ( xstys , xztyz , ...

, xntyn )

112×112
"

74 ,
× ) 1-7 d.  ×  = ( xxz , 2×2 , ... ,2×n )

wmosek :  2 (4) i (3) over 2 ciggrosci stozeuie  odwsovowau
'

ciggrycu wyni -

Ka
,

Ze fuukqie  wymierne  sg ciggretam  gdzie  okvesilone . Funky .e  2

pmy
-

Kiadu (2) jest  wigc  ciqgfa  wngdzie pose wgtpliwym punktem ( 0,0 ) , ktory
baolalismy oddzieluie

.

(6) Fuukqiemecsywista  miecipqta  migdzie

tastes I¥a
Fuukqd meaywisteafgraw Ri Q , nieupgre w Q

dle x=Yq fH=%
,

olla xe 11210 f(x)=O



CIA
,
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0pndczpojgaieapgrosciwpuukcieiapgroscimeabiomewpmestmeniachmetycznyohmamytezpojgaeciggroscijeoluonajnqiTopojgciemaohowaktermehycauyiDEFlNkjACXidhCYipp.m.fiX-sY.thiwimyizefjestjedwostojnieapgrajesllisoohoobiwowunekiVeso7Ss0VxixeXd@ixk8-sgCfCxhfCxtDcEWarunekjeoluostojnq.ciqgroscijestmocuiejszynizwaruueka.qgtoscimeX.Poro.wuoy.my.2wyKiaciqoposc.meXiVxoeXVesoForsoVxdH.xo

) < or ⇒
g ( FG ) ,f( xo ) < E

jeoluostojmeapgroii me ×#
( f ( × )

, f- Ad ) ( E

✓

te > o 78>0 Vx
, xo d ( x ,xo)cS⇒ g

Waruuki sqpodobne ,
mi zhije Kolejnosi Kwautyfkatoniw . Libby E is musing

byi dheciggosujeduostajng
.

wspolne  the whystkich puuktow .

D he 2wy -

Kiejciggrosci Smozesalezec '

od E I xo . Fuukyie  × - > ECH jest  aggro
ale vie jeowwstojnie aggro .

Wsnodwielomiouwir jeoluoroynie
ciggfe sqyeolyuie stone  ipierwhago mgdu .

Istniejejesacaejedeundsoj a afgrosa
. "

islotuy pry riwwauiadr nozhiako .

wych
: fish

.

fspetuie

FLER : ttx ,x' ex g( fcxhffx 'D f Ld (Xix
' ) mowimy ,

zeodwaowwa

hie jest lipsohitzowskie , a samwowunek nazywamy warunkiem



Lipschitza Rudolf Lifschitz 59

1832 - 1903

Kazde odwzonowanie lipschitwwskie jest
jeduostajnie apgre ,

kazdeodwzorowanie

jeduostojnie ciggre jest afore .

ZE Stow NIKA : yes .li f :X → 7 jest bijekciq ,

jest afore  i jego odwnotmosi tez jest  apgra ,

to takie  odwzonowanie morywamy homeomovfizmem . Homeomorfi

2mg sachowujg wnelkie wtasnosci topowgiczne ( ton awipzane one abiomemi

otrowtymi ) . Jeili istmiqe homeomorfiam  migobydwiemapmestneuiani to

topoloojcsuie med biongc tepmestmeuie  sq takie  same . Dbepmcstmeui
metycanych odpowiednim pojgciem jest  isometric

, uyli odwsonowauie audio .

wujgce odleoposu
.

migobg puuktami .

Wkrotce pnejobiany do omawiomia kolejnych pojgi natury topologinnej ,mianowicieonwowhsci
, spojnosci . Pnyohe warn nig do tegojesocse jedeu , dosi

abswakcgjny Koncept .

TOPOLOGIA  NAPODZBIORACH : Niech ( X
, d) bgobie pmestnseuig metnyczng

a ACX pewnym podzbionan . Ocsywiscie dmozme obcigi do A
,

tan

uzywaijq
.

tylkodle puuktow a A .

d
, a

: A  × A  → R

Hozme wigc  ( A
, da ) potraktowac

'

jako " oddzielug
"

pmestrzen metycsmg
one Woimi wtasnymi sbiomami otwowtymi . Zobacrmy co mozesig

wydahyi : X= R
, 2wykie mehyke , A  = Et , 1 ] . Roawazmy kulq 0

srodkuw puukcie - % ipromieniu 1 W pmestmeui A :

Kafka , 1) .

- { tea : ltttzl ( 1) = Eh ,

'
b [

.'s ÷ ;
-

; >



Odcinek Et
, at [ jest kulg otwartp W A

,
a wigc jest abiovem  otwowtymw A

60

Traktowouuy jako pookbiov R mie jest abiovem olwowtym . Potmebujemy
ogolnego sposobu  rozpoanewauie sbiomw otwowtych i domknigtym
w pmestmeui bgdpcg

.

podsbiorem pmestmeui metrycomg:

FAKT : ( ×
, d) -

p.m .
Ac X

.

( r ) 2bior Oc A jest  otwartyw A wteoly i

tylkowtedy , gay isthieje UCX otwowty tekiize O= Una
.

(2)

2bior Dc A jest  domknigty w A wtedyitfkowtedygdyistniqe abior

F C X domkuigty takiize Fn A  =D
.

DOWOD : Iauwazmy pmede wsaystkim ,
ze Knee wpmestmeui A powstojg

jakopnecigcie Kul w pmestmeui X one sbiorem A :

×

KA ( a ,n)=K( air ) n A
a

a) ⇒ O otwowtyw A  osnacsd ze O = ¥ ,
K( ai , ni ) gobie I jest jakim 's

sbiovem  indeksiw
.

W saczegiluosa
.

mozne wzigc I  = O
.

wtedyjako Umozme wzigi ¥ ,
KYQI, ni ) .

U jest  ouywiscie  otwarty w X

i Un A  = O

⇐ Weimyteraz Mc X olwartyi O= Una
.

2 otwartosa
.

U wynike ,
ze

olhe de Una  isthieje K×( a ,v ) a U . Weimy KY air ) ^ A  = KA ( a ,v )

many oaywiscie KA ( air ) a Un A=O sateen a jest puuktem
wewngthym 0 wsglqdeue A .

(2) D he sbionw domkuigtyohuzyjernyowigzku migoby sbioramiotwow

tymi idomknigtymi :

( D domknigtyw

A)
⇐ > ( ( Ai D) otwowtyw

A)
⇐ > Aid - Una

dhe pewnego sbiom U otwowtegow X
,

+2in w szcregoluosci
X \ U jest  domknigty w X

( Xiu ) n A = Alu = Al ( Un A) = And

11

{ × :  xe A  i × ¢ n } jako Fmozne waigi Xl n
.

as


