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Dowdd zostanie przeprowadzony metoda nie wprost.
Zatézmy wiec, ze zbiér R jest réownoliczny ze zbiorem N.
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Twierdzenie (1)

Jesli nieprzeliczalny zbiér X zawiera sie w Y, to Y jest
nieprzeliczalny.
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Twierdzenie (1)
Jesli nieprzeliczalny zbiér X zawiera sie w Y, to Y jest
nieprzeliczalny.

@ Rozwazmy zatem podzbiér A =|0, 1] liczb rzeczywistych.
Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej nieskonczony ciag
cyfr tworzacych liczbe nalezaca do zbioru A (dla utamkéw o
skonczonym rozwinieciu dziesietnym pdzniejsze pozycje
wypetniamy zerami). Ciagi te s3 postaci:

Sp = 07 Cnl Cn2 Cn3 Cn4 - ..
Gdzie: Vm,n € N\ {0} ¢, m € {0,1,...,9}
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Ut6zmy te ciaggi w tablice:

si=0,a1capca3zcs ...
$5=0,01 02 3 C4 ...
s3=0,c31 32 C33C34 ...
s4=0,ca1 a2 a3 Cap ..

Nastepnie skonstruujmy podobny ciag s w nastepujacy sposéb:
s=0,hhif

Gdzie:

Vn fn=cpn+1 (mod 10)
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Examples

s1=0,3421170679 ...
$=0,8628034825 ...
$5=0,0628620899 ...
$%=0,5923078164 ...
s$s=0,5820074944 ...
=0,6939937510 ...
ss=0,5028841971 ...
s=0,2643383279 ...
s9=0,8979323846 ...
s0=0, 1415926535 ...

s=0,
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Examples

s1=0,3421170679 ...
$=0,8628034825 ...
$5=0,0628620899 ...
$%=0,5923078164 ...
s$s=0,5820074944 ...
=0,6939937510 ...
ss=0,5028841971 ...
s=0,2643383279 ...
s9=0,8979323846 ...
s0=0, 1415926535 ...

s=0, 4
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Examples

s1=0,3421170679 ...
$5=0,8628034825 ...
$5=0,0628620899 ...
$%=0,5923078164 ...
s$s=0,5820074944 ...
=0,6939937510 ...
ss=0,5028841971 ...
s=0,2643383279 ...
s9=0,8979323846 ...
s0=0, 1415926535 ...

s=0, 47
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Examples

s1=0,3421170679 ...
$=0,8628034825 ...
$5=0,06286208909 ...
$%=0,5923078164 ...
s$s=0,5820074944 ...
=0,6939937510 ...
ss=0,5028841971 ...
s=0,2643383279 ...
s9=0,8979323846 ...
s0=0, 1415926535 ...

s=0,473
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Examples

s1=0,3421170679 ...
$=0,8628034825 ...
$5=0,0628620899 ...
s4=0,5923078164 ...
s$s=0,5820074944 ...
=0,6939937510 ...
ss=0,5028841971 ...
s=0,2643383279 ...
s9=0,8979323846 ...
s0=0, 1415926535 ...

s=0,4734
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Examples

s1=0,3421170679 ...
$=0,8628034825 ...
$5=0,0628620899 ...
$%=0,5923078164 ...
s$s=0,5820074944 ...
=0,6939937510 ...
ss=0,5028841971 ...
s=0,2643383279 ...
s9=0,8979323846 ...
s0=0, 1415926535 ...

s=0, 4734042356 ...
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Liczba s rézni sie od liczby s; przynajmniej pierwsza pozycja po
przecinku, od liczby s, druga, analogicznie s rézni sie od s, pozycja
k. Prowadzi to do wniosku, ze powstata wtasnie nowa liczba, nie
znajdujaca sie w zbiorze A, wbrew pierwotnemu zatozeniu, ze A
zawiera wszystkie liczby z przedziatu ]0, 1[ . Powyzsza sprzeczno$¢
prowadzi do wniosku, ze zbiér R jest istotnie wiekszy od N.

Liczebno$¢ N oznacza sie symbolem Ny, zas moc zbioru R to
continuum, oznaczane ¢ (fraktura c).
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Bonus - Dowéd R ~ R x R

Rozwazmy czy zbiér Z =]0, 1] jest réwnoliczny ze zbiorem

10, 1]x]0, 1] .

Okredlmy funkcje, ktéra jednemu elementowi z Z przyporzadkowuje
jeden element z Z x Z.

Zapiszmy kazdy element nalezacy do Z w postaci utamka
dziesietnego o nieskonczonym rozwinieciu. Te, ktére zwykle maja
rozwiniecie skonczone zapisujemy jako np.:

% = 0,4999999999999999999 . . .

Kazda z liczb ze zbioru Z mozna zapisaé w postaci:

ZZO, al b1 an b2 as b3...

Gdzie:

an, by =00000c, ke N, ce{1,2,...,9}

k
Interesujaca nas funkcja jest postaci:

f: Z—>{(ab)eZx2Z : a=a aas..., b=by by bs...}
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Examples

Zobrazujmy te metode na liczbie:

z, = 0,1294600004560006000340025701562007 . . .

Podzielmy ja na poprzednio zdefiniowane wyrazy.

z, = 0, 1]2|9|4|6/00004|5|6/0006|0003|4|002|5|7|01|5|6|2|007| . . .
Zatem liczby aj, i b, s3 réwne:

a, = 0,1/|9|6]5/0006|4|5/01|6/007| ...

b, = 0,2|4/00004|6|0003|002|7|5/2] . ..

Nie ulega watpliwosci, ze obie te liczby naleza do Z.

Pozostaje jedynie rozwazy¢, czy przedstawiona funkcja jest
wzajemnie jednoznacznym przeksztatceniem przedziatu Z w Z x Z
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Rozwazmy dwie sytuacje:

1) Dwie rézne liczby z Z maja przyporzadkowang taka sama pare z
ZxZ.

2) Dwie rézne pary z Z x Z maja przyporzadkowana taka sama
liczbe z Z.

1) W przypadku gdy liczby s3 rézne, réznia sie przynajmnie;j
jednym wyrazem. Implikuje to, ze pewien wyraz z liczby a lub b
jest rézny od odpowiadajacego wyrazu odpowiedniej liczby drugiej
pary. Otrzymujemy sprzeczno$¢.

2) W przypadku gdy pary s3 rdzne, r6znia sie przynajmniej jednym
wyrazem z liczby a lub b. Implikuje to, ze liczba stworzona z
pierwszej pary rdézni sie przynajmniej jednym wyrazem od liczby
stworzonej z drugiej pary. Otrzymujemy sprzecznos¢.

Powyzsze sprzecznoéci dowodza, ze funkcja ta jest rzeczywiscie
wzajemnie jednoznaczna, co konczy dowdd.
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Pozostaje znalez¢é bijekcje Z na R.

Mozna ja okresli¢ jako ztozenie bijekgji |0, 1] na ]0, 1[ z bijekcja

10, 1[ na R. Druga z nich jest trywialna, natomiast pierwsza mozna
zapisac.
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1) Metoda Przekatniowa

2) Uncountable Set

3) Cantor's diagonal argument

Wyktady ze Wstepu do Matematyki, W. Guzicki P. Zakrzewski,
PWN, Warszawa 2012
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