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Zadania z Analizy II ind

Seria 1.
Niech X oznacza przestrzen Banacha ograniczonych ciggéw o wyrazach rzeczywistych z norma ||(z1, . . ., Zp, - -
SUP,en |Tn|. Sprawdzié, ze odwzorowanie F' : X 3 (x1,22,...,Zp,...) = (0,21,22,23,...) jest liniowe,

ograniczone i injektywne, ale nie istnieje ograniczone odwzorowanie G : X — X takie, ze F'G = id.

Tn41

Niech X bedzie jak wyzej. Okreslmy odwzorowanie F' : X — X wzorem (Fx), := =5. Wykazaé, ze
limy, o0 ||[F™]]Y/™ = 0.

Niech X bedzie przestrzenig wektorowg wielomianéw na R (o wspélczynnikach rzeczywistych). a) Czy X
ma skoniczony wymiar? b) Wykazaé, ze wzdr: ||lag + a1z + ... + apz™|| := maxz{|agl|,...,|an|} okresla
na X norme. c¢) (X,]||||) nie jest przestrzeni@ Banacha. (Wsk. rozwazy¢ ciag Wy (z) == > p_, I,: ) d)
A: X Sao+az+...+apa” = ag+Fa+...+ 522" € X jest ograniczonym (czyli ciggtym) odwzorowaniem
liniowym. e) Znalezé odwzorowanie odwrotne i wykazac ze nie jest ono ograniczone (czyli nie jest ciggle).

Zbada¢ rézniczkowalnosé odwzorowaﬁ
(a) Cl0,1] > f — f(1)+ f(1/2)? € R; (b) R? > (z,y) — f“_yf (t)dt € R, f—ustalona f. ciggla; (c)
Clo,1] > f— T(f) € C[0,1] : (Tf( = [y (L4 f2(t)dt; (d) Co, 1]9f»—>f0<p t))dt, gdzie p € C?(R);
(0,0)

0,

O RZS (2 o) = ﬁ (z,y) #
(e) R? > (z,y) = f(z,y) : 6 (zy) =

WD (1) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

czgstkowe rzedu 2 ale aaw'"gy (0,0) # 65;;21‘9]; (0,0).

Sprawdzié, ze funkcja f(z,y) := jest klasy C'! na R?, posiada wszedzie pochodne

Niech funkcje f, g, h, k bedg rézniczkowalne. Wyrazié¢ pochodne czgstkowe funkcji F' przez pochodne czastkowe
funkeji f,g,h, k: (a) F(z,y) := f(g9(x) + h(y),9(x)h(y)) ; (b) F(z,y) = flg(zy) + h(z + y), k(z)) ; ()
F(x,y,2) .= f(g(z¥), h(y?)).

Zmalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji:
() f.]RQ — R f(xvy):"x+y +7§1T‘+Vzil;

(b)f {(m,y) eR? : 2#0, y#0} — R f(z,y) :=log(a? + y?) — arctan £ + 2z + y
(¢) Ry > (z,y,2) = f(z,y,2) ;:x_t,_%_t'_%_i_%
(@) 1B > (a,) o flay) = i

Znalez¢ najmniejszg i najwieksza wartosé¢ funkeji f na zbiorze €

) fay) =a?(d—z—y), Q:={(z,y) ER® : >0,y >0, z+y <6}

flo,y)=a?—y?, Q={(z,y) €R? : 2®+y> <1}

f(z,y) :=sinz +siny +sin(z +y), Q:={(z,y) €eR? : 2,y €[0,%]

f(z,y,2) = 2% +2y% + 322 — (2® + 292 + 22)?, Q= {(ac,y7 z) € R3 a4yt 422 <1

fla,y) =e ™ =V (222 + 3y2) , Q:= {(z,y) € R? : 22 4 4y < 6}

Znalez¢ najkrétszy odcinek laczacy krzywe: Cp := {(z,y) € R? : 22 —xy+y? = 7} oraz Cy := {(z,y) € R? :
(z—1)2+ (y')* = 25}.

Niech dane bedg N > n > 2 oraz dodatnie liczby a1, ...,a,. Wykazaé, ze funkcja f(z) = 2+ + ..+ &

przyjmuje na zbiorze {x € R" : 2?2 +..+22 =1, 21, ...,7, > 0} warto$¢ minimalng. Wyznaczy¢ te warto$é.

Zbada¢ lokalng i globalng odwracalnosé odwzorowan.
(a) (,y) = (sin(z 4 y), e HY);
(b) (@) = (@ +° log | 7]);

)
() (z,9) = (% \/29:2+y)
)

(d) C[0,1] 3 f fo tf(t)dt (C[0,1] - p. Banacha z normg sup)

W réwnaniu rézniczkowym dokonaé wskazanej zamiany zmiennych:

() 2*5 1785 = 22, (v wu )= @5 - 1.3~ 5y
8%f fol
() 2234 —22L =0, (p.g) 1= (ay, &

)
(€) Y5z — 252 = (y — )z, (u,0,w(u,0)) == (2* +°, 1 + £, log z(2,y) — (¢ +y))
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W obszarze Q := {(z,y) € R? 0 < y < 2} wprowadzamy wspétrzedne u(z,y) := x + vy, v(x,y) := vy. Zapisaé

wyrazenie
2 (1(82f 0% f L of of 82f)

A(f)izm 5 a5) T

ox? = Oy? x—y(aiyig ~ 9zdy

w zmiennych (u,v).

Rozvvlazac réwnanie xa —l—y8 = 122, wyrazajac je w nowych wspéhrzednych u = z,v = g w=
={(z,y,2) : z,y > 0} oraz traktujafc w jako zmienng zalezng w = w(u,v).

Rozwigzaé¢ réwnanie yg xgz = (y — )z, wyrazajac je w nowych wspéhrzednych u = 22 + 32, v = log g,

w = x +y — logz obszaru Q := {(z,y,2) : « > 0,y > 0,z > 0}, traktujac w jako nowa zmienng zalezna
w(u,v).

Dokonujac liniowej zamiany zmiennych sprowadzi¢ réwnanie: ax I+ 3yf +3 896 ay + 895 Z = g do postaci:

aapf+ f+cg'r£:g

Niech f : R? — R spelnia réwnanie Laplace’a: Af = 0 oraz u,v : R> — R klasy C? spetniajg réwnania:
Uy = Uy Uy = —V;. Wykazaé, ze g(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) spemia réwnanie Laplace’a.

Niech ¢ : R — R bedzie funkcja klasy C'. Poda¢ warunki, aby réwnanie : 2z —y = ¢(x? + 3% + 22) okreslalo
funkcje z = z(z,y). Pokazaé, ze z Z 4 2z = —x — 2.

Niech ¢ : R?2 — R bedzie funkch klasy C!. Podaé¢ warunki, aby réwnanie : ¢(z + 5, y + Z) = 0 okredlato
funkcje z = z(z,y). Pokazad, ze zaz + yay =z—ay

Wyznaczy¢ i zbadaé punkty krytyczne funkeji (z,y) — z(z,y) zadanych réwnaniami:
(a )z3+z—|— llfvé +(2z—y)?+9=0

(b) (x2 +y +z) a?2(z2+y?—22) a€ Ra#0

(c) 223 + 1+z2 +5r—2zy+y=0
(
(

d) 2—&-4y + 22 —4xy+2:cz+8yz—6m+8y—0
JO=12(22+y?)2 +ayz?+2-2(f) 0= (2 +y?)22 +ayz? +1 (g) 0= §(a? + yH)2® + ay2® + 2 + L.
2
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