
Zadania z Analizy II ind
Seria 1.

1. NiechX oznacza przestrzeń Banacha ograniczonych ciaιgów o wyrazach rzeczywistych z normaι ||(x1, . . . , xn, . . .)|| :=
supn∈N |xn|. Sprawdzić, że odwzorowanie F : X 3 (x1, x2, . . . , xn, . . .) 7→ (0, x1, x2, x3, . . .) jest liniowe,
ograniczone i injektywne, ale nie istnieje ograniczone odwzorowanie G : X → X takie, że FG = id.

2. Niech X beιdzie jak wyżej. Określmy odwzorowanie F : X → X wzorem (Fx)n := xn+1

n+1 . Wykazać, że

limn→∞ ||Fn||1/n = 0.

3. Niech X beιdzie przestrzeniaι wektorowaι wielomianów na R (o wspó lczynnikach rzeczywistych). a) Czy X
ma skończony wymiar? b) Wykazać, że wzór: ||a0 + a1x + . . . + anx

n|| := max{|a0|, . . . , |an|} określa

na X normeι. c) (X, || ||) nie jest przestrzeniaι Banacha. (Wsk. rozważyć ciaιg Wn(x) :=
∑n
k=1

xk

k .) d)
A : X 3 a0 +a1x+ . . .+anx

n 7→ a0 + a1
1 x+ . . .+ an

n x
n ∈ X jest ograniczonym (czyli ciaιg lym) odwzorowaniem

liniowym. e) Znaleźć odwzorowanie odwrotne i wykazać, że nie jest ono ograniczone (czyli nie jest ciaιg le).

4. Zbadać różniczkowalność odwzorowań:
(a) C[0, 1] 3 f 7→ f(1) + f(1/2)2 ∈ R ; (b) R2 3 (x, y) 7→

∫ x+y
a

f(t)dt ∈ R , f−ustalona f. ciaιg la; (c)

C[0, 1] 3 f 7→ T (f) ∈ C[0, 1] : (Tf)(x) :=
∫ x
0

(1 + f2(t))dt; (d) C[0, 1] 3 f 7→
∫ 1

0
ϕ(f(t))dt, gdzie ϕ ∈ C2(R);

(e) R2 3 (x, y) 7→ f(x, y) :=

{
xy2

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

5. Sprawdzić, że funkcja f(x, y) :=

{
xy(x2−y2)
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
jest klasy C1 na R2, posiada wszeιdzie pochodne

czaιstkowe rzeιdu 2 ale ∂2f
∂x∂y (0, 0) 6= ∂2f

∂y∂x (0, 0).

6. Niech funkcje f, g, h, k beιdaι rózniczkowalne. Wyrazić pochodne czaιstkowe funkcji F przez pochodne czaιstkowe
funkcji f, g, h, k: (a) F (x, y) := f(g(x) + h(y), g(x)h(y)) ; (b) F (x, y) := f(g(xy) + h(x + y), k(x)) ; (c)
F (x, y, z) := f(g(xy), h(yz)).

7. Znaleźć i zbadać punkty krytyczne funkcji:
(a) f : R2

+ −→ R f(x, y) := 1
x+y + x

y+1 + y
x+1 ;

(b) f : {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0 , y 6= 0} −→ R f(x, y) := log(x2 + y2)− arctan y
x + 2x+ y

(c) R3
+ 3 (x, y, z) 7→ f(x, y, z) := x+ y2

4x + 2
z + z2

y

(d) f : R2 3 (x, y) 7→ f(x, y) := xy(x+y)
(x2+1)(y2+1) .

8. Znaleźć najmniejszaι i najwieιkszaι wartość funkcji f na zbiorze Ω:
(a) f(x, y) := x2(4− x− y) , Ω := {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0 , y ≥ 0 , x+ y ≤ 6}
(b) f(x, y) := x2 − y2 , Ω := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}
(c) f(x, y) := sinx+ sin y + sin(x+ y) , Ω := {(x, y) ∈ R2 : x, y ∈ [0, π2 ]
(d) f(x, y, z) := x2 + 2y2 + 3z2 − (x2 + 2y2 + z2)2 , Ω := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}
(e) f(x, y) := e−x

2−y2(2x2 + 3y2) , Ω := {(x, y) ∈ R2 : x2 + 4y2 ≤ 6}

9. Znaleźć najkrótszy odcinek laιczaιcy krzywe: C1 := {(x, y) ∈ R2 : x2−xy+ y2 = 7} oraz C2 := {(x, y) ∈ R2 :
(x− 1)2 + (y1)2 = 25}.

10. Niech dane beιdaι N 3 n > 2 oraz dodatnie liczby a1, ..., an. Wykazać, że funkcja f(x) := a1
x1

+ ... + an
xn

przyjmuje na zbiorze {x ∈ Rn : x21 + ...+x2n = 1 , x1, ..., xn > 0} wartość minimalnaι. Wyznaczyć teι wartość.

11. Zbadać lokalnaι i globalnaι odwracalność odwzorowań.
(a) (x, y) 7→ (sin(x+ y), ex+y);
(b) (x, y) 7→ (x2 + y2, log | yx |);
(c) (x, y) 7→ (y

2

x ,
√

2x2 + y2)

(d) C[0, 1] 3 f 7→
∫ 1

0
tf(t)dt (C[0, 1] - p. Banacha z normaι sup)

12. W równaniu różniczkowym dokonać wskazanej zamiany zmiennych:
(a) x2 ∂z∂x + y2 ∂z∂y = z2 , (u, v, w(u, v)) := (x, 1y −

1
x ,

1
x −

1
z(x,y) )

(b) x2 ∂
2f
∂x2 − y2 ∂

2f
∂y2 = 0 , (p, q) := (xy, xy )

(c) y ∂z∂x − x
∂z
∂y = (y − x)z , (u, v, w(u, v)) := (x2 + y2, 1x + 1

y , log z(x, y)− (x+ y))
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13. W obszarze Ω := {(x, y) ∈ R2 0 < y < x} wprowadzamy wspó lrzeιdne u(x, y) := x+ y, v(x, y) := xy. Zapisać
wyrażenie

A(f) :=
2

(x− y)2

(
1

2
(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
) +

1

x− y
(
∂f

∂y
− ∂f

∂x
)− ∂2f

∂x∂y

)
w zmiennych (u, v).

14. Rozwiaιzać równanie x ∂z∂x +y ∂z∂y = xz2, wyrażajaιc je w nowych wspó lrzeιdnych u = x, v = y
x , w = z

1+xz obszaru

Ω = {(x, y, z) : x, y > 0} oraz traktujaιc w jako zmiennaι zależnaι w = w(u, v).

15. Rozwiaιzać równanie y ∂z∂x − x
∂z
∂y = (y − x)z, wyrażajaιc je w nowych wspó lrzeιdnych u = x2 + y2, v = log y

x ,

w = x + y − log z obszaru Ω := {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z > 0}, traktujaιc w jako nowaι zmiennaι zależnaι
w(u, v).

16. Dokonujaιc liniowej zamiany zmiennych sprowadzić równanie: ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 +3∂
2f
∂z2 −2 ∂2f

∂x∂y + ∂2f
∂x∂z = g do postaci:

a∂
2f
∂p2 + ∂2f

∂q2 + c∂
2f
∂r2 = g.

17. Niech f : R2 −→ R spe lnia równanie Laplace’a: ∆f = 0 oraz u, v : R2 −→ R klasy C2 spe lniajaι równania:
ux = vy uy = −vx. Wykazać, że g(x, y) := f(u(x, y), v(x, y)) spe lnia równanie Laplace’a.

18. Niech φ : R −→ R beιdzie funkcjaι klasy C1. Podać warunki, aby równanie : 2x− y = φ(x2 + y2 + z2) określa lo
funkcjeι z = z(x, y). Pokazać, że z ∂z∂x + 2z ∂z∂y = −x− 2y.

19. Niech φ : R2 −→ R beιdzie funkcjaι klasy C1. Podać warunki, aby równanie : φ(x + z
y , y + z

x ) = 0 określa lo

funkcjeι z = z(x, y). Pokazać, że x ∂z∂x + y ∂z∂y = z − xy

20. Wyznaczyć i zbadać punkty krytyczne funkcji (x, y) 7→ z(x, y) zadanych równaniami:
(a) z3 + z + 14xz

1+x2 + (2x− y)2 + 9 = 0

(b) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2) a ∈ R a 6= 0
(c) 2z3 + 6z

1+x2 + 5x− xy + y = 0

(d) x2 + 4y2 + z2 − 4xy + 2xz + 8yz − 6x+ 8y = 0
(e) 0 = 1

2 (x2 + y2)z3 + xyz2 + z − 2 (f) 0 = 1
2 (x2 + y2)z3 + xyz2 + 1 (g) 0 = 1

2 (x2 + y2)z3 + xyz2 + z + 1.
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