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Zadania domowe z Analizy Ind. Seria 1. 27.10.2018
Wyznaczy¢ i narysowaé zbiory

P=|J A4 Q= () A da A =[t2t+1]x[~tt+1]

t€[0,1] te[0,1]

Niech n € N. Wykazaé, ze jesli a1 < ag < -+ < apn, by < by < -+ < by, oraz cigg (b},...,b),) rézni sie od
ciggu (b1, ...,b,) jedynie kolejnoscia, to >, _; arbr > > p_; axbi.

Niech (z,) bedzie ciagiem okreslonym nastepujacymi warunkami: z; = 0, 41 = 4_5%. Wykazaé (na
przyklad indukcyjnie), ze
v N 5— a2
n e Top = 1_ an.

Dowiesé, ze liczby Fibonacciego, zdefiniowane rekurencja Fy = Fy = 1, Fj,41 = F,+F,_1 moga by¢ otrzymane

ze wzoru
k=0

Nalezy pamietac, ze < " ; k ) = 0 zawsze jeslin—k < k. Z definicji, dlam > k ( 7]? ) = %

Ile jest podzbioréw P C {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} spemiajacych warunek
Vk,leP |[k—1>1lubk=1.

Niech R i @ bedg relacjami réwnowaznosci w zbiorze X. Czy RU Q, RN Q sa relacjami rownowaznosci?

Niech r bedzie relacja z A do B i q relacjg z B do C. Definiujemy zlozenie g o r tych relacji jako relacje z
A do C dang nastepujacym warunkiem: a € A jest w relacji gor z ¢ € C wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
b € B takie, ze a jest w relacji r z b i b jest w relacji q z c. Czy zlozenie relacji réwnowaznosci jest relacja
rownowaznosci?

Wykazaé, ze n! < (241)" dla n € N.

n(n 1)

Dla jakich n € N zachodza nieréwnodci: 2n + 1 < 27; 3n3 + 1 < 2™; n! < 2 s (2n— 1N <272 ?
Niech aq,a3...,a100 € R — dane liczby, s := |a1 + a2 + ... + a100]- Dowie$é, ze istnieje permutacja
bi,ba, ..., bioo liczb ay,...,a100, taka ze |bi| > 155, |b1 + ba| > 358, [b1 + by + bs| > 358, b +
b2+...+b99| > %S

Uproéci¢ warunek:

(a) AUBCAU(BNC);(b) (ANB)U(CNB)=B;(c) (AUB)\C = (A\C)UB;
(d) (AUB)\(BNC) = ANC ; (¢) (AUBUC)\(AUB) =C'; (f) A\B =B\A; (g) ANB = (AUC)N(B\C) .

Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodzg réwnosci:
(a) (A\B)UC =[(AUC)\ BJU(BNC); (b) (A\B)N(C\D)=(ANC)\(BUD);
() AN(BUCUD) = ((A\B)\C)\D; (d) A\[B\ (C\D)]=(A\B)U(ANC\D).

Niech A+ B := (A\ B)U(B\ A)(rdinica symetryczna zbioréw). Wykazaé, ze: dzialanie + jest przemienne i
laczne; (A+-B)NC =(ANC)+(BNC); A+ A=0; A+-0=A4; Ay +Ay+---+ A, ={r € X: znalezy
do nieparzystej liczby zbioréw Ay, ..., A,}. Wyrazié sume i réznice mnogosciows zbioréw poprzez operacje
Ni-=.

Wykazaé, ze odwzorowanie f: Ry xRy — Ry xR, f(z,y) := (x + vy, % — %), jest bijektywne, wyliczyé
7

Wryliczy¢:

Unzy [0 5 nfﬁ:l} e+ %[ Uyer{(z1,22) € R? 1 (21 — 1) + (22 +2r)* < r? + 1}

Moy ([0,n] U [n?, o0, ) (€) Urejoz At oraz (Nyepp 5 Ae, gdzie Ay = [t,2t] x [, 1];

) U=, }(W)Q,W[ (8) Ny An, liminf A, == U, Nysn Ars lmsup A, = (1, Uysr As 1 U, An, jesli
A, = [”Fl)n ] dla n € N.

n+l > ntl
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Niech A, C X, A, := X \ A,. Wykazaé, ze (U2, An) N2y (Uper Ak UUgsn A5) = U (A \ Auir)-

n=1

Obliczy¢ ), A, iminf A, = U, Mysp Ak, limsup Ay == N, Ugor Ar i U, Ans jesli 4, = [ L +Q(2), ggjﬂ
dla n € N, gdzie Q(z) := = — E(z).

Dla s > 0 oznaczmy K, := {(x,y) € R? : 22 + (y — 5)? < s}. Wykazaé, ze majg miejsce nastepujace
zawierania: {(z,y):y > 22} C Usen Ks C Use]o,oo[Ks = {(x,y):y > 2% — %}

Okreélmy nastepujace podzbiory R?: S := {(x,y,2) : (22 +y?> >0, 2z = T/gf;Q) lub (x =y =0, |z| < 1)},
S1i={(z,y,2): |2| <1, y= 1+\/%7:10}, Sy ={(z,y,2): |2| <1, = H_\/%73/} Dowiesé, ze S = 51U Sy
oraz wyznaczy¢ S1 N .Ss.

Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, a f : X — ]0, oo[ — dowolng funkcjg. Wykazaé, ze istnieje n € N
oraz parami rézne elementy x1,...,x, € X, takie ze f(x1)+ ...+ f(z,) > 100.

Wykazaé, ze (A, U By) D ((VAn) U (N Bn). Znalezé przykiad, gdy nie ma réwnosci. Pokazaé, ze w
przypadku, gdy oba ciagi sa zstepujgce (tzn. Vn € N : A,41 C A,, Bny1 C By), powyzsza inkluzja
przechodzi w réwnosé.

Niech () # X bedzie zbiorem skoriczonym oraz f : X — X. Wykazaé, ze:

(a) R:={(x,y) € X x X : 3k, 1 € N: f¥(z) = f'(y)} jest relacja réwnowaznosci w X;

(b) zbidr Xo := yen f7(X) jest niepusty, f(Xo) = Xo oraz f|x, : Xo — Xo jest bijekcja;

(c) kazda orbita f|x, zawiera si¢ w jednej z klas relacji R i kazda z klas relacji R zawiera doktadnie jedng
orbite. Zatem |X/R| jest liczbg cykli permutacji f|x,-

Sprawdzi¢, ze dana relacja jest relacja réwnowaznosci w R. Opisaé jej klasy réwnowaznoéci i narysowacé
odpowiadajacy jej podzbidr S C Rx R. Znalezé funkcje f : R — R, ktérej poziomice sg klasami réwnowaznosci:
z~y &= @@-y(l-ay) =0z ~y < (@=ylubz=—y € [-1,1] lub |z| + |y| = 1);
(c) z~y < (x=ylubInecZ:z,yec2n—1,2n]);(d) 2~y < (r—y€Zlubz+y+ ;€ 7).

Niech I C R bedzie symetrycznym wzgledem 0 przedzialem, a X := R x I. Sprawdzié, ze relacja (z,y) ~
(@',y) <= [/ —x €Z,y = (—1)" ~"y] jest réwnowaznoscig w X. Zbiér X/. nazywa sie wstegq Mébiusa
— dlaczego ?

Niech R bedzie dowolng relacjg w zbiorze {—1,0,1}. Okredlmy funkcje dr : R? x R? — R wzorem:

_ ) lle=yll,  gdy (sgnzi,sgny;) € R : _ I3
dlmy) = { HxH + HyH w pr(zeciWHYm prz)ypadku s gdzie o] = /2t + a3 dlaz € R,
Wykazaé, ze: (a) [dr(xz,y) =0 <= x = y] <= R jest zwrotna; (b) [dr jest symetryczna, tzn.
dr(z,y) = dr(y,x) Vz,y € R?] <= R jest symetryczna; (c) dg spetmia nieréwnosé tréjkata <= R
jest przechodnia. Zatem: dp jest metrykag w R? <= R jest relacja réwnowaznoéci. (dr ma nazwe
“metryka-rzeka” — dlaczego?).

Niech R bedzie relacja rownowaznosci w X oraz Xg C X. Wykazaé, ze
(Xo jest suma pewnych klas réwnowaznosci R) < (Vz,y € X : [z € Xo, (z,y) € R] = y € Xo).

Dane sy odwzorowania o : X — Y, f:Y — Z, v: Z — W. Wykazaé, ze:
[8 - a injektywne | = « injektywne; [5 - « surjektywne | = S surjektywne; [ - a1 - 0 sg bijekcjami | = «, 8
i v rowniez sg bijekcjami.

Niecha: X — Y, 8:Y — X, v: X — X. Wykaza¢, ze:

a jest injektywne <= VA C X : A = f~1(f(A)); « jest surjektywne <= VB CY : B = f(f~Y(B));
[ v = «, « injektywne] = v =idx; [y-8 = B, B surjektywne | = ~ = idx; [a - injektywne,
surjektywne | = « injektywne; [8 -« surjektywne, 8 injektywne | = « surjektywne; [Vz € X : 3In € N:
v« -y(x) = 2] = v jest bijektywne.
————

Opisaé poziomice i zbiér wartosci odwzorowania: f : Z — Z, f(n) = E(2%1); f :]0,00[— R2, f(t) =
(t+t Lt —t71); f:C — C,f(2) :== az + z, gdzie a € C jest ustalong liczbg, taks ze |a| = 1 # —a;
f:R—R2 f(t):=( s f i Z— 7, f(n):=2n2-3n+1; f:R2 — R, f(z,y) = /22 + 92 —y.

1 L)
T+¢27 T+¢2

Ktéra z dwu liczb jest wicksza: '°°%V/10001, czy °°%/10000?7 Wskazéwka: nieréwnosé Bernoulliego.
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Dowiesé, ze dla z,y € Rmamy: E(x)+y >0 <= z+E(y) > 0. Podaé przyklady pokazujace, ze zastepujac
tu nieréwnosci > nieréwnosciami > lub < otrzymamy zdania falszywe. Dowiesé, ze y > E(z) < E(y) >
z—1.

Niech F(x) := (maksymalna liczba catkowita < z). Narysowaé wykresy funkcji R 3 = — E(x) € R oraz
R 5z — E(z)—3E(%£) € R. Wyprowadzi¢ wzory: (a) 0 < E(z+y)—E(z)—E(y) < 1; (b) E(:E(nz)) = E(x)
dlan € N; (c) Z;S E(z+ %) = E(nz); (d) 22;1 E(& + 1) = E(z), jesli liczba N € N jest dostatecznie
duza.

Wykazaé, ze dla m,n € N: (a) jesli m < n, to ""/n+1< /n; (b) jeslim >n(n—1),to "/n+1> 3/n.

Wskazowka: nieréwnosé Bernoulliego.

Wykazad, ze: 227_11 <2< ”T'H dla n € N (nierdwnosé Bernoulliego); (b) 2" > n®® dla n > 450.

n

< (2n—1)! 1.3, 2n—1 <

Wrykazag, ze: |z] < 1,|y| < 1= [{= y|<1,2+ +...+l<ynneN; \/W i =371 5
ﬁdlanEN,n+1+n—+2+...+%<47neN,l+ﬁ+ —|—f>\/ﬁ n e N.

W n kolejnych latach wskaznik inflacji przyjmowal wartosci 21, . .., @y, tzn. w k-tym roku ceny rosty (1+xy)-
krotnie. Napisa¢ wzor na sredni roczny wskaznik inflacji za badany okres; wykazac, ze jego warto$¢ zawiera
sie pomiedzy Srednig geometryczng a $rednig arytmetyczn@ liczb x1,...,2,.

Wykazaé, ze: (a) limy oo ( 'Vn100 +n99—n) = 55; (b) limp—yoe (n 4+ 4Vn? + 1 —2vn2 —n — 3v/n? + 2n) =
%; () limy, 00 n(2vN2 — 1 + 2—3vn2 + 14+v/n2 + 2n) = —i; (d) limy, 00 (\/n2 + \/n3 +v/nb — \/n2 + \/n3) =

35 (e) limyyoo (Q/(n+2)(n+4)(n+5 - {/n(n + 1)(n+3)) = %; (f) im0 n? [(1 4 %)q -1+ %)p} =

ipq(q—p) dla p,q € N; (g) lim_,0o (\/n—i- Vv —/n— ) =1; (h) lim_ o V/5a?" + 4a™ + 3 = max{1, a?}
dla a € RB; (i) im0 (n” + 7)774/(n + 2)100 — n100 — 20019 = 30v/22; (j) lim_0o /(B3 +2)" + (1 —2)" =
24 |1+ 2| dla x € R; (k) lim_, %—IZ;:H = max{ay,...,a,} oraz lim_, {/plal ..t pral =
max{ay,...,a.}, jesli r € N i liczby p;, a; sa dodatnie; (1) lim_, ( 7\7%71 — ﬁ) = %;

(m) im0 277 (14 1) (1 2) - (14 2) = 05 (0) limoo (14 5)(1+ 2) o (14 ) = +oo;

) lim_, oo 2221 - 2022 = (; (p) limyo n2[(n + 1) T — nT00] = +o00;

(o
1 1 1 _ .
(q) im0 ( T o T T m) =2

2 2 2 . 3_ 3_ 3_ . n
(r) im_, o0 (Zdi% + Zdig +...+ Zsiﬁ) =1; (s) im0 §3+i§3+% ) .-Za+% = %; (t) im_ oo V14 4+ 24 + ... F i =
L () limoo 55 30 VEZ—2=1.

Wykazad, ze jedli ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny, to lim, s nayf(n—ljaz+...+an

n+(n—1)+...4+1

=lim, o0 G-

n—1
Wykazaé, ze jesli cigg liczbowy (an) jest ograniczony, to cigg (2,,) o wyrazach x, =: > ;T}fl';fzf;;i"ra" jest

zbiezny. Wyliczyé¢ lim z,,, jesli a,, = o™, |a| < 2. Wskazéwka: n := (1 — 27™)z,, spetnia warunek Cauchy’ego.

Dowiesé, ze jesli ciag (a1 + ... + a,) jest ograniczony oraz a, \, 0 przy n — oo, to lim, . na, = 0.

Dla danych liczb dodatnich a i b okre§lmy rekurencyjnie dwa ciagi (a,) i (by), przyjmujac: ag := a, by := b,

a";rb", bpi1 = 33117" Wykazaé, ze ciagi (an), (bn) sa zbiezne oraz lim,, o an, = Vab = lim,,_, o by,.

Up1 =
Wykazaé zbieznoséé ciggu (ay,), jesli:
(a) an =1+ %) A+ 55) - (1+:5); (b) ay == 1+%+...+\/ﬁ—\/2n; (c)an:=1+%+...+1—logn

(liczba lim a,, ~ 0.57721566 nazywa si¢ statg Eulera); (d) a, = %\/n + 1

Zbadaé zbieznos¢ ciggdéw okreslonych rekurencyjnie :

_ 1.2 1.3 1. Coro 1. _ o _
(&) Tpy1 = op — 52, — 37, , 2o = 1; (b) 2py1 = §sina, x0 =15 (¢c) Tny1 = Ty —sinw,, 29 =1.

Dla podanych nizej ciggdéw obliczyé¢ inf{z,, : n € N}, sup{x, : n € N}, liminf z,,, limsup z,,

(a) 7 = 20 (b) 2 = ot (¢) W = P (d) 2, = n—10[35]+2 ; (¢) v = n—2—5E(2) ;
(f) zn:%+%*[%]§

Zbadaé ograniczonos¢ i wyznaczy¢ kresy zbioru:

(a) {¥/n+100:n € N}; (b) {57 : 2 € R}; (¢) {2 + 2" 1z € R}; (d) {& :n € N} (e) {122° . nn € N}
(1) (Vi — E(/in = 1) :n € N} (8) {2y e € NY; (0) { + b=+ myn € N,

m




