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Zadania domowe z Analizy TR. Seria 2. 26.11.2019
Zbadac zbieznosé¢ szeregdw:
(a) Ziozl nE(l\/ﬁ) ; (b) ZZO l(E(\/Tz) %) (c) Zn 1 (;(1,)“}{7 (d) ZZO 1 sin =4 n+1 i (e) Zn 1(V”+1 -
VREEn ) () 0L e < ) oz s ) S GEDT s ) T8 < )
St (55g7)" 1 (k) Saiysinav/n? +15 (1)

Yooty wlog(l+5) 5 (1) XL, (R — V)
) DG -+ G )

(0) Yol Zi_ 5 (p) o, (1— =) <>
() Yooy it (b) z°°¥ (W) Yo

n
o0 1 . o0 +n\p . oo nnt! ) oo (n—g)" .
Lonm1 %/ (n+1)(n+2)...(n+n) ’ ) 2= (1+"2) P () 2 @n24n+) 50 (aa) 3y e (ab)
o) —1)" 00 o] n? 0o —vn
Zn:1(%*ni1+"'+(l))§ n1\/1+l*\/1*%)§(ad) Zn:1ﬁ3(ae)zn:1”33 v,

(af) 322, log(cos 1) 5 (a )Z ( Dlog(1 + 1); (ai) >0 mlsinge 5 (a)) 200, 7= 5 (ak)
oo 3n —n OO . © n n(n—

S () ) S ()7 ) S~ ) sinna) 5 an) S (500 (ao)

S e (ap) Y02, 513;’;, + (aq) zz; % (ar) Yo%y e 5 (25) 0, (logn)~1os0os ™) (at)

Sns, (loglogn) ™18 (an) 307, b 5 (aw) Soos, s (ax) Soos, (-log 22) 5 (ay) 02, (- +2)

(a2) Yoo sty (ba) Yool (2= /)" s (bb) 202, (1= {1 = 4): (be) 02 sin(m /¥ 1) ;

Dowiesé, ze jesli szereg ZOO an jest zbiezny, to do tej samej sumy zbiezny jest szereg Z _, Gn 0 wyrazach
Ay = n(n1+1) (a1 +2ag + - - + nay).

Niech s := Y7, (G ki 1) - —1—7+7—7—|— . oraz 8 = 1—|—7—7—|— $+1—1+4... (s rémisi¢ od s jedynie

kolemosaq sk}adnlkow po dwoch skladmkach dodatmch nast@puje Jeden sktadnik ujemny). Wykazaé, ze
3

S = 58.

(C) Wykazaé, ze jedli a,, > 01 istnieje [ := lim,,— o0 lffg“;, to Y07 | an jest przy | < —1 zbiezny, a przy | > —1
— rozbiezny.

Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 2% : A : skoficzony }. Wykazaé, ze wzér d(A, B) := |A+ B| :=
(A\ B)U(B\ A) okresla metryke w zbiorze P. Opisaé¢ kule i odcinki wzgledem tej metryki.

Sprawdzi¢, ze wzér d(z,y) = min{|r — y|,3 — |z| — |y|} zadaje metryke na zbiorze X := [—1,1]. Dla

wartosci r = 2 i r = 2 wyznaczy¢ kule K(1;r) (wzgledem metryki d). Wykaza¢, ze (Srednica (X, d)) :=

sup, yex d(z,y) = 3.

Sprawdzié, ze wzér d(x,y) := |(|z] — |y|)| + |sgnx — sgny| okresla metryke na R. Wyznaczy¢ kule (wzgledem
d) o $rodku xg = 4 i promieniach r = 3,4,5,6. Pokazaé, ze K(4;r) jest przedzialem <= 0 < r < 2 lub
r > 6.

lxt—yl, gdyr—yeQ
a, gdyz -y ¢Q

Metryka cyklicznego uporzqdkowania przedziatu: Niech X := [a,b[C R oraz h :=b—a (lub X := 1,n C Z oraz
h :=n); sprawdzié¢, ze wzor d(z,y) := min(|z — y|, h — |z — y|) okresla metryke w zbiorze X.

Dla jakich wartosci a € R funkcja d(z,y) := { jest metryka na [—1,1].

Wykazaé, ze funkcja d : R x R — R zadaje pseudometryke na R (tzn. spemia warunki d(z,z) = 0,d(z,y) =
d(y,z),d(z, z) < d(x,y)+d(y, z)); opisa¢ okreslong przez d relacje réwnowaznosci w R: z ~y < d(z,y) =
0.

d(z,y) :=|sinz — siny| + | cosx — cosy|; d(x,y) := |sinz — siny| + | sin(x — y)|.

|z—y|

e okresla metryke na R ?

Czy wzor d(z,y) :==
Dowiesé, ze: zbidr wyrazéw ciggu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony;

Dowies¢, ze jesli (z,,) i (yn) sa dwoma ciggami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), to ciagg liczbowy
(d(2n,yn)) jest zbiezny.

Niech X := K(0,1) = {z € C : |z| < 1} oraz d(z,y) := min{|x — y|, 2 — |z| — |y|}. Sprawdzié, ze (X,d)
jest przestrzenia metryczng niezupelng (tzn istniejg ciggi Cauchy’ego nie majace w X granicy). Narysowaé
K(p,R) (kula o érodku p i promieniu R) dla (p;R) réwnych odpowiednio: ((0,0); 1); ((0,3); 1).

2 (10— p/B)" 5 (m) 3200 mptalosn () 3% log MutL)
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Wykazaé, ze dla dowolnych roztacznych przedzialéw domknietych [a,b] i [c,d] w R istnieje funkcja na R klasy
C*™ taka, ze f =0 na [a,b] i f =1 na [c,d]. Wsk. Mozna wykorzysta¢ funkcje f(z) := e

Wykazaé, ze S := {x € R3 : 12923 = 1} ma cztery spdjne sktadowe.
Zbadaé zwartosé, spéjnosé, domknietoéé i ograniczonosé zbioru: A := {(x,y) € R? : x(x + y)? = 1}.

Zbadad domkni@tos’é, otwartosé, zwartosé i spdéjnosé ponizszych podzbioréw przestrzeni X C R

a) X :={0}U{2 neN}, A::{l},B::{O,l,%},C::dowolnypodzbi(’)rX;
)X R, A—{xER 3 > a® — 227 +$20};

c) X =)0, [A—{JJER 312>x — 222+ 2 >0}

)X R,A:={zeR : z=a", neN}, acR-ustalone ;

e) X f{xGR x=a",neZ}, A:={x €eR : x=a", n €N}, a € R-ustalone;

Niech X :=]0, 0o[. Podaé¢ przyklad funkcji ciaglej f: X — R dla ktérej £(X) jest zbiorem : a) domknietym
i nieograniczonym, b) domknietym i ograniczonym (czyli zwartym).

(C) Opisa¢ otwarte, domkniete, zwarte i sp6jne podzbiory zbioru N w topologii zadanej metryka d(m,n) :=
| — 1] Czy metryka do(m,n) := |m — n| okresla te sama co d topologie w zbiorze N ?

1

m

(C) Zbada¢ domknietosé, zwartosé, spdjnosé i otwartosé zbioréw: a) Zbiér funkeji wielomianowych na odcinku
[0,1]. (jako podzbiér C0,1] z metryka d(f, g) := supyeo,1)|f(x) —g(x)| ) b) Jak wyzej lecz ograniczamy sie
do wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 17.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng; dla A C X ie > 0 oznaczmy A, := {x € X : Ja € A: d(x,a) < €}.
Rozwazmy nastepujace implikacje: (D) A domkniety = A, domkniety; (O) A otwarty = A, otwarty; (Z) A
zwarty = A, zwarty; (S) A spéjny = A, spéjny. Dowiesé, ze: (a) A zwarty = A, domkniety; (b) w
przestrzeni X := R™ z metryky d(x,y) := |« — y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sg réwniez prawdziwe;

(c) dla X :=] — o0, —=1[U{0}U] 4+ 1, +o0]; z metryka d(z,y) := |z —y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa falszywe.

(C) Wykazaé, ze przestrzeri metryczna, w ktérej kazdy podzbiér ograniczony i domkniety jest zwarty, jest
zupeha.

Odwzorowanie f nazywa sie domkniete (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknietych (otwartych) s domkniete
(otwarte). Zbadaé, czy dane ciagle (w zwyktej topologii R) odwzorowanie f : R — R jest domkniete lub ot-
warte:

F() = VIF 0% f(@) = —immi(c) f(2) 1= 1225 f(x) = sina.

(C) Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja odcinka domknietego na zbiér W := {(z,y) € R?, -1 < x <
1,y=0}U{(z,y) eR? 2 =00<y<1}.

Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja R? — R. (zatem R? i R nie s3 homeomorficzne). Uogdlnié wynik na
R™m>2iR.

Czy istnieje ciggla bijekcja okregu na prostg 7

(C) Niech C(r) oznacza okrag na plaszczyznie o sSrodku w poczatku uktadu wspé/ednych i promieniu r. Niech
X :=U,C01-1) Y :=;_;C(L) beda podzbiorami w R? ze standardows metryka. a) Wykazad, ze
X 1Y sg niezupelnymi przestrzeniami metrycznymi. b) Skonstruowaé homeomorfizm (tzn. ciagla bijekcje
taka, ze odwrotna jest ciggla) X — Y. c¢) ZnaleZ¢ uzupemienia X i Y i wykazaé, Ze nie sg homeomorficzne.
(Czyli homeomorficzne przestrzenie metryczne moga mie¢ niehomeomorficzne uzupelnienia.)

Wyliczy¢ granice:

) limg g T (b) lim,_o % ; () limgo L(L = cota) ;

) limg oo (22 — 2t log(1 + 272)) 5 (e) limw_ﬂ(ﬁ - w—il) ; () limxﬁl(lcfg*lw - )

z—1
g) limw_m(l + 2%e?) T=orE : (h) limg oz %(z —4/1 + %5 2 sin x) 5 (1) limg_o(% efw b“")

(a
(d
(
) e S22 (1) T 20 () i, (tam )
(
(
(

x4
m) hmx_m(l —z+sinz)® " (1) limg_,ee(cos(z + 1y —cos(z — 1)) ; (0) limg—so

—si . 2
p) lim im(“;z:ﬁ;m (@) T (2527

/cos dx— Ycos bz

1—cos 3z

(1—cosx)sin 1
sinx ’
: 1—cosx cos2x cos3x .

(1“) limg 1+cosz )

s) hmx ; () limg_1—(tan Z2)1 = (u) llmx%w(f—arctanx)low :
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ZnaleZ¢é punkty niecigglosci funkeji f : R — R (w zaleznosci od wartosci parametréw)

1275m+6 T ¢:172

z2—z—2
f(z) = a r=2 ;
1 r=1
m3+12
= sin z # 0 .
fay={ i TED
z"—1
N - r#1 mneN
fa): { a z=1 ’
e’ —1
flay={ T TTY
a =0

ar® +br+c |z <1 ;

fo={ 7T ET T

1 _
3 z=0

Dowiedé, ze liczba rzeczywistych pierwiastkéw W, (z) := ZZ:O%]: jest réwna 0 lub 1, zaleznie od parzystosci
n € N.

x

Dla z € [—1, 1] udowodnié tozsamosé: arcsina = arctan Nort

PR s
Dla z € [0, 0o] wykaza¢ nieréwnoéé: sinz >z — %

Dowiesé, ze:

2 2
(a) z—% <log(l+z)dlaz>0; (b) log(1+x)<x—%+“"—; dlaz>-1;() e <2 dad<z<1;
(d) (4—cosz)¥2t <3dlaz#0; (e) [HLarctanz| < F dlaz <1;(f) 1+wzlog(z+vV1+a?) > V1422,

Dowiesé, ze funkcja f(x) := (1+2)/*, —1 < z # 0, da si¢ przedtuzyc do funkcji rézniczkowalnej na | — 1, ool.
Wyliczyé f(0) i f'(0) oraz wykazaé, ze funkcja x — f(x) jest malejgca, a & — (1 + x)f(z) — rosngca na
]_'1700L

1 1
. ) B Rl gdy = #0 UV
Niech f: R = R, f(z) : { % edy z-0 Dowiesé, ze:

(a) f jest klasy C! na R (wyliczy¢ f/(0));

(b) f jest malejgca;

(¢) f jest jednostajnie ciggla na R.

(d) funkcja R > z +— f(z) — 1 € R jest nieparzysta.
Dowiesé, ze funkcja f : R — R, f(z) := fcz—;}, ma trzy punkty przegiecia oraz ze leza one na jednej prostej.
Zbadac przebieg funkcji, naszkicowaé wykres:

flz) = 2382l 3 e R f(z) = (z +2)er, z € R\ {0} ;

X

V242 ',
fl@):=(z—2)e =, x e R\ {0}
(x) := arcsin %, x € R;

(z)

f
f

:= (x4 1) arctanzx, x € R.



