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Nie wszystkie rozwigzania zostaly sprawdzone i zalecam krytycyzm w
stosunku do nich.

Niech X,Y,Z - zbiory. W zadaniach bedziemy korzystaé¢ z nastepujacych
faktow:

1. Operacje ,N” i ,U” sa laczne i przemienne.
2. (XuY)NZ=(XNn2Z2)u(Yn2)

3. (XNY)UuZ=(XuZ)n(YUu2)

4. X\Y=XnY'

5. (XNnY)=X"UY’

6. (XUY)=X"nY’

ROZWIAZANIA
Zadanie 1
AUB=R AnNB=]0,3] A\B=0 B\A=]—00,00U][3,+00]

Zadanie 2
W zadaniu jest blad, gdyz zbiér (A\ D) N (D \ B) jest zbiorem pustym.

Zadanie 3

a)(AyUB)N(A2UB) = (A1 N A) U B czyli (A1 N A2) UB = B co jest
réwnowazne temu, ze(A; N A2) C B.

b) Warunek mozna przepisa¢ w postaci

(ANC'YUB=AUB.



Zbiér A mozna przedstawié jako
A=AnNX=An(CuUl)=(ANnC)UANnC").
Wstawiajac takie przedstawienie zbioru A do warunku z zadania otrzymamy
(ANCHYUB=[(ANC)U(ANCHUB=(ANC)U(ANC"YUB

Zbiory ANC i ANC’ sa rozlaczne, wige ostatecznie warunek upraszcza sig
do
ANC CB.

c) Przeksztalcajac lewa strone dostaniemy

[(ANB)UCI\A=[ANB)UCINnA =[(AnB)nAlu(CnA) =
=ANANB)U(CNA)=CnA =C\A4

Wykorzystaliémy tutaj oczywisty fakt, ze ANA’ = (). Warunek wiec uprasz-
cza sie do postaci

C\A=(ANB)\C.
Oznacza to, ze C' = () i A, B - rozlaczne.

Zadanie 5
a)Przeksztalcamy prawa strone réwnosci

[(AUB)\ClUANC)=[(AUB)NC'TU(ANC) =
(ANCHU(BNCOHU(ANC) =
=[(AnCHYu(ANC)u(BNC) =

=AU(BNC")=AuU(B\C).

Przy czym przy przedostatnim przeksztatceniu skorzystaliSmy z faktu, ze
(ANCYu(AnC') = A.
b) Przeksztalcamy lewa strone réwnosci
A\ [B\(C\ D) =A\[B\ (CND)|=A\[BN(CND)]=
=A\[BN(C'UD)=An[Bn(C'"UD)] =

=ANn[B'U(C'UuD)]=An[B'U(CnD)
= (ANBYU[AN(CND") =(A\B)U[(ANC)\ D]



¢) Indukcja. Dla n = 2 tozsamo$é przybiera forme
AU Ay = (Al\Az)UAQ
Jest ona prawdziwa, bo:

(Al\AQ)UAQZ(AlﬂAIQ)UAQZ(A1UA2)O(A/2UA2):
:(A1UA2)QX:A1UA2

Zalézmy, ze tozsamosé jest prawdziwa dla dowolnego k& > 2 i zapiszmy ja
dlan=Fk+1

A1UA UL UARU A = (A \ A2) U U (Ap—1 \ Ag) U (Ag \ A1) U A
Identycznie jak wczesniej mozna pokazaé, ze
ApUAgrr = (Ap \ Apy1) U Ag
Po uwzglednieniu powyzszego tozsamosé dla k + 1 przyjmuje postaé
At UAs U UAgU A = (A1 \ A2) U o U (Ag—1 \ Ag) U A U Agq

Widaé, ze z prawdziwosci tozsamodci dla k wynika jej prawdziwosc dla k+1.
O
d) Indukcja. Dla n = 2 mamy

A1UAy = (Al\AQ)UAQ.

We wczesniejszym podpunkcie pokazalidémy, powyzsza tozsamosé jest praw-
dziwa. Zaldézmy, ze tozsamosé jest prawdziwa dla dowolnego k > 2 i za-
piszmy ja dlan =k +1

AlUAs U UAgU A =[A1\ (A2U . UAL U A )] U .

U [Ag—1\ (Ax U Ay )] U (A \ Agg1) U A
Zdefiniujmy B; = [A4; \ (Ai41 U ... U Ag]. Wtedy tozsamosé dla k przyjmuje

postaé
AiU...UA, =BiU...UBL_1UA,

Zauwazmy, ze

A; \ (Ai+1 U...UAU AkJr]_) =A; N [(Ai+1 U...uU Ak) @] Ak+1], =
=A; N [(Ai+1 U...u Ak)/ N A?i‘-i—l] = [Al N ((Ai+1 U...u Ak)/] NAj =
:Ai\(Ai+1U"'UAk)ﬁA§<;+1 :BiﬂAZ—i—l
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Stad dla k& 4+ 1 mamy
A UAULUARUA 1 = (BiNAj 1)U U(Br_1N AL ) U(AR\ A1) UAk41

Z rozdzielnosci N wzgledem U i wiedzac, ze AU Ag11 = (A \ Ag+1) U Aga
mozemy zapisa¢ tozsamo$é dla k + 1

ATUA U UALU A = [Ap gy N(BiU . UBg_1)]U A UA, =
= [(Aky1 U Aps1) N (Apr1 U(B1U .. UBy1))]U A =
=[XN(Ag1 U(B1U...UBk_1))]UAr =B1U...UBp_1 UA,UAp41

Wida¢, ze z prawdziwosci tezy dla k wynika jej prawdziwos$é¢ dla k+ 1. J
e) Wydaje mi sig, ze ta tozsamosc nie jest prawdziwa.

Zadanie 6

a) Jezeli x € Ujer(4; \ B;) to x € (A \ By) dla pewnego k € I. Oznacza to,
zexr € Apix ¢ By = xeUjcrA;ix € NicrBi, czyli x € (UiEIAi)\(mielBi)~
Ré6wnosé nie musi zachodzié¢, rozwazmy nastepujaca sytuacje x € A;, i« ¢
Aj, ponadto x € B;, i x Qé Bj, j F£ i1 =1i2. Wtedy z € (UiEIAi) \ (mieIBi)
ale x ¢ UiEI(Az' \ Bz)

b) Jedli z € Ujer(A;iNB;) to x € (AxNDBy) dla pewnego k € I. Oznacza to, ze
rc€A,ireB,=>uxc€ (UiEIAi) Nx € (UieIBi) =T € (UiEIAi) N (UielBi)-
Zawieranie nie jest w réwnoscia w przykladzie takim jak w a) ze zmianag
’ig 75 ’il 75] zamiast j 75 il = i2.

Zadanie 7

Blad w tresci chyba (n+1=k+17).

Zadanie 8
A+-B=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A). Stad

(A+-C)U(C+B)=(A\C)U(C\A)U(C\B)U(B\C)=
AncHhuCnAyu(CnB)Yu(BNC) =
C'Nn(AuB)JuU[Cn(A'UB) =

(AUB)\ CIU[C\ (AN B)].

=(
(

[
[

Zalézmy, ze x € A+ B,stadx € AUBix ¢ ANB. Teraz jesliz € C to xz €
C\(ANB), a w przeciwnym wypadku tj. ¢ C mamy z € (AUB)\C. Zatem
€ (A+C)U(C+ B) i wykazalidémy zawieranie A+~ B C (A= C)U(C+ B).

Wykazemy teraz réwnowaznosé zdan a, b, c.



a=bas(A+-C)N([C+B)=10

(A+C)N(C+B)=[(AUC)\ (ANC)N[(CUB)\ (CNB) =
=(AuO)NnA'ud)N(CUB)N(C'UB') =
=[CU(AnB)N[C’'UA NnB)] =

=[CU(AnB)N[CN(AUB) =
=

CUANB)I\[CN(AUB)] =10
Z ostatniej réwnosci wnioskujemy, ze [C U (AN B) = 0] V[CU(ANB)] C
[CN(AUB)|. Zauwazmy, ze [[CU(ANB) =0l < (C=0i ANB=0)] =b.
W celu dowodu a = b wystarczy pokazaé jeszcze, ze [CU(ANB)| C [CN(AU
B)] = b. Zachodzi [CU(ANDB)] C [CN(AUB)] < [C € CN(AUB)AANB C
CN(AUB)|< AnB C C C AUB. W tym miejscu widaé, ze ¢ < a. Jesli
ANBcCCAUB to:
(A-B)\C=(AUuB)N(ANnB)NC"=(AuB)N[(AnB)uCY
=(AuB)NC'"=(AuB)\C

(A+-B)NC = (AUB)N(ANB)NC = (AUB)NC\ (ANB) =C\ (ANB).

Oczywiscie (A+=C)U(C+B)=[(AUB)\CJU[C\ (ANB)|=[(A+B)N
ClU[(A+ B)\ C] = A+ B co konczy dowdd implikacji a = b. Pozostalo
udowodnié¢, ze b = ¢. W tym celu zapiszmy, ze

(AUB)\C=[(A+-B)U(AnB)]\C
C\(ANB)=[(A+B)\(AuB)|nC
. Wtedy b przybiera postac
(A=-C)U(C+B)=[C\(ANB)]U[(AUB)\C] =
[(A+-B)UANB)]\CIU[[(A+-B)\(AUB)|NnC]=..=

[(A+B)NCU[ANB)\C]U[(A+B)n[C\ (AUB)] =
(A= B)n[C"U[C\ (AUB)JU[(ANB)\C] = A+ B

Stad wnioskujemy, ze (ANB)\C =0 < ANB C CiC'U[C\(AUB)] = X <
C C AU B. Udowodniliémy implikacje b = c¢. Warunki sg réwnowazne, bo
pokazalismy, ze a = ¢;,b = ¢;,a = c.

Zadanie 18
b) g jest surjekcja, gdyz dla liczby rzeczywistej a # 0 bierzemy (%,0) €
R%\ (0,0) i otrzymujemy g(,0) = a, natomiast dla a = 0 bierzemy (0,1) €

b}



R2\ (0,0) i réwniez otrzymujemy g(0,1) = 0. Nie jest jednak injekcja gdyz
punktom (z,y) i (x, —y) przyporzadkowane sa te same wartosci.

c¢) Przeanalizujmy funkcje h z dziedzina i przeciwdziedzina rozszerzon@ do
R. Wtedy h jest opisana parabola o wierzchotku w punkcie (7, — ) Stad
h nie jest surjekcja, gdyz nie przyjmuje wartosci catkowitych mmejszych
niz 0. Parabola jest symetryczna wzgledem prostej x = %, wiec warunek
h(z1) = h(z2) jest réwnowazny temu, ze |21 — 3|= |22 — 3|. Jednak jedynym
rozwigzaniem tego réwnania w liczbach catkowitych jest x1 = x9, h jest wiec
injekcja.

Zadanie 19

Odwzorowanie jest surjekcja < Vo € X 32’ € X : fla’) = z. Odwzorowanie
f jest surjekcja, gdyz dla dowolnego x € X bierzemy z' = f" 1(z). W celu
wykazania injektywnosci zalézmy, ze f(z1) = f(z2). Istnieja ni,ng takie, ze
fM(zy) = 1 1 f*2(x2) = 9. Zauwazmy ponadto, ze z = f*(z) dla k € N.
flzr) = flwz) = 7172 (21) = f117" (22), ale z1 = f172(21) 1 22 = [ (22),
wiec wnioskujemy, ze 1 = x2. Odwzorowanie f jest surjekcja i injekcja, jest
wiec bijekcja.

Zadanie 20

a) Niech z, : 0, %, é,}l ciyn o 0,1, é, %,i .1 X - zbiér wyrazow ciagu
Zp. Zdefinijmy funkcje f: [0,1[— [0, 1] wzorem f(x,) = y, i flz) = = gdy
x ¢ X. Latwo mozna sie przekonaé, ze f jest surjekcja i injekcja.

b) Podzielmy przedzial ]0, 1] na przedzialy ]0, 1] 1], 1[ a zbiér [—2,2[\{—1}
na przedzialty [—2,—1[i] — 1,2[. W poprzednim podpunkcie pokazali$my,
ze istnieje bijekcja z [0, 1] na [0, 1], analogicznie mozna pokazaé, ze istnieje
bijekcja z |0, 1] na [0, 1]. Na potrzeby zadania oznaczmy g; - bijekcja z [0, 1]
na [0,1], g2 - bijekcja z |0, 1] na [0, 1].

Zauwazmy, ze |0, 1] jest réwnoliczny z ]0,1] (hy : ]0, 1] —]0, ] hi(z) = 4x),
a przedzial [—2, —1] jest réwnoliczny z [0, 1] (he : [0, 1[— [-2 1[ ho(x) =

—2). Zlozenie bijekcji jest bijekcja, wiec bijekcja pomiedzy ] ] [—2,—1]
to ha o g17' o go o hy. Natomiast bijekcja miedzy |,1[ 1] — 1,2[ to hs :

]3.1[=] — 1,2[ hs(z) = 4o — 2. Podsumowujac, szukana funkcja

Fz) = {Z2 ogi togaohy(x) dla x € ](37 3
3($) dla xe]z,l[

¢) Dowolng liczba naturalna ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
n = 2971(2b - 1), a,b € N. Zdefiniujmy funkcje f: N — N x N wzorem
f(n) = (a,b). Z jednoznacznoéci rozktadu n = 2%71(2b — 1) f jest injekcja,
jest tez surjekcja, gdyz dowolna para (a,b) zadaje pewna liczbe naturalna.



f jest wiec bijekcja.

Zadanie 21
Ryin = {(a,a), (b,b), (c,¢), (d,d), (a,c), (a,d),(c,a),(c,d),(d,a),(dc)}.

Zadanie 24

1)Zwrotnos¢: (z,z) € R bo 10"(x —x) =0 € Z.

2)Symetrycznoéé: (zr,y) € R< In e N:10"(z —y) € Z < 10"(y —z) €
Z < (y,x) € R.

3) Przechodnios$é: (z,y) € RA (y,2z) € R < Iny : 10™M(x —y) € Z A Ing :
10" (y — 2z) € Z. Oznaczmy a = 10™(x —y) i b = 10™(y — z). Liczba
10™2a + 10™b = 10™1"2(x — 2) jest liczba catkowita jako suma liczb catko-
witych. Stad wnioskujemy, ze (z, z) € R. Relacja jest wiec przechodnia.
Klasy réwnowaznoséi: Zauwazmy, ze (z,y) € R < x — y ma skonczone
rozwiniecie dziesietne. Zapiszmy x i y w postaci ilorazu wzglednie pierw-
szych liczb catkowitych z = Z—i, Yy = ’q’—;. Wtedy = —y = %. Sko-
rzystamy teraz z faktu, ze liczba wymierna ma skonczone rozwiniecie dzie-
sietne < mianownik tej liczby zapisanej w postaci nieskracalnej ma tylko
dwa dzielniki - 2 i 5. Stad wnioskujemy, ze jesli ¢ ma w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczbe inna niz 2 1 5 to [x] = {z}, w przeciwnym wypadku
(o) = {3 4. € NU {0},

Zadanie 25

Niech (a,b) € Ry x R. Znajdzmy (x,y) € Ry x Ry takie, ze flx,y) = (a,b).
Jeslib=0tox =yiz=F, wprzeciwnym wypadku dostajemy uktad réw-
nan r +y = a, L — 1 = b ktérego rozwiazaniem sa 2 pary punktéw (x; =

)] €T y
ab+2+v44-a?b? _ ab72f\/4+a2b2) ( _ abd+2—+v44a?b? _ ab72+\/4+a2b2)
% oY1= T ), = 26 Y2 = 2b :

Jesli b < 0 to nalezy odrzuci¢ pierwsza pare, gdyz x; < 0, natomiast o > 0
(oczywiste) i y2 > 0 (bo Va?b? + 4 < |ab|4+2 < ab—2+Va?b? +4 < 0). W
przypadku b > 0 znowu odrzucamy pierwsza pare, gdyz y; < 0, jednocze$nie
widaé¢, ze x9 > 01 yy > 0. Za pomocy powyzszych rozwazan wykazaliSmy
surjektywno$é i injektywnos$¢é odwzorowania, bo widaé, ze danej parze (a, b)
jest w spos6b jednoznaczny przyporzadkowana para (x,y).

Z2

Flap {68 daacRb=0
V)T (a2 TR ab-2VIEPR gl g € Ry be R\ 0

Zadanie 32
Zbiér X posiada kres gérny réwny 1 i kres dolny réwny 0. X jest ograniczony
z dotu przez 0 (oczywiste), zalézmy ze istnieje wieksze ograniczenie dolne



0 >0, Vm,n § < W W szegblnosci Vn 6 < n21+n & (n?+n)d < 1.
7 aksjomatu Archimedesa wiemy natomiast, ze dk € N takie, ze ké > 1.
Oczywiscie n? +n > k dla odpowiednio duzych n, stad (n? +n)d > ké > 1.
OtrzymaliSmy sprzeczno$é, stad wniosek, ze & nie jest ogr. gérnym X i
0 jest kresem dolnym X. Podobnie z kresem gérnym zalézmy ze istnieje
ograniczenie gérne mniejsze niz 1 tj. 1 —¢, € > 0. W szczegdlnosci musi by¢,
ze VYm = =1-— #H <l—e< 1> (m+ 1)e. Co jest sprzecznoscia z
aksjomatem Archimedesa, wiec 1 — € nie jest ograniczeniem gérnym i 1 jest
kresem goérnym X.

Zbioér Y ma te same kresy co zbiér X. Zauwazmy najpierw, ze 0 < x—E(x) <

liyvn—ERWn—1)=yn—vn—1+(/n—1-E(/n—1) :ﬁJr
(vVn—1— E(y/n —1). Stad otrzymujemy nieréwnosci

1 1
Vit SV B < o=

Korzystajac z tych nieréwnosci mozemy w sposob zupelnie identyczny jak

w przypadku zbioru X udowodnié, ze 0 i 1 sa kresami zbioru Y (wyrazenie

ﬁ moze byé¢ dowolnie male).

Zadanie 37
Suma liczb wymiernych jest wymierna, oznaczmy wiec ¢ = a®>+a+a’+a =
a(a® + a + 2). Wyrazenie a? + a + 2 jest rézne od zera dla kazdego a € R,

mozna wiec napisac
q

a4 a+2
7 zalozenia a® + a jest liczba wymierna, wiec i a = et Jest liczba wy-
mierng.



