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f ( K) jest awowty a

Lbadajmy konsekwenge two faktu  dhe fuukyi mecsywistyoh okreslomyur
me podzbiovach 112 : Niech f : Rs 8 - R bgdzie fuukqig apgtq I nieoh

K CO bgdzie sbiorem awowtym . Lgodnie 2e stwierobemiem jak wyzej abior

f (K ) c Rjcstaworty a wigc  ognanibomy I domknigty . Ogrranicsony ,
to





FAKT :
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g
(Xnk) sbiezny do xo . D jest  owmknjty uigc XOED.

FAKT (× ,d) ,
( Y, g) pm .

Ks X
,

CAY awarte
. wtedy Kxc a X×Y tez

jest 2 warty .

DOWOD : Wykazemy ciggowq swart 's 'c : weizmy ( xn ) :Fn xnekxc .

×n= (kn , Cn ) : kn EK
, cne C 2e Zwartosci : km

, sbiezny 06 kofk
2 apgu one wybieromy Cmem 2bieZhy do Ge C

. Podapg Xnej ( kme ; Chen)

jest sbiezhy do ( ko , co ) tkxc
.

Pokmyciowo tez he de
,
ale jest to aiit barobvg

. atozone
.



SPD J NOSE ostatmie topologies he wiasnosc '

o Kling paoiemy
dokiadnig : 4

a vlasnosa
.

topologiczne take jak  np . spijnosc
'

nabierajqwssakze pmy
blizhym poananiu . . .

Podrgcznikowa  defimiqie spijnosci odnosi sigsazwycsoj do spojnosa
.

caiejpmestmeni . W pmypadku pookbiaru pmestmeui topobginng
.

(mehycsnq
. ) tmebe obcigi topowgtg do pookbioru I sprawobic

.

spojnosc
'

wsglgdem topologii indukowanq
.

.

DEFINKJA Pmestmen' X nazywamy miespojng jisli istniejg sbiony
A ,B miepusteitxkiqte A nB=0 AuB= X A ,B otwarte .

Pmestrren
'

me -

sywamy spojngjcsli mie jest miespojna .

Pmyde big oosywisad jakies
'

kryterium spojnoscymiespojnosii one pooboiomiv
bez obcimwie topology

FAKT : Sa X jest  miespojny wtedyi tylkowtdy guy S= Ssuss ,

Ss , 5<=10 ,
Sir Sis In Ss = szn } - ¢

DOW '0D :  ⇐ jesli Ss , Sa spetniajgce powyzne warunki istmiejq to

powstoje  wykasaci , Ze Ss , Sa Sg otwowte u topowgii indukowang .

51 jest  domknigte WX
,
sins jest  domknigtev S . Wykazemy ,

ze In 5=5
,

die . Zetdzmyize F × Jens i × ¢ Ss .

Skono  x ES I xetsz to ×£ Sa ,

ale 5sn Ss = 0 - spmesnos 'd !



Wydioobi wig nato ,ze Ssdomknigtywtopdogiiindukowanej ,
satem Szotwavty .

To se .

mo
rozumowaniezsamienionym ii 2 daje ze Szotwarty . 5

⇒

Laiozmy ,ze s jest pmestmenig miespojng . Istmieig satan AB dwartews

AvB=S AnB=¢ A ,B niepuste . Weizmy SEA , 52=13 . Musing wykasac
'

ze

5znSz= 0=51^52 ace .
 niech XE Is nsz . wiowlomo ,ze x ¢ Sz bo Sznsz

= $ satem jest puuktem  sknpienie Sz ale ×€Sz .

I
'Ve >o KH , Dnsst 0

2 drwjej strong xesz a Sz lest  olwartyws satem 78>0 : K(×,8)nSc§
weimi E = 5 - skoro  dhe katdego E

,
to  dle E=5 tez :

K( × ,
8) nsz a Kfx , Dns as

,
KE , Dnfscsz spmeunosc

.

boS^n§=$
IT
Q

satem 52^52=0 omngq assi pokazujemy tak  Samo samieniajpc  indeksy .

PRZTKTAD : Hmong spojne w R

Pmedziai jest sbiovem  spojnym : e .e . Iatozmy ze pmedziae I jest
miespijny : I=AuB

, A nB=0 A ,B miepuste I otwowte w I
. wezimyteraz

at A ,
BEB

. Ktiry's 2 nick Musi byc
'

mniqszy , satozmy ze a Cb

Weimy s I

s=inf{ taps : act } I %
b

s jest  infmum pookbiovu B
, sjestwigc punktem  skupienie  B

, Bjestdomknigtyw
I wise SEB

. Iauwazmy takze
,

ze s jest punktem  skupiehie A
. Jes .li 5- a

,

to sea jcs.li Sta to a < S i 2 definigi s odcinek [ a .SE a A. s jest

punktem skupienie A  wiqc  malezydo A .
An  B=0 spmecsuosd .

*
10

2bior spojny w IR jest pmedzietem : Weimy SCR spojny .

Niels e=infS ,

b= hips . Sc[a ,
b ] a

, bmogqbyi - a
,

to
.

Warn  rozwazaityko



acb , bojes.li e - b to S={ a }=[ a ,e ] ijesthpmeobioi ,
choc

' Kmfki
.

Weimyteraz CE ]aib[ . Jeili Cts to many G
Ss= Sn ] - a ,c[

Sz=Sn ]c
,

+ - [
52^52=0 Szusois Szisz otwartews

satem S miespojny . Wnioskujemy sateen Ze CES
. Many satem

mozliwosa
- Ja ,b[ , S=[a,b[

,
S= Ja ,b] ,

S=[ aib ]

Sspojnyw IR ⇐ > sjcstpmedziatem .

SPJJNOJC'
I CIAGEOSE

FAKT : Ciggry obraz sbionu spojnego jestspojny €n : (× ,d ) ,
( Y

, g) pm

f :X Y upgra , Scxspojny . wtedy FCS) jestspojny .

DOW '0D : Iaiozmyize FCS) jest miespojny ,
tom f ( D= 2su2a , 22,22*0

Eng =¢=2znE . weimy

Ss=f±(zs)ns Sz=fl(2z)nS fest jasne ,
ze Siszusz

oraz sztcd I

§⇒ .

We 'zmy xesjens , fcx )eZ
, weimy xnefs limxrx wtedy

f ( Xn ) c- 21 i limfcxn ) =f(x)EZz satem far )EZznz ale

2Inz=0 - spmecsnosd .

www.euiawy 1,2 zebywykawic Zrn2T=¢ .



WNIOSKI DLAFUNKCJI RZECZYWISTYCH : 7

( ^ ) I - pmeobiae , fciqgfe  ⇒ f ( I ) jest pmedzietem .

(2) f :[ a ,b] R ciggfe  ⇒ the kazdego ypomigohy f (a) if (b) istniejex
taki

,
te fG)=y . ( Weasnosi Dowboux )

(3) f :[ a ,bJ R ciggra  injekyie  ⇒fosiqge kresy me Konan pmeokiouu .

DOWOD : Pmypusimy ze f me maksimum w xo E Je ,b[ otwarty
sateen dle

peonage
E >0 Jxo - E

, ×o+e[ C ) a ,b[ . wezimy

y -  max { f ( xje ) , f ( xote ) } . Istnieje wtedy xze [ xje , ×o[ take
.

ite

fkn )=y i xzt Jxo
, xote ] takiize f (×d=y co jest spneane

2 injektywnoscig .

Dbe min
. podobnie .

(4) f : ]a ,b[ R aggro  injekje  ⇒ f ( Ja ,b[ ) jest pmeokiatem otwowtym
DOWIOD : Wiadomo ze f ( Ja ,bD jest pnseobiatem . Wykazomy , Ze Zaiden 2

koniww mie moze halezei do pmeobiaiu . Iouiozmy ze yo jest koncem

f ( Taibi ) I yo E f(]a , by wteoly istnieje HE ]a
,
BE : f ( xo )=y .

I [ xo - E
, xote ] C ]a,b[ ale

pewnego
E . Wtedy fkxo

- e ,×o+ ,
" tgakres

wewugtm pmedziouu -  spmecsnos'd .

(5) f :I R cipgfe injekje  ⇒ f mouotomicsne

(6) f : ]a ,b[ R afore  injekje ,
Jc ,ol[=f( Ja , by ⇒ Ifc ,d[ ]oyb[

jest afore .

EUKOWA SPJJNOSE

DEFINKJA Ilion masywamy tukowospojnym jib
.

kazdejego  due

punkty mozne poigayc
'

ciggrym obnazem odcinke [ on ]



FAKT : Kazdy hbior tukowo spijny jest spijny . Twierdseuie  odwrotne

mie jest prawobiwe . 8
Dow 'oD : Latozmy ze Sjesttukowo spijnyi miesyojnyn

weimyszesz
/ S= Snusz

saes , if :[ on ] s uggre Ss , See ¥ $
f ( 0)=Sz ftp.sa

otwowte ws

51^52=0
of ( [ on ] ) jestspojny ,

§([ on])nSDu( f ( [ on ])nSD=
r I 7

spren£¥ otwarw
t.tt#

wf ( ton ]) ,

miepuste
majgpuste pneciqaie

Konhpmykiad me tv . odwvotue :

11=1122 S= { ( ay ) : ye En ] ]u{ ( × ,
sin 's ) : x >o } jestspojnyaeenie

\ • )
tukowospojny

a


