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SEMEST RI WYKEAD 2 WEKTOROWE PRZESTRZENIE UNOR MOWAN E

Laosymamywioisciwy taunt I - go sanest ru , ayei anodize fuukgi wiebe suiiennych . Jest to dobro

okazje , zeby me n'Zhicskowaniespojnsec
'

view szensej , ouatago od csasu do csasu bgobiemy
robic' wyciecski w strong pmestnseninieskomosomegowymiaru.2aosuiy.my od rmotywagi -
- dlaosego bgobiemy ucsyc

'

sig tego , csego bgobiemy sig uasyd :

DLA JEDNEJ 2Mt EN N EJ : f : I→ IR XEI
,
h E J- E

,
EE

If TI f Ath) - f Cx )
ffxth)=fA ) t ah t RG ,

h) him - = ? ? ?
h-so h

fro' znicskowaluewxjes.li istuieie a ER take
, f jest n'oznicskoualive w x jedi powyzheRlxih)

Ze ¥70 -h=o granice isthieje
a f'Cx)

funky
-

a f w otocseniu x pssyblizane jest Dld fuukijjeolnejsmiennejobasformuiowouu.ie sq

funky
-

q afinicsnq , Kling wykresem jest proste roomie dobre

31-3 f- (x) ta (J - x )
DLA FUNKY i DW

'

OCH 2Mt ENN >CH

f
f : IR'sUs Cx,g) 1-7 f Cx , y) c. IR

-

felt a(x-S)
wersie I daje sig naturaluie uogiluid ,

2ns
'¥,

÷:÷:÷÷:÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
.

prost sup .

2amiast funky thing
.

wykresem jest
proshe uzyjemy funk ji iktorej wykresemRG

,
h) miensy jouko.si pmyblizeuia jest ptaszcsyzne

+Agt'D - thy)tyAg/t Rfcx , y) , craggy)
"''"→*%

" pnsyrost
"

h jest terrors wektorem sacsepionym
T
Jak sformuiowad warunder

w punkie (x.y) o wspoitngdnycn ( Sx , dy ) odpowiednio szybkiego anikourie R ?

I Dokioudhie tak jak popmedhio Sig nie
A- jest odwzorowocniem liuiowym ok

,
bo nie mozemy , ,

obielid " pmez
z IR

'
do IR AEL(1122, IR) wektor . Wiaobmo jeolhak ,

Ze znikanie

A- = [Ax , Ay ] wektore w R2 to 2hikouiie jego
ottwgosci .

Mozhe wig , wapisac
'

( Sx , Sy)↳ far,g)t A [%) jest odwzorowaniem , ktorego himIRCG.gs#=owyknesemjestpTaszcsyznestycsmedo wykresuf 11h11 -so 11h11
w punkie (x ,y )

PODSUMOWUJA
,
C : Do sdefimiowanie pojgaiepodrodhejfuuky.ir me IR

'

pothebujemy G) struktwry
wektorowej ( zeby dodawac

'

pnsyrosty ) i (2) umiejgthoscilicseniediugoscipnyrrosto.hr



PRZYKTAD : FUNKCJA Dutch ZMENNYCH
, IET POCHODNA

, PTASZCZYZNA STYCZNA 70
.

f

p

f-Cx ,g) = x't 2. y
'

f-
'

G.g) = [2x , hey] f' ( 1a , f) = [ 1,2]

funky'a afiuicsme pmyblizajgca f w otoueuiu ( Fitz )

Play) - fl 's ,
's ) + f'CE, } )y) f Ft ( x - E) Hy -e) = - f-* +2g

E- (x- f )

Sg - Cy - z )

Na obrazkee wykres fuukcji f ( wykresem jest paraboloids eeiptycsnd sourcebook w 1123 )
orazwykres feukcji afiuicsuej P fwykreseeu jest ptanuyaue ) . Ptanuyauee bgolegue

wykreseeu P jest stycsue do wykresu f w punkie ( Fitz , f- (E. E) - I )

Powder f w punkie Gig) jest feeukcjouaeeeee liuiowgeu we

pnestueeei proportions , tau rue priest meeee
'

wektoniw Loosepiouycee W
w punkie Cay) . W sraeojoluosci w punkie CE , I ) pounding
jest feeukcjouai [ i 2] ( lapisany jako wektor wiernowy )
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Pochodmd funKyi 2 1122→ IR w punkie (Ky) jest odwzorowaniem liuiowym ,

w basie repre

zeutowanym prez dwielicsby [Ax , Ay] . 2bierajgcwowtosciwvoznychpunkto.ch otrsymu -
jenny dwie funky

-

e (x , g)t> Ax (x, y) ,
(x.g)↳ Ay (x, y ) . Poliodue jest wigs innym obiek .

tem matematyosnym miz wgjsciowe funky
-

e . Inaosej miz to nriatoruiejsce owe jeong
.

2miennej .

Zeby nie ograuicsac
'

sig jedynie do IR
"

opiszemyteraz pnsestnsenie ,
Kline dobre horology

Sig do , uprawianie "
rachunku No

'

Zhicskowego . Niech V bgdzie nsecsywistg pnsestnsenig
wektorowg .

Normq me pnsestnseni V naaywamy funky's Hill : V -3112 speiniocjgug
wowuuki :

G) thx EV 11×113 O

(2) 11×11=0 ⇐> × =of
norma jest miezdegeuerowawe

(3) F X EV,
RE IR H XX 11=1×1/1×11← horme jest oloohatuio -jedhoroolne

(4) V-x.yevllxtyllfllxlltllyltnierowuo.sc trojkpte
Norma saohaje w V metrykg of#g) = H X-yl noisy Wang metrykp normowg .

02ham to
, 2e

(vill . H) jest pssestsseuig mehycsng a catym " bougazem
"

topologiesnym .

Pnsestnseir

Wektorowa 2 morning noisywa gig pnsestnseuig unormowang . yes
'

li oloohrtkowo priestsen
'

ta jest aupeine mazywamyjg pmestnsenig Banache .

Stefan Banach 30.03.1892 Krakow- 31.08.1945 Lwow

PRZYKTADY PRZESTRZENI UNORMOWANYCH i BANACHA :

G) IR
"
2 honing euklidesowp X= (Xz . . . . , xn) 11×11 = (Tf Cx 2)

%
jest

pnsestmeuip Banadue
(2) X- zbior

,
BK) - 2bi6r funkcji ogranicsomych he X , f E BA)

HfH=s×up If Hl ( BK) , kill ) jest pnsestneuig Bano.che .

(3) (X , ol ) - pnsestnseirmehycsne F - voir funkji ogranicsonychi cipgrych
me X a wormy supremum jest prsestnseuiq Bano.are

(4) Wedmy X -- Ca
,
b]

. Jak w (3) E ( Taib]) 2 horme supremum jest

pmestnseuig Banedue .

W Eko ,
b)) moznawprowaobii innp morning : HfHE If(x) lol x .

Pnsestasen Eta , BJ) 2 honing It . He jest prsestnsenigunormowaug ,
ale nie jest prsestmeuip

Barracks
. Istotnie , roswazmy agg f , E E(CONT)

- I
" fide E- It IF - IIE -- Ift-E)↳ man ufm.fnygzy.fm ,+±, ⇐z) , ya

z #the Dea ustaeouego E > 0 wystaraywzipi N take ze Ly CE , wtedy owe
mom> N Hfm- full C C . Ggg f , nie jest jaduak rsbiezug .

W structure
1

supremum ten agg nie jest ciggiem Candy
'

ego Hfn- fully =L owe m th
.



Rizniugwtopologii L' i topologii supnemummozne, pomaoai
"

baolajpc ciqg ( Yk) C- EKQD)

%(×)=|0
: ×£ tkt ' 1] k

o
-k3xtkxe [0, kt[ ✓

.

" 4k "z= ftp.k - tat
#o

1 1
1<2

4k¥0 Puuktowo (pk) nie jest sbiezny ( now x=o) )

wobectagooosywisa.cwtopologiisupvemnmtezteuapgmiejestsbiezny.C5IWpmyKtaobieGJnovmgEukliolesowqmozme2ouuieuiimep-mormg@lxilPMPlubHX11-s.yplXil.fakwiaolomo.topowgie6gobietasauud.UwAGAWmieskomosaiiewymiowowejpmestmeuijakECLoiiDwiokiehJmywpunku.e
(4) zetopologie moqpbyc

'

n'Zhe
.

Riznicskowanie defimiowac
'

bgdziemy W pmestmeuiech Banadue. Pmyjmyjmy nig miecopmestmeniom
2 wormy , pmestmeuiom Banana iodwsorowauiom liuiowyeu w take.ch pmestmeniaoh .

STWIERDZENIE : W wektovowej pmestmeni uuovmowanej topologies jest sgodne 2e strukturg
wektonowg tour dodawauie wektorow i mnozenie pmez licsbg sq aiggre
DOWOD :

VXV a (x. g) txtyev ×n→X , yn→y Hcxntyn) - (xty)11=11
(xn-×)+ ( yn

-g) HE
"*×"→0

fllxnxlltllyn.yH<2enyn- yH→0
zf Tf

Rxv a Cd ,× ) t> XXEV Xn→× Hxnxn- Xx 11=11 Xnxn - Xnx +XNX -Xx 11=11 (Xn- d) Xt Xn (Xu- ×)Hf
N→×

f lxn-N 11×11+1×111 xn-xll f 11×11 E + ( 1×1+4 . E

( E ( 1×1 + {
< E E owwoluie mate

417

STWIERDZENIE Norma jest fuukyiq apopfg
Dow '0D : Ciqgowa definite aggro.su

.

wormy mini , Zejesli ×n→× to Hxull -> 11×11

y gTo 02ham , Ze FE>OF NEW : th> N
ye>o . . . |y×ny - 11×11 ) < E11 Xn- XH < {

Pomocnicse rachunki : 11×11=11X -XntxullfHX - Xult HXNH 11×11 - HXNH f HX - Xnll

g
{ HXNIKHXN -× + × 11 f Hxn- × 11+11×11 Hull - 11×11 f 11×5×11

I hxh - Hull / ( Hxn- ×H

Ustalamy E >0 ibiememy N takie zedhe m > N Hxn- xlke wtadytakze
111×11-11×411<11 x - xulk E , tzn Hxnll→ 11×11

.

a

DEFINKJA : moving Ze dwie mommy sg rownowazhe jesli aoudajq rownowazhe metyki .
Wiadouw ze ndwuowazhe mehryki sowwjg ideutycsne topolooje .

Wiowwmo takze
,
Ze ogoluie

twierokeuieodwrotme miejest pnawdziwe ,
tzn bywa ,

zedwie mierowuowazhe mehyki defining .g
tgsouup topologies . Otway.es/pzeoUametrykpodiod2pcydrodnormytw.0dwrotnejednaK2aawd2i .
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STWIERDZENIE : yes.li topologie pnsestnseui (V,

H . It
, ) i ( V, Hiltz ) sq rione to wormy sq

volwhowazhe

Dow'oD : 2auwazmyzewpnsestnseniwnormowang.informagic o topologist jest ,,
zakoolowoune

"

w Kulach o droolku w O i promicin W
. (Albo wawet N=1 2e wzglgdu me jedhoroolhos'd) .

Istotnie KG,
r) = xt Klar ) .

Deo. wykazauienownowazhos.ci norm modesty wykoizoid ,
Ze

istniejg xp > o take
,
ze

Fx Hxllzf all Xllg i HXH
,
f p 11×11

,

Skaro topologiesg n'owner to Ky (0,1) jest otwowte waglgdem obu melnyk , torn twitchy punkt
Kuli 1410,1 ) halezy ow 1410,1 ) wraz 2 pewhp Kulig wzglgolem wormy

-

z
i z .

W sseseigoluoici
Faso : Kuzco, a) C Kz(0,1 ) .

Wiaolomo satem
,
Ze Kz④cKn# .

Kula domknigte
w topologii normowej jest domkhigciem Kuli otwowtg

. ( KT (x , r) =KAI) satem
KJ it) - Ido , n )

T jesli 11×112=1 to 11×1123 a
↳
To nie jest ogoene provoke . Np w mehyce

Weimy dowolne x : dyskrretnej tak nie jest :
K (x , a) = Ex) K= { x )

H ETHEL ⇒ k¥1,112 > a ⇒ 11×1127041×2" Ian , =

⇒ Il Kill f to kill,d B owstauieeuysaeuieeeioy.ge rohani di 2
,

Zebywdowodhic www.sddwbchsbioniwwykasujemyaaoierauie w obie Wong ,
tan

K( a II (xn) oraz II (xn) cK(xrT
J t nie sawneprawobiwe , w topologii mormrowejtatwe i www.prawobiwe owszeuu

.

Kkr) - Ly : Hx -yuen) Nick y
: H - yH=r i. e . ye KTX ,Mlk (x , N)

Kkr) -- fry : Ht - yllsrj
j yn

-
- xt Ily - x ) yn-s y yn Ek (x , y )

zbiovdomknigty ,
bo pmeciwobraz bo llyn - x 11=11 xtCKy - x) - X H = h Hy - xD =[0 , v ) w odwzorowaniu cipgrgm

K (xn ) c Ts ( x , r )
= h v = G - ha ) v e n

Ikfxrrtckcx.nl#
(xp , many wise ye K( a olowoluos.ci

ywyuike I (x , y ) aKEI .
La

Ws' ro'd wektorowycu prsestrseni wuorrmowanycn preArsenic skonioscuiewguiiowowe sq szosegil-
nie pnyjaane . Wskiaaiyje me to mastgpujgce stwierokeuie :

STWIERDZENIE : Nieder (X , Hill ) bgobie skovicseniewynniowowg pnsestnseuig uuormowany
Procwobiwe sp solaria

(n) Jes.li It . H
'

jest inne wormy me X ,
to It . H i ll 'll

'

sp rriwhowoiene

(2) Karoly domkhigtyiogranicsony podzbior jest 2Warty
G) X jest p . Bahadur

Stwierolzeuie to wdowodnimy so, chwilg .
Klucsowe bgobie tu uzycie pewnego odwzorowanie

liniowego ( liuiiowyisomorfism zcoiqsouuy 2 wyborem bony) .
Dla wyojooly wdowodnimy
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wise hajpierwinnetwierokeeuie dotyosgce odwsorowoui liwiowyoh wpmestmeniack
unormowanych :

TWIERDZENIE : Niech ( X , II. If ) ,
(Y

,
H . 14 ) bgdg pmestmeuiami unorrmowanymi ,

Te L ( X ,Y) .

Rowuowazne sg wowuuki :

G) T jest ciggre (2) Tjest ciggre w 5 (3) sup HTXHY < a
11×11×61

DOW '0D : (1)⇒(2)oosywiste(2) ⇒ (3) e. a Iatozmy ,
Ze sup HTXHY = no 02ham

to ,ze istnieje cigg dementia (×,<)ke ,,v2 kulidomknigtg
. "×lk£1

opromieniulw X taki
,
Ze Htxklly-> x

.

2 two cigyu mozhe wybrac
'

podapg
moy.gg wtasnosc'

HTXKMHzm
.

Dla uprosovsenie notacji uzyjeuy dalg
. (Xu)

yltxully>,n.

Defimiujemy nowy ciqg }m= Inxn . Hxulkl satem

}n→0×Tjcst
aiggfe w sense

, wigc powinno bye Tsm→Oy,
ale

HTSNIFHTINXNH;f- HTXNHYZI spmeosnosd !
(3)⇒G) aggro.si T wykazemy uzyuajqc df . Hcineyo .

Nick ×n->× . Wtedy
Xm- X -30×, HXN- × 11-30 . Szaaujemy

n-soHtxn - txlklltlxn.AHHTIHEIL Anti)H=Hxn-×HHtYxnI¥H-0

Wyhike Agd ,Ze Txu-7 Tx dn→ .-0 ognanicsonea

DEFINICJA Odwsorowania spetmiajgce wowuwki 2 twierokemia nwisywamy
odwsorowaniami ogranicsonymi . 2biov odwsorowan

'

ogranicsonyou 2 X do Yoznacsymy
B(Xie) . Bgobiemytez uzywai B(×) samiast BCX ,× ) .

Wpmestmeni B (Xii) Moshe wprowaobii

#
wsorem HTH = sup HTXH

. Sprawobimy , Ze

wowuwki sq speinione
:

-

11×11<-1

111-1130 -

ocsywiste ,
111-11=0 02ham sup HT× 11=0 tsn tx : 11×11<-1 Tx=O t2h to

11×11<1

Httsll = sup H€+S)xH= suplltxtsxllf sup ( HTX 11+115×11 ) fsuplltxlltsup 115×11=111-11+11511
HXTH = sup HXTX 11=1×1 sup 111711=1×1111-11

B(KY) jest pmestmeuiiq unormowanp .

€
Wvdimyteraa do DOWODU STWIERDZEMA : W X taking

.

, ze dim X=m wybieramy bazq
( ez , ... ,

en ) .
Base defimiuje odwsorowanie

112ha (xr, x2, ... ,x
" )- x^ezt . . . + xhenex .

Jest to isomorfizmliniowy . Pokazemy ,
zetit

''

squiggle jes.li w R
"

weoimiemy moving
Hill
. Wezimy cigg XCHEIR

" XCK)=(NCK) , ... , NCK))-> 0 ton moyxIXICHI# 0

HTCXCK)) 11=11×1 (West . . .+N(k)enHf lack)1HqHt . . + 1×41<1111411 fmjax IN.CH/TyHeill=HNklHx?fHeiH
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Baza (e) jest ustalona, wigc ? He ill jest stay licsbg . Jes.li HXCHH

.

-30 to takze

HTNKH -30
.
T jest ciggryw 0 a wigc ciggty .

Wesimy terror T? yes.li T -1 nie jest cigope , to nie jest cigge w 0
. Istnieie wobectego cigg

taki
,
ze xk→o ale T'×k -1>0 W szosegiluosa

.

ma podcigg speiniojgcy
11 #Xkmll

.

> S the pewnego
8>0 Upraszaojoc xm→o i 11Tlxmll

.

> S

Jm=M¥44
.

Jm wdezy do story jednostkouejw IR
"

. Sfera w R
"

jest zwowte .

Jm sawiera podciqg abiezhy do elemeutu Jo uonmie 1

one-ofTomi ¥tTx÷nT0 .

TOf bo HT
.' xmell > 8 wise yt¥m

.
,
' f-

spmecsno's 'c 2 ciqgdoscigt.

Udowodnilismywigc ,
Ze T it -1 squiggle .

T jest wigc homeomorfismem .

Oauaao to
,
Ze obraay

ipmeciwowazy sbionow otwowtydi sq otwowte
.

Dowid jest prawdziwy the dowolng
.

wormy
w X

,
tzn ( X

,
" . ") jest homeomarficsne (1R", Hill . ) ovaz ( X ,

11.11 ' ) jest homeomorficsna
(Ryll . 11 . ) . Itozeuie homeomorfizmow jest homeomonfiamem ,

sateen (X, Hill) zest
homeomorfisme (X, Hill

'

) . Topologie zowlawaue pnez Obie mormy sq jeoluakowe
a Lateen wormy sq rswuowazhe .

(2) We'zmy sbiovDdomknigtyiogranicsony w X
.

T'(D) jest olomknigtyw 112
"

.

,
Fmso : theD HHKM

olla XED manyHTIHEHTTI11×11 fHTTIMsatem T''(D) jest ognanicsomyw Rh
. Domknig

te i ograuicsone abionyw R
"

sq owowte T
' '

(D) jestwigc 2warty D=TCT ' ' (D)) jest
obrazem sbioru rswowtego w odwoorowanin cipgrym wigc yestawowty .

(3) We '2my cigg Gmdujego (xn) w X
. Ttxn jest Cauchy

'

ego w R
"

bo://T.hn. T'xmH= HT' (Xn-Xm ) HE 11T
'

'll Hk - XMH
sateen T

''

(Xu ) abiezny 06 XEIR " .
2 upgrosci Twyuike , Ze Xn abiezny 06T:

Wniimy jenae na moment do odwzorowan' liniowych . Nie wszystkie odwsorowanie linio-
we we pmestmeui nuormowaug

.

sg apgfe ( w nieskoniuane wyuuiowowym pmypowlku )
Np Ollie X=E(to

,D) Hflh ;§plf1 fuukcjowat hwiowy pmyponpdkowujgcy fuukji f jg
.

wowtosi W ×=o hie zest apydy . Istothie
,
a.gg yk a jmykiowlu (4) pnestneni

unormowounych jest abiezny 06 0 so 's fuukcjowu So(f) =fCo) daje So (yk )=yk(0)=K
¥x

. Ewaeeuagd w Punkcie Mie jest wigc aggro ! No, pmestman
. skorioseuie

wymiarowq
.

whyttkiejuukcjomouy liniowe sg aiggre .

UWAGA Praavjqc 2 wektonowyuipmestmeuiawi unormowanymi aazwyaaj uzywamyimmejniz ha sojgciach 2 algeby defimigi pmestmeen
.

Obiang: Pmestmen' olualme
do pmestmeuiuwormowang

.

sktaobe nig a funkqionouowliniowyoh apgryoh .



Ogilvie ,
onachoobi nastgpujgce Awierobeuie :

13
.

STWIERDZENIE : yes.li X. Y sq uuormowowylui pmestmeeuiaun
.

skonicuonego wyeuiowu to

B(× ,Y) =L(X, 4) tan whystkie odwzooowauud liniowe sg apgre

DOW'0D : Dow.od wystarcsypmepnowadzic dhe odwaovowau' liwiowych 2 Rh do Rom
.
Wiaowmo ,

zeodwsorowauie takie to Maine majgce m kolumn i m wierhy . Wobupmestmeuiau
uzyjemy wormy Hill

.
. Dowoobiimozme badajqc ciggdosi w 0 let szukajgc mommy odwsoro

-

wanie
. Uzyjemy tq. dvugiq

.

melody.

Nick wigc ( aij ) ief , ...im} jE{1. . .m } bgobiemacieug
odwsorowanie ae LAR" , Rm) . Dlo, XEIR

"

many

( ax )
.

'
= fyaikxk Haxlb . M¥1

Pyaikxklfnyaxiflaikllxklemaxmaxlxlsflaikl
=

s miax Flail . 11×11
.

1¥
+>

- ^

2 Powyznego Nachuukn wyuika ,
ze Oil Oil as ... 0in fla ,<

I

mp Hexll
.
f
miax Elaid Oinoizds . . .

in Tzloi ,d
"×Hxt1 it a:}a:}0¥:;Q:? fnojwigksue ztychliab

:

To juz wy starry do wykazauie apple.ci . .

oiioiia; ... an flamed
Josli wdawam nig sewdeii X

,
Kline reali -

.

zuje tgwartosi , Wykazemy ,
ze

Hall = mfax flail
Takiex istnieje .

Nick io bqobie tie wartoscip wskazinike ale ktonego realizujetiq maksimum,
ton Max Iflaikl =? laiokl weismy × : xk=sgn also , wteoly oiokxk= laid . Uzyskamy

wteobyoxlb =miaxtfaikxk = fail xk= tflaiokl . •

Skono wszystkie odwzorowauia liuiowe we pmeslmeui skoncsomego wymiarusq ciqgle ,
to

takze wnystkie fuwkcjououy biuiowe sq apgre. Pmestmcn' once wseutic pmestreui unormo.

Wowhych jest wigc take same jak pmestmei dance w Senna algebraicsnym .


