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14SEMESTRI WYKTAD 3 R'OZNICZKOWANIE W PRZESTRZENIACH BANACHA

Nick X i Y bgolp prsestrseniami Bahama , zbion U CX bgobieotoowty . Dozwazamy
odwzorowanie f : U→ Y

. Lapis ujcmy wader

gobie A EB (KY)
f- (x th)=fG) t Ah t R (x ,h) x

,
he X

DEFINICJA Mbwimy Ze f jest riznicskowaluue w x jes.li istniejeodwwrowanie liniowe
i ciqgre A take ,

ze Nessie R spetnie waounek
HRKir) Hy

H) o

Odwzorrowanie A nosywormy pochodhq f w punkie x .

Lato-2mg ,
2-e f jest ndznicskowalive . Sprrawobimy my poolroom jest dobre dares

'

love
.

Wiech As , Az

bgdg elementami BCH) takimi ,
Ze Wowow CX) owe Rs , Rz

⇐ (Rdx , h) - Rah ,4) = , fflxthl - f (x) - Ash - ffxth) tf (x) t Aah) --⇐ ( Aah -Ash) -- (Aa - Az)¥,

2e wsglgdu me (x) zachoobi

← Lauwazmy ,
Ze nekton ten me morning 1 .

O = thing, ⇐ (Rahul - Rahm )
-

- fig ( Aa- Az) (th) ( *I

Latozmyteraz , Ze Ast Az ,
tan Az - Az ¥0 . Istnieje satem pnyuajmniei jaden wektor VEX Taki

,
ze

( Az-Az)v to .

Nekton ten mozhewsipddtugo.ci 1 . Podsumowujgc , istnieie O : 11011--2 i (Az-ADV # O
satem take HCA,- Az) 011 to. Dbe dowoluego ciggu (on ) abiezmego do 0 many , ma podstawie
ciggros.ci Az i Az ,

Ze (Az- AD on-7 (Az- Ado to . Gigg On wybieramy tak , Zeby Honk =L .

To moznezrobiddzielpcwyrazycipgupnesichll.lt .

Dee owstatecsnie obey ch n wyrazy ciggu
licsbowego H (Az- Az)on H sq oddzielohe od O

,
w ssiseyoluosci 20.clwobi H (Az- An) null 3mL

Wesimycigg he f- on . Many hn-so satem H1 ruling
,

(Az- An) ,Y÷, → o ale
=on i

T
nliy, HIA,

- Am) !h÷, H > I c- spnseanoid ! ! I Wyuika a Tego Ze AE Aa ,
tan pochoohe ,

jes.li istnieje ,
to jest jeolyme .

Pochooluq odwisorowanie f w punkie x oznacsamy trowlycyjrrie f' (x) . Iauwazmy ,
Ze

jes.li f jest n'oznicskowalua w toczdym punkie XEU to f
'

jest oolwdorowouriem

f
'

:X SU -7134,4 ) poolwas gory f : X ou→ Y

Podiatric jest wise innymobiektemmatemratycsuynmizwyjs.cioweodwaorowourie.2auwazmytakzeizeciggfo.sipodioohei f' (x) wystgpuygcewdefimijidotyayciggdos.ci fix) jakoodwwrowo.me
liuiowego , ayiiwaglgoleeu pryrostuh . csyminnym , jesse prez was nine olyskutowanyur , jest ciggrosi
pocketing

.

jocko odwzorowanie f
'
: u→ BAM) ayii waglpolem x

.

Podiodnq zdefimriowauy jak wyzcj mazywamy pochodhg mooing albo pounding Freche (Frese (tal)
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(1) Pmykiad u mieskoniosomym wymiare X=E([0,1]) HfH=×seul}o

.

#HI
f :X→ X f (vllt ) = ftvtxtolx
f (vthkt ) = § (othjcx)dx=§@G)+20A)hK) + h'H)dx=§J(x)dx + 2§0(x)hk)d× + µ'Hdx=
= fact ) + 2µA )hHdx + §h4×)dx (Ah)H)=2§oHhHdx
-- 5
(Ah) It) R( J,h) It )

jesttoodw2orowanieliniowe2ewsglqdnmeh.Tnebasprawdsiicsyjestapgre1lAhHzseuPo.yIAhCtl-suptfo0HhHdxIE2supfoloHhH1dx-2TolOHhCxI1dxf2sxup1hHlxxfohlvH1dx-2fTOCxHdxHh11@0t2uAjestodwzonowowiema.ggtym .

Mozuo policy :
- Hall : 11 All f 2§w(xlldx . pile

.

V jest stoueyo snouku

wyrazeuie state ,t2u
niewdezne od h

.

m0ZewyW2ipdh-tho62reolizoWauiero.wuojci.7es.linie.tnebabraiodpowieolniapyhm.NiebgobiemygigwtosowyIsbiai.Toukuyimauej11AH-2fhlvH1dxPozostajebowlanieNesztyiHRCv.HH-syplftn2HdxljfhixiaxennlilYYnfIelhhnIcnnih-sofuwky.apodwukowamieuy.emne0dw2orowaniefjestrsznicskowalhewtwrzdympunkudOEX.WartosipohodnejdanajestwwremCftCvhJCt1-2ftoHhK7dxHPmykioudskomcseniewymiowowyilR2sCxiyl-xwsyelRCxtSxjwsCyt8ytCxtSxKwsywsSy-sinysinSy1-CxtSDcosyfi-8gItOCsy4D-sinyfsy-ogItK8jslD-lxtSx5Lwsytwsy9C8yy-sinySytsinyK0y3D-xwsytxwsyKdy9-xn.nySytxn.ny0C8y3jtwsySxtwsy8xOCdj1.n.nySxSy.sinySx0Csyy-oIFiYtEFelEttIaanYodittoHynmfIwEYYitnmoox@2omwazmy.zeRjestpmyuajmniejKwaowatoweu8x.SyRCxiy.Sx
, Jy )=9( Sy

'

) + Oct)O(dy)
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W tympmykiaokiemiemnsimysprawobadciqgros.ci A

, gdyz AEL( IR? IR) wobectego jest cipgre .

Mummy sa to sprawobiiwiasuos.ci renly . W R ' wybieramy moving wax , 1-2h Not
, dy)D=

= Max { 18×1 , 18yd .
Waruuek h -30 oznacse max { Nyt ,

18×1 ) → o
, csyli obiewspocnspdne

speiuiac
'

mung Sx -so i Sg-so . Mozeuy satem

sbaolaisachowanieposzcsegolnychske-oudmiko.hrNeszty.

0094
=

c. dy - + Ology
-

¥4111 Eigg 's '%¥ fcldylt Ology so

OC8x)O0y )
=
carry t dy 00×9+8×0644

, cdxsytcy OldSxO(dy)-
- - -= cdxsgnosyt" Corti dy ) H maxfldxl, 18/3 18yl

sgn8yO( ox
'

) + 8xsgn8yO(Syl ¥0
dy -so

Reszke w tym pnsyktoudziespeinia (x) , wobec tego g' (x ,y)=[ cosy - x tiny]

UWA Gl : G) Odwzorowanie f :X→ Y n'oznicskowalue w x EX jest ciggfe w x
. Jest to

osywin-egolyzskorroRK.li) spetnie (*) to take R(x.h) O
. Wobecciggrosa

'

f' Cx)
many tiny f-4th)=¥no( f- G) tflxyoht RC 4) = FG) .
(2) Oolwzorowauie T :X→ Y liwiowe i ciqgfe ( tan TE B (Xie ) ) jest rizniczkowalue w
koizolym punkie i 'T

'

(x) h = 'Th
,
tan 'T

'
= Tolle dowoluego X

.

(3) Dbe fig :X→Y n'oznicskowaluycu w x c- X obowipzuje weir (xftpgjcx ) - tf
'

G) tpojcx) .

dowodtatwy i nuduypomijo.my .

(4) 2 2.estawu
" podstawowe prove riznicskowanie

"

view uwagi wyiuaye N'ozhicskowanie
Ltozeuie odwzorrowoui

STWIERDZENIE : f : X-3 Y, g : Y-72
, f volznicskowalive w x

, ojroznicskowalive w f- (x) .

Ute-

dy gofjestroznicskowalne w x i aachoolzi

(go f)
'
G) = g' (ful) of

'

(x )2tozeeeieodwaorowaaitsktaolanieodwzorowa.inliniowych .

a'ggrycle yest jak
Dow'oD : wiaoloceeo aigle .

f- (x th) -- f- (x) tf'(x)ht Ryfx ,h) gcytk) -- g (g) tojly)k t Rg (y,k) Db. wormy operator -

wei obowipzeege
g (FH)tf,fRf)=g(fat) t g'( f- Cx))ff ' (x )ht Rffx ,

ht]tRg(far) , k) = HABHFHAHHBH

=gffH) t y
'

(fan) (fifth) t g' (FH) (Rykiel) -1 Rg( AH ,
k)

>
o

gtfo n T t -so

✓ HRg(fHy,f!HhtRfGi=HRg(fH,fHhtRfKi
Hftxht Rfk , h)HHojHH¥Rff f Hg'CftfHRfAi O

,
Hfkx)htRfGhMkHf ' +

" Rtfm) "

1-
-

1h11 11h11

ogranicsome !



FAKT : f :X->Y ,
x :X→ IR Jojli fix sq ndzmicskowalneuxoto ×- d (×) f(x ) jest noznicskowalne

uxo i 17
XD'Hh=@G)hjfcx) + aklf 'G) h
IHEBCX

,
R)

d(x)h EIR

Dow.oD : Oosywisty ...

Oblicsauie pochodnq
.

2 definigi jest sazwycsq
.

niepraktycsne . Wpvowowbimy terazpewne utatuiojqce
zyciepojgcie .

Nick YY bgdp p. Bauache
, wez.my UCX

,
XEU f : U→ Y

DEFINIGA : Mioimy ,
Ze odwzorooanie f me pochodug tieruukowq w Kieruuku OEX jcs.li isthieje

him f(×+tv)
- f(×)

t -so=L . Podwdue tieruukowq ozuacsamy

Dofcx
)

FAKT : Pocbodne kieruukowa
, jesili istnieje , jest jeduorodne , tar Dxof = Xtff .

DOWOD :

(f (xttxo) -FGDX f (× + txo) - fcx ) ) flxt Sv) - fatD×ufH=him#= Xlim- =xlim g-
=

Xtffcxs
t-so (at) s→ot-so on

FAKT : yes.li f jest rozhicskowolme w × to poclwdna Kierunkowa istniqie w × w Kazolym Kierunku i

jest n'ounce Tfflx) =f'CHO. tf'*
Dow'oD Tff (×) = lim fl×+tItfl# = lim f#+&kYY+R(×iwt#_ = him (f'Ho + R(×ft#) =t→o t→ot-so-ttxsotfegnoMIitImtttxiotfigo@xItTvY-ftxw.o.PolwdnejmozmewiqcpohukiWaiwpostacipoclwdnq.Kieruukowcj.opotemspnawobai.ayodwaorrowanieOtsTffHjestliuioweiciggreorazay2uikestosownarentd.Nalezyjeolnakmiecmeuwaohezesauwistnieuiepochodnq.kieruukowejjestW0wuukieiudosc.Nabym.0twierauymiuiq.s

uyn
galeries funkgi obiwmych :

(1) f (× ,y)=# wpunkcie (0,0) mapochodnq kierunkowq w µ i ftp.wposostaeyukierunkach
f : lR2→|R pobodne mie islmiqie .

(2) Of : 1122-7112 pochodwe Kieruukowa istniqd we wszystkich KieranKoch , ale

gay)=|× ¥+31 Ky)¥4,0)
odwzorowanie oh> tfglqd nie jest liuioue

° 69%0
gctox , toy )=to×tIYItfgb-y . tfox 8×1+84 )
Dog(0,0) = 8×8*+8*2it [ftp.jednorodueaeemie liuiowe

(3) hkiy) = x×g¥y÷ Ma pochoohg kieruukowq w Kazdym kieruuku
, poliodue kieruukowa

h : |R2→r jest lihiowa ale h hie jest Ndzhioskowalue W (0,0)

h(qo)=o



httoxitoytltoxt'8y%(ug×u+eg×y=ttfffp÷y, 18

hltoxitoythI.to#yy2_gq-o8fyfI=cxTfhlop)=8x0Htfhl0it ←(8D- a [10]
h(Ota ,Otdy)=h(0,0)t[,o]§g]tR(0,0,S×i5y)
Rlqqox ,oy)=gfYffy÷ - ox = 8*8×5.8×422=8×58×4+ Sy' 8×4+42

126,0;F,o)=¥y÷o= F RAITT = 1=1,0 Rnie spend
wowuukubyud
rehtq .

DEFINIGA : Josh
.

dle x EU podwdme kieruukowe odwzorowauie f:U→Y isthicje W koizolym
Kierunku i O- Tff jest liuiowe iciqgre to mowing zef jest stabo ndzhicskowaleue

.

Oolwzoro .

wauie vtstff hazywamy stabq pocboduq albo poclwdhg Gateaux
.

(1)

(2)

(3)
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.

Ldefimiowalismy juz dwa roobajepocbodnycu moone (Frechette) i wake (Gateaux) .

Boawaza sig
jenne pocliodnq w Kieranku podpnsestnseni. Jes't X=XzxXz , Uzcxz , UzCXz (xzixz) E Ust Mz

Poclwolnq csqstkowg odwzorowanie f : UNU, -7 Y w kierunku podpnsestrseni Xz ( Xz)

wa2yWQmy mom podwdhg 00102000wound

Xz > UP } 1- ffs, xD EY ( X,okay↳ HE ,7) c- Y)
f-
'

xslxnxz) fizlxsixz)
Pochodhe w kierunkupoolpnsestnseuipnyowwlug ng podwig :

POCHODNE ODWZOROWANIA IR
"
→ IRM

Odwzorowanie f : IR
"
→ IRM

" skiaolasig
"

z m fuukyi fi : IR
"
→ IR

f : (xs . . . Xn) 1-7 ( f- ' (x) , . . . ,fm(x )) Laiozmy ite f jest rizhicskowalue w p EIR
"

.

Pochodhe f' ( p) E L ( Rh ,
Rm) jest wigc macing majgcg m kolumn i m wiersug. j - to. tuolumne

maciersy to f' ( p)ej sapisame w loonie Koinonia neg
.

✓ ffpttej ) - ffp )to jest "
kouooilek

"

stabeipodwdhej.tn f' (p)ej= Dejffp)= him f-=

t-so

f-
' (pttej ) - Flp )

= him f-
'

(pttej) - ftp) Wyrazxij macieny f-
'

Cp) b satem

t-so } : ) ¥, ftp.iipjttiypjti.Pn/-filP#=3fijcp)fhfpttei ) - f' (p)

J

inneoznacsenie : 2jft, f , ftp. . . .

Podsumowujgc , jes.li f : IR
"
-3112

"

jest n'ozhicskowalne w p to f-
'
( p) sapisuje rig macing

-

1

3¥ Iffy . . .

2ft Movies podeoolhej , Mauer Jacobiego2×4÷¥i I . :÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷:÷÷÷÷÷÷÷÷:÷::
Sfm nIffy . . .

HI stcoierobicrozuicrkowaeuoii ma podstawie pameenie
°"

me poolroom ceprtkowe ¥ . Stosowue twicrokenie

# isturieje , ale Zeby je wdowoocnic
. potncbcy

-

any jenne
n oloolatkowycarramgolsi.sformutcy.my to twierokeuie :

TWIERDZENIE : X
,
Y p.
Banaclue

, f :X→ Y jest Dabo nothin kowalne he re c X
. Yes.li Wake

pochodne Pf traktowawe jocko odwzorowanie U -0×1-7 Df (x ) E 134,4) jest ciggra well ,
to f jest klasy C

'
me U ,

tzn moonie poolroome f
'

(x) isthieje i jest ciggfe jocko odwzorowanie

Max r> f' (x) C- BK,
4) . Ocsywiicie f-

'

A)= Dffx) .

fafofofw.IT/oeiniowefcigofejakooo1wz.owarwsiiaaWB#4)
.

2auwazmy Ze rozwaze his tu dare aggros.ci he> f'G)h X↳ f' (x) EB(Xie)



TWIERDZENIE 0 WARTOSa SREDNIE] (zeby uowwoduii trierokeuie o niznicskowaniuw

sposobciqgry) 20
.

�1�he fuukyi niznicskowalnycn I→ R obowiqsuje Tw
. Lagrange'd f

'

( c) ( b - a) =f(b) - f (a) one

pewnegoc .
Dle I-> 1122 mie many hours me prone uoqoluienie : x - ( f. Ix) , fdxl)

fn(Cs) (b - a) = ffb) - f. (a) ,f!(g) (b- a) = fs (b) -fda)

inn.emapowoduabycz-Ca.WwielowyeuiowowymosyBauadwwskimpmykiowbiemamyjeolyhieohacow0unieTwlERD2EN1EiXiYp.Bameche.fiXoU-sYsraboniznicsKowolnemeU@uUlltktn-tkHtffhyoyuPlli7flxtthHD0W0D.Dowodtegotwierd2enieopierasiqmeistnieniuwystowcsajqwbogatejpmeAmenifuukcionoieoirliuiowyuciggychcsylipmestmeniBCYi1Rf.Istniq.etwierobenie.Ktoremiwi.2emepmestnseniunormowanq.dheKazdegowektoreXtoistnieieyeBCX.1RftakiizeHylk1iyH-HxH.We2myyEBlYiRtiskonstnuujmyfunkq.g
yq :[0,1]ztl→ ( y , f (× + th)) ER spnawdz.my n'zhicskowaluosctci funky

fino 1s(ypltts) - qCH)=figo1s(<y ,f(xtthtsh)) - 4. flxtthD) = fino 's <y, fcxtthtsn) -fatty) =

ng(y , figno tf ( f- (xtthtsh) -f(xtth))= ( Y , 17nF (× + th)) yp jest volznicskowoeue we Joint

cigopo's 'c y

yf jest takzeciggra me [on] . Cigoposi no, konicach wynikez faktu isthieuie Df .

Seaba vdzhinkowaluosi

hiepocigge co pnawohe aiggrosci , ale pocigga afgrosc
.

wzouiuzprostyou , t2n f (ptsh)#f(p) Ollie Pell
pf speiuie eatozeuie toierobeuio Laquaupete ton

. isthieje SE TO, 1[ take , ze

ppcn) - yp (D= yp
'

( 3) Tsalezyod y
y k (y , Dnflxtsh) )

(y ,f(xtn)) - <y, f (x))

Theta teraz posbyc
.

fig g. Idea jest take : YEBCY, R) tzn y jest fuwkjq me Y
. Many jednak

takze
,
aha ye Y y#

<yiy> ,
ton y yen funky.q liuiowq me BCYR) .

Odwzorowanie to jest

ognanicsone : panky,y> I wiemyizelcyiy>It1141111g" tmysyypezlaliyslfsypgs"Y" "Y "
= "Y "

HPYIK llyll Pytomie, ay 11 FyH=HyH ? 2 along
.

uwagi wyuikd ze wowlosc
.

Hyllmozne 2realizowac
'

.

Ozuacso to ze HYH mozne patmei jak me mormq operatorowg .

Hflxtu) - talk
,,sgyzsKy , fcxtus - FH) tymplalithflxteah)> I tyygytgs 1141111 Dnflxtsyh )H €

{ sup 11 Dnf (× + th) H f 11h11 sup HDF (xtth)H 6
tt]a1[tEµ1[Ocsywiscie jes.li fjestvozhicskowobue Dnflx ) = f

'
Hh i oszawwanie a twiwobenia pmyjmuje portal

Hflxth) - f (×) H f 11h11 sup Hf
'
Cxtthlll

tE]0n[
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Twierdzeuie o wartoscisreolhiei pnyohe sie do udowodnieuie warrego twierokeuia o niozrricskowaniu w spoil ciggry
DOWO'D :

f jest Nabo ro' zmicskowalwe , sateen Pfk) ist nice i jest elementals B(Xie) . Do n'ozhicskowaluosci potrsebwjemy
wtasnosci neszty :

R (Xo
,
h) = f-Goth) - f (Xo) - Dnf (xo) Defining-

any g : U→ 4 gcx) -- f (x) - Tff (xo) . g jest Nabo n'ozhinkowalno
J i 17g = Pf - Df ko)

g (Xo th) - g (Xo) -- f-Hoth) - Thoth f-Ho) - f(Xo) 1- Tfo f-(Xo) = f- Hoth) - fHo) - Dnf ko)

1112401411 - Hgcxoth) - glxo) H f 11h11 sup H Dglxotth) H - 11h11 sup k Df Hot th) - Df ko) H
t ETO, ne

teJoint

"Ru{YYhN- f thygo, ell Pf
Hot th) - DfHolt 0 a ciggros.ci Df Cx) wagesdeux .

on

Twierokeuie powyzne obviate oaycoiscde take Ollie odwrsorowah
' Rh→ Rin

. Jeolhakwiemy , Ze isthienie

podiodiycu kieruwkowycn (a wipe wyrazeir fj ) nie gwowautujcliuiowos.ci , Tzu movie sbuowowauo

2 podioohych upstkowych nie Lawrie jest macing Nate podioolng
. (tail . Macien motive rrapisai Mimo,

Ze Waba pochodue nie IAnieje ) . Dolychuosowe twierokenia arty Ceos nie wystowaojp do liolowodhie-

nie ro' zuiukowaeuos.ci me poolAawie Wasnodi poohooaycuapn-kowycuffj.in .

Lapisamy wigc w Kon' cu i wdowodnijmyodpaoieoluietwierobenie

TWIERDZENIE : yes.li poolroome cspstkowe ftp.gistniejgisgcipofetoodwsorrowanie
(x', xd, . . .

,
xh) ¥ ( f

'

, f
'

,
. . . .fm ) jest ro

'
znicskowalne w sposobcigqdy

DOW O'D :

Koinolydatem we pounding jest ocsycoiscie ( hi ) '→ (3¥jh 't ) . Szaajemy Nesztg

# (x'th' , . . .

,
xhth") - F (x ? . . . .

xh ) - ¥. It htgei 11=11 F- fish ' , x'th? . . ) -FfxixEh ! . . .) tFA,
x'tht . . .) -7g. ItWeill

base
kowfhohics.me
W Rh

£11 FIX'the, x'th? -F'Kix : hi . . .)- fth 'eiHtH Ffa, x'tht . . .) -FI, ffWeill f
ifeng.net/F-LffiCxtth3x2th7 . - t - fG'iii. 'Dei Ht

+HEH,
x'th
'

,
x'th? . . . ) - F (x; x

'

,
x'th) - Ith ' eiHtHF( x', x', x'th 's . . . ) jazz ffWeill t

t melt Effi #thx't n'it - fG'iii. 'Deihl halt melt (x? xtthix't hit-fG'iii. 'Dei Huitt
t.it#gpa.eH?3fIlx7x'i...ixhtthh ) - 3Hix!.it/llhh1 s a ( h) 11h11

J
pewwe funkgie od h o ktiorej wiowlomo ,

Ze

Lcu)-so
h-soTw

.
o wowtosci

'

sreoleeiei hasto sowane b

do odwrhorowaeia g :
RF St> Fats

,
x'th

,
-- - ) -I ' s - ei .

Ma aw sfabg poolroom
ale
. kazaego Seto, w] tfgcs) = figg 9"ttI"=[ffHts,

x'tu .. .) -I (x! x ?. . ) ]oei


