ZADANIE 2

Zadanie. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji

f:]—1,400[\{0} — R, flz)=(1+2)

8 |

i naszkicuj jej wykres.

Rozwigzanie. Mamy f(z) = exp(g(z)), gdzie g(z) = w.

Ciaglosé rézniczkowalnosé. Funkcja f jest gladka na ]—1, +o00[ \{0}, bo wlasnos¢ te ma funkcja
g.
Granice, asymptoty.
e lim g(z) = lim M 21, wiec hm fz) =
z—0 z—0

e lim g(z) = lim Mz(} wiec hm flz)=1
T—>00 Tr—r00

e lim g(z)=+oo, ngc hm f( ) +00.
z——1t
W szczegolnosei f ma asymptot(; pionowsg z = —1 i asymptote pozioma y = 1.
Poniewaz 84+2) - ( dla 7 z dziedziny funkcji f, mamy f(z) > 1 dla wszystkich z, czyli

wykres funkcji f znajduje sie nad asymptota pozioma.

Pochodna i monotonicznosé. Pochodna f = exp(g) jest rowna f' = f¢', czyli

—log(1 + x)
22

f'(@) = f(x) iz

Niech u(z) = 7 —log(1 + z). Wéwezas sgn f' = sgnu na | — 1, +oo[ \{0}. Mamy
alclﬂ% u(x) =0,
natomiast u'(z) = —ﬁ jest ujemna dla z > 0 i dodatnia dla < 0. Stad u(z) < 0 dla

wszystkich €] — 1,4+00[\{0}. Stad f’ < 0 i funkcja f jest malejaca. Poniewaz f rozszerza sie

do ciagtej funkcji na ] — 1, +00[, jest ona globalnie malejaca (do tego wystarczy, aby liminf f(x) >
rx—0~

limsup f(x)).

z—0t
Zauwazmy, ze f rozszerza sie do funkcji rozniczkowalnej na | — 1, 4o00[. Istotnie: wiemy juz, ze

g rozszerza sie do funkeji ciaglej na ] — 1, +oo[. Podobnie
—log(1+ =
lim ¢'(z) = lim e &l ) 2 RS

z—0 2—0 2

a zatem lim f'(z) = —Ze.
z—0
Poniewaz f jest ciggla w punkcje x = 0 (po rozszerzeniu f(0) = e), z twierdzenia Lagrange’a
wynika, ze istnieje f/(0) i f/(0) = —1ie.
Warto wspomnieé, ze z teorii szeregdéw potegowych natychmiast wynika, ze funkcja g jest klasy

C.

Druga pochodna i wypuklosé. Mamy ¢’ = 3%, a quc g’ = “lxizzm = "”“;2“. Ponadto
[/ (z) — 2u(x)] ’x:O =0 oraz (zu'(z) — 2u(m))/ = Stad funkcja x — (2°u/(x) — 2zu(z))
ma taki sam znak jak x i w konsekwencji g” > 0.

Oznacza to, ze funkcja g jest wypukta na | — 1,0[ 1 |0, +oo[. Ale nietrudno pokazaé, ze g jest
rowniez wypukla po rozszerzeniu przez cigglosé na | — 1, +oo[. Wynika to z faktu, ze ¢’ i ¢” maja
skoniczone granice w zerze:

(1+x>3

! "
v\ (z) Z lim vy (z) =

=

1 LT
lim ¢'(#) = lig = = = lim —
1



oraz
lim ¢”(z) = lim x2u’(x) — 2zu(x) ~ im M
z—0 x—0 334 z—0 ;1;3
b o) ) n )
z—0 32 z—0  Ox 3
(Korzystalismy z tego, ze u”(x) = ﬁ oraz u'" () = %)

Tak wiec funkcja g jest globalnie wypukta. Teraz korzystajac z tego, ze funkcja exp jest rosnaca
i wypukla, tatwo dowodzimy, ze f = exp(g) jest wypukta takze po rozszerzeniu na | — 1, +o0l.
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Wykres funkcji f

ZADANIE 3

Zadanie. Dla rzeczywistego parametru p okresl otwarto$é, domknietosé, zwartosé i spojnosé zbioru

zlogx Zp}

xlog T

A, = {z €10,1]

w przestrzeni metrycznej (]0, 1], d), gdzie d(z,y) = | — y|.
Rozwigzanie. Funkcja f(z) = Z}ooggf jest ciagla na |0, 1[ wiec zbiér A, jest na pewno domkniety,
jako przeciwobraz domknietego zbioru [p, +ool.

Jest jasne, ze f(x) < 0 dla = €]0,1[ i latwo sprawdzamy, ze lim f(z) = 0 = lim f(x).

z—01 z—1—

Ponadto f jest rozniczkowalna na 0, 1] i

F(x) = e 18 (_2(log )% + log(z) — 1) = e~ (=22 + £ — 1),



3

gdzie t = logz €] — 00,0[. Funkcja ta zeruje sie dlat = 1i¢ = f%. czyli x = e €]0,1] i
r = % €10,1[. Stad f ma minimum w punkcie x = ﬁ roéwne

3
ei= 1) =-3(H)
Oto wykres funkcji f:

Wykres funkcji f

Stad

e Dlap > 0 mamy A, = () i zbior ten jest otwarty domkniety, natomiast spojnosé i zwartosé
jest nieokreslona — zalezy od przyjetych definicji.

e Dla ¢ < p < 0 zbiér A, jest sumg dwoch roztacznych przedzialow: A, =10,a] U [3,1]
dla pewnych «, 8 €10,1], a < 8. Stad A, jest domkniety, nie jest otwarty (o i 8 nie sa
punktami wewnetrznymi), nie jest sp6jny (jasne) i nie jest zwarty (ciag (2, )nen okreslony
jako x, = min{a, %} nie ma podciggu zbieznego).

e Dla p < ¢ mamy A, =10,1[, a wigc A, jest domknicty, otwarty, sp6jny i nie jest zwarty
(jak wyzej).
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