ZADANIA DOMOWE Z ANALIZY IR — CARKI
Zadanie 1. Zapisaé¢ catke I = fA f(x,y, z)drdydz, gdzie A C R3 jest czworoscianem o wierz-
chotkach (0,1,2), (1,0,-1), (1,3,5), (1,0,2), w postaci calki iterowanej (lub sumy takich calek):
a) [dx [dy [ fdz;
) [dz[dx [ fdy.
Zadanie 2. Obliczy¢ pole obszaru K C R?:

(a) ograniczonego cykloida (x,y) = (t —sint, 1 — cost), t € [0,27], i prosta y = 0;
(b) ograniczonego krzywa (x,y) = (sin2¢,sin3¢), 0 < ¢ < m;

(€) K ={(z,y): (2> +y*)* < a(z® — 3zy*) };

(d) K ={(z,y) : az® —bwy + cy* < 0; =,y > O}

() K ={(x,y):ax®— b’y +cy? <0; z,y > 0}, (a,b,c > 0).

Zadanie 3. Przestawi¢ kolejnos$é¢ caltkowania w catce:

(a) [y da fmfdy?

(b) [°,da [V A fy;
(c) Jy de " fdy;

(d) fOﬂ— dx fsu;zx fdy’

(€ fy dyf = fdx

Zadanie 4. Przedstawi¢ I := fo dx f dy [24y ffy ¥ fdz w postaci calki iterowanej (lub sumy takich

calek) o zadanej kolejnosci catkowania:

a) I = [dz[dy [ fdx;
) f—fdwdeffdy,
(© 1= Jdy]d=] fdr-
(d) I=[dz[dx [ fdy.

Zadanie 5. Obliczy¢ catki i skomentowaé otrzymane wyniki:
f1 dx fo dy e (ac+y)3
fo dy fl daj z+y) .

Zadanie 6. Odwracajac kolejnosé catkowania wykazaé, ze

/ d;vn/ dTp_1 . / dxg/ flz1)dz = / f(z n—l dx.

Zadanie 7. Niech I oznacza catke podwojng I = [, f(z,y)dxdy; sprawdzi¢, ze:
(a) K —{9324-?!2 <z}, f—ﬂflly\ =>I—%,

d) K = {xy>0f+f<l}f*$y§1*2805
K={y>09z<y*a?+y<4}, f=ay=1=—13;

() K={ey>1Ly* >0,y <2}, f=a’y=1=3};

)

)

)

)

)

(6) K={a* =y’ <2z}, f=\/d—a?—y? =1 =5(31—4);
) K ={2?+2y3 <day,y>0}, f=1=1=75;

) K={(a*—ar+y*)’ <a’@+y°)}, f=1=1=3na®;
) K = {22 +y? §a2}7f26m2+y2:>I:(ea2—1)7r4

) =558
(1)K={0§xsg,0§y§2},f=x2ycos(xy2>:»12=—l;
)K:{|x—y|§17y20},f:we_yzéle.
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Zadanie 8. Wyliczy¢ srodek ciezkosci jednorodnego obszaru plaskiego K := {(z,y) : @ > 0,2y >

1,2 4 ¥ <2} (przy a,b > 0, ab > 1 danych); sprawdzi¢, ze lezy on na prostej o rownaniu £ = .

Zadanie 9. Niech I oznacza calke potrojna I = fK f(z,y, z)dxdydz; sprawdzic, ze:

(a) K={z>0,y>0,2>0,x+y+z<1}, f(z,y,2) = (1+z+y+2)° = [ =3(log2—3);
(b) K={a?+y*+22 <222 +y> <2}, f(z,y,2) =2 +1* + 22 = I =F(96v2-8);
(

(© K={Z+5+5<1), fay)=\1-% -5 -2 = I="ab;

d) K={a?+1y?<z<2@*+y?), 22 <y<a}, flz,y,2) =1 = =3

() K={a?+y*+22 <z}, fla,y,2) =22 +y>+22 = [ = .

Zadanie 10. Obliczy¢ srednig wartos¢ M(f, K) = [} f(x)dx // [, dx funkeji f na zbiorze K:
(a) K={x e R2:0< 2, <1,0 <23 <1}, f(z) = 2}x9;

(0) K ={r€R:(nn~af +ad <), f(2) =af + 23

(c) K={x e R3: 23+ 2%+ 2% <z +a2+a3}, f(2) =2? + 23+ 23;

(d) K={reR¥:1<a2?+2}+23<4, 23>0}, f(z) =%+ 23

)
)
)
)

Zadanie 11. Znalez¢ srodek ciezkosci jednorodnej potkuli Q := {z+2+y*+ (2 —1)? <1,z < 1}.

Zadanie 12. Obliczy¢ objetosé bryt:

(a) By :={2? +y?+ 2% <4z,2% +y? < 32};

(b) By := {2 +y°+2> < 1,2 > /a2 + ¢}

(c) By :={x?+ 9%+ 22 < 4,22 +y? < 3z};

(d) B4 = Kl U K2

(e) Bs:= K; N Ks, gdzie K := {22 + y* + 22 < 22}, Ky = {2 + y? + 22 < 2}.

Zadanie 13. Znale7¢ $rodek cigzkosci jednorodnej bryty € := {22 + 9% + 22 < 1,2 > /22 + 32}

Zadanie 14. Znalezé moment bezwtadno$ci wzgledem osi 0z stozka C := {22 +y% < 22,0 < 2 < 1}
2

o gestosci p(x,y, z) = 2%
Zadanie 15. Oznaczmy Q := {(z,y) : z > 0,y > 0,22 + y* < 1} oraz I, := fO% sin? p dp dla

p > —1. Liczac calke [ K \;’% dwoma sposobami: jako catke iterowana i przez parametryzacje
22y

2 = sinf cos p, y = sin 0 sin p,wykazaé tozsamos¢ Il 11 = ﬁ. Korzystajac z tej tozsamosci

wyprowadzi¢ nastepujgce oszacowanie: /m <I, <, /%.

Zadanie 16. Znalez¢ site przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng bryta B := {2% + y? +
22 < 1,2 <0} o gestéci p = 1, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 1);

Zadanie 17. Znalez¢ site przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng bryla B := {1 < z <
2,22 + 9% < 22} o masie M, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0,0).

IN

Zadanie 18. Znalez¢ sile przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna bryta B = {2? + 32
1 < z <2} o masie M, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 0).

Zadanie 19. Obliczy¢ objetosé czterowymiarowej kuli o promieniu R i powierzchnie jej brzegu
(czyli tréjwymiarowej sfery).

Zadanie 20. Znalez¢ mase sfery jednostkowej o gesto$ci powierzchniowej rownej odlegtosci od osi
z.

Zadanie 21. Obliczy¢ mase elipsy o osiach (2,1) i gestosci liniowej A(x,y) := |y|.

Zadanie 22. Obliczy¢ sile, z jaka jednorodna potsfera S, := {(z,y,2) : 2? + 9> +22 =1, 2 > 0}
o masie M = 1 przyciaga grawitacyjnie punktowa mase m = 1, umieszczona w punkcie (0,0,a) €
R3, a # 1.

Zadanie 23.
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Dowies¢, ze odwzorowanie ®(u,v) := (coshu coswv,sinhu sinv) jest dyfeomorfizmem obszaru 2 :=
{(u,v) : 0 < v < 7} na obszar ®(Q) = {(z,y) : y # 0lub —1 < z < 1}. Wykorzystac
parametryzacje ® do obliczenia pola obszaru K := {(z,y) : o v >]> o

cosh? uq sinhZu; — = cosh? us
2 2 2 2 2
L Y <1< 5 — Y% x>0,y >0} (przy zadanych 0 < u; < u2,0 < vy <

sinh? us ’ cos? vy sinZ2v; — &= — cos2 vy sinZ vy ?
va < %), ktorego brzeg stanowia odcinki tukéw wspotogniskowych elips i hiperbol.

Zadanie 24. Niech S := {(v,y,2) € R?® : 2—2 +% = 22,0 < z < ¢} oraz f(w,y,2) =

b
V& + % + 22 Obliczyé [ f, [+

Zadanie 25. Wykorzystujac poprzednie bliczy¢ objetosé bryly obrotowej utworzonej przez:

(a) szescian o krawedzi a obracajacy sie wokol osi laczacej srodki jego dwoch przeciwleglych
krawedzi;

(b) szescian o krawedzi a obracajacy sie woko! osi taczacej jego dwa przeciwlegle wierzchotki;

(¢) czworoscian foremny o krawedzi a, obracajacy sie wokot osi laczacej srodki jego dwoch prze-
ciwleglych krawedzi.

Odpowied?. (a) 57;7\2@@3;@)) %QS; (c) WT?GS-



