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Niech X będzie przestrzenią, K ⊂ X zbiorem zwartym, a D ⊂ K jego
domkniętym podzbiorem. Pokażemy, że D jest zbiorem zwartym. Weźmy
dowolne pokrycie (Uα)α∈A zbioru D. Skoro D jest domknięty, X \ D jest ot-
warty. Ponadto

(X \D) ∪
⋃
α∈A

Uα ⊃ (X \D) ∪D = X ⊃ K

więc (Uα)α∈A∪{X\D} jest otwartym pokryciem zbioru K. Skoro K jest zwarty,
można z tego pokrycia wybrać podpokrycie skończone: (Uβ)β∈B∪{X \D}, przy
czym B ⊂ A. Mamy, że ⋃

β∈B

Uβ ∪ (X \D) ⊃ K ⊃ D

Możemy odjąć stronami od tej relacji zawierania zbiór X \D, otrzymując⋃
β∈B

Uβ ∪ (X \D) \ (X \D) ⊃ D \ (X \D)

czyli ⋃
β∈B

Uβ ⊃ D

Ale przecież B ⊂ A i (Uβ)β∈B ∪ {X \ D} jest pokryciem skończonym, więc
(Uβ)β∈B jest skończonym podpokryciem pokrycia (Uα)α∈A zbioru D. Rozu-
mowanie zostało przeprowadzone dla dowolnego pokrycia, więc zbiór D jest
zbiorem zwartym.


