Analiza III - pierwsze ¢wiczenia

Szanowni Panstwo, ponizej znajda Panstwo streszczenie materiatu dotyczacego catek z pa-
rametrem. Bedzie to Panstwu potrzebne na pierwszych zajeciach.

Calki z parametrem, wersja Riemanna. Rozwazaé¢ bedziemy funkcje postaci

F:A— R, A jest przedzialem w R

zadane przy pomocy catki Riemanna, tzn:

F(\) = /abf(x, A)dz.

A moze by¢ dowolnym przedzialem. Bywa tez, ze granice zalezg od parametru:
$(N)

FO) = [ (a2,

©(A)
a bywa, ze calka jest niewlasciwa

F(\) = /f(x, A)dz, I jest odcinkiem niezwartym.
I

Badaniom podlegaja takie wtasnosci jak ciagtosé i rozniczkowalnosé funkeji F'; w szczegdlnosci
sprawdzamy czy wolno przechodzi¢ do granicy, rézniczkowaé i catkowaé¢ pod znakiem catki.
Mowigc precyzyjnie, kiedy wolno napisac:

(1) )\ll_)IIAl bf(x, AN)dz = b}\li_)n; f(z, \)dz,
d b b0
(2) a/@ f(x,)\)da::/a 5f(x,)\)d:c.

Jesli A ma z ktorejs$ strony domkniety koniec ciggtosé i rozniczkowalnosé majg charakter jed-
nostronny. Rozpatrywaé¢ bedziemy oddzielnie catki po odcinkach zwartych (czyli wtasciwe) i
niezwartych (czyli niewtasciwe).

Calki po odcinku zwartym. Jest to rzadko spotykana sytuacja, ale zaczyna sie od rzeczy
podstawowych.

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f jest ciagla na [a,b] X A to funkcja F jest ciagla na A, tzn.
dla Ay € A zachodzi

b b
lim [ f(z,\)dz = /\hn; f(z, N)dz.
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>\—>>\0 a a

Zakres stosowania powyzszego twierdzenia mozna nieco rozszerzy¢ rozpatrujac f(x,\) =
g(x, \)h(z). Catka moze by¢ woéwczas niewtasciwa, ale wszelkie osobliwo$¢ musza tkwi¢ w h,
tzn g musi by¢ ciagta jak poprzednio, a h catkowalna w sensie (by¢ moze) niewtasciwym.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f jest ciagta na [a,b] x A i ma ciaglta pochodna czastkowa %
to funkcja F' jest rézniczkowalna i zachodzi

d b9
ﬁ/a f(x,)\)dx:/a o f (@ ) da.

Calki po odcinku niezwartym. Powyzsze twierdzenia sg proste, ale niestety mato przydatne,
bo zazwyczaj mamy w praktyce do czynienia z catkami niewtasciwymi. Jako motywacji do
dalszej pracy uzytam przyktadow:

Przyktad 1. Jak obliczyc
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i obliczyé F(0,1) rézniczkujgc po p i przechodzqc do granicy wzgledem A.

Przyktad 2. Jak obliczyc
L arctgx
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Zdefiniowac

F(\) dz

i obliczyé F(1) rézniczkujgc po A.

Definicja 1 (Catka niewtasciwa). Funkcja f : I — R jest catkowalna w sensie niewlasciwym
na przedziale niezwartym [ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki prze-
dzial zwarty K C I, ze dla dowolnych dwdéch przedziatow zwartych K, Ko zawartych w [ i

K] Kg

Definicja 2 (Zbieznosé jednostajna). Caltka
F(\) :/f(az, N)dz
I

jest zbiezna jednostajnie na odcinku A C R jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki przedzial zwar-
ty K C I, ze dla dowolnych dwoch przedziatow zwartych K1, Ky zawartych w [ i zawierajacych

K idla kazdego \ € J zachodzi
K1 Ko

A moze by¢ zwarty albo nie.

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f jest ciagla na I x A i catka F'()\) jest zbiezna jednostajnie na
A to funkcja F' jest ciggta na A,

Twierdzenie 4. Jezeli funkcja f jest ciagta na I x A i ma ciagta pochodna czastkowa % oraz
obie calki f; f(-,A) i [; & f(-,\) sa zbiezne jednostajnie to F jest rézniczkowalna i

dF 0
Jak sprawdzaé zbiezno$¢ jednostajng?

Twierdzenie 5 (Kryterium Weierstrassa). Jesli istnieje funkcja dodatnia ¢ : I — R oraz
przedziat zwarty Ky C I takie, ze [; ¢ istnieje oraz dla wszystkich x € I'\ K, oraz dla wszystkich
AeA

(2, M) < glx)
to catka F'()\) jest zbiezna jednostajnie na A.

Twierdzenie 6 (Kryterium Dirichleta). Niech I = [a, 00|, f(z,A) = g(z, N)p(x, A). Jesli funk-
cja g jest taka, ze catka G(R,\) = [Fg(-,\) jest ograniczona a funkcja ¢ spelia warunek
lim, o, f(z,A) = 0, przy czym zbieznos¢ jest jednostajna ze wzgledu na A, to catka F'(\) jest
zbiezna jednostajnie na A.

Twierdzenie 7 (Kryterium Abela). Niech I = [a,00], f(z,A) = g(z, N)¢(x, A). Jedli funkcja g
jest taka, ze catka G(\) = [; g(-, \) jest zbiezna jednostajnie a funkcja ¢ jest monotoniczna ze
wzgledu na z i ograniczona, to catka F'(\) jest zbiezna jednostajnie na A.



