Spis pytan na egzamin z Analizy [
semestr zimowy 2008/2009

Do egzaminu ustnego dopuszczeni sg wszyscy, ktorzy zaliczyli ¢wiczenia niezaleznie od wyni-
ku egzaminu pisemnego. W wyjatkowych przypadkach dopuszczeni moga by¢ takze ci, ktorzy
zaliczyli ¢wiczenia egzaminem, jesli wynik egzaminu byt bardzo dobry albo jesli zachodza wy-
jatkowe okolicznosci (np. zwiazane ze zdrowiem).

Aby otrzymaé z egzaminu ocene dostateczng nalezy odpowiedzie¢ poprawnie na trzy pytania
zwykle wybrane przez egzaminatora. Nalezy sie spodziewaé, ze jedno pytanie bedzie z poczatku,
drugie ze $rodka a trzecie z konca semestru. Aby otrzymaé ocene dobra nalezy odpowiedzieé
poprawnie na dwa pytania zwykle wybrane przez egzaminatora i jedno wymagajace dowodu.
Zdajacy ma prawo wybraé jedno z trzech zaproponowanych przez egzaminatora pytan z dowo-
dem. Aby otrzymac¢ ocene bardzo dobra trzeba odpowiedzie¢ na jedno pytanie zwykte i dwa
pytania wymagajace dowodu wybrane przez egzaminatora.

I. PYTANIA ZWYKLE

Pytanie 1. Zasada Indukcji Matematycznej, sformutowanie i zastosowania.
Pytanie 2. Cialo liczb wymiernych. Dowéd niewymiernosci /2.

Pytanie 3. Przekroje Dedekinda - konstrukcja ciata liczb rzeczywistych
Pytanie 4. Definicja kreséw podzbioréw R. Twierdzenie o istnieniu kreséw
Pytanie 5. Relacje rownowaznosci, definicja, wtasnosci i przyktady.
Pytanie 6. Odwzorowania. Pojecia surjekcji, injekeji i bijekcji. Przyktady.

Pytanie 7. Réwnolicznos$¢. Zbiory skonczone i nieskonczone. Rézne rodzaje nieskonczonosci.
Moce zbiorow liczbowych.

Pytanie 8. Pojecie ciagu liczbowego, definicja ciagu zbieznego, operacje na ciagach zbieznych
(idea dowodu zbieznosci sumy, ilorazu i iloczynu ciagdéw zbieznych). Przyktady ciagéw.

Pytanie 9. Podstawowe twierdzenia stuzace do badania zbieznosci ciagow: Twierdzenie o
trzech ciggach, twierdzenie o zbieznosci ciggéw monotonicznych i ograniczonych.

Pytanie 10. Definicja liczby e. Definicja funkcji z —— exp(x) i jej whasnosci.

Pytanie 11. Definicja ciagu Cauchy’ego. Twierdzenie o zbieznosci ciggu Cauchy’ego - idea
dowodu.

Pytanie 12. Sformutowanie Twierdzenia Stolza. Przyktady zastosowania.

Pytanie 13. Definicja i podstawowe wtasnosci funkcji trygonometrycznych.

Pytanie 14. Definicja i podstawowe wlasnosci funkcji hiperbolicznych.

Pytanie 15. Definicja i podstawowe wtasnosci funkcji odwrotnych do trygonometrycznych.
Pytanie 16. Definicja i podstawowe wlasnosci funkeji odwrotnych do hiperbolicznych
Pytanie 17. Definicja granicy funkcji w punkcie. Twierdzenie o granicy sumy, iloczynu i ilorazu

funkcji.
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Pytanie 18. Definicja ciagtosci funkcji w punkcie. Przyktady. Twierdzenie o ciagtosci sumy,
iloczynu, ilorazu i ztozenia funkcji ciggtych. Idea dowodu.

Pytanie 19. Funkcje wypukte. Definicja, wtasnosci, nieréwnodci, ciggltosé funkcji wypuktlej
(idea dowodu).

Pytanie 20. Definicja Pochodnej funkcji w punkcie. Przyktady funkcji rozniczkowalnych. Przy-
ktady obliczania pochodnej z definicji.

Pytanie 21. Reguly rézniczkowania. Wzory i idea dowodu.

Pytanie 22. Pochodne funkcji elementarnych. Wzory i przyktady wyprowadzenia.
Pytanie 23. Wtasnosci funkcji pochodnej. Twierdzenie Darboux.

Pytanie 24. Twierdzenia Rolla, Lagrange’a i Cauchy’ego oraz ich zastosowania.

Pytanie 25. Twierdzenie o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej. Zastosowania do obliczania po-
chodnych funkcji arcus i area.

Pytanie 26. Wyzsze pochodne, definicja i wzér Leibniza. Szkic dowodu wzoru Leibniza.

Pytanie 27. Wzér Taylora. Posta¢, zachowanie reszty, zastosowania. Skad wiadomo, ze dla
malych przyrostow reszta jest mata.

Pytanie 28. Reguty de I'Hospitala, idea dowodu, zastosowania.

Pytanie 29. Jak szuka¢ ekstreméw funkeji jednej zmiennej rzeczywistej? Warunki konieczne i
wystarczajace.

Pytanie 30. Funkcje wypukte i rozniczkowalne: wtasnosci pierwszej i drugie pochodne;j.
Pytanie 31. Funkcja pierwotna, definicja, przyktady, jednoznacznosc.
Pytanie 32. Funkcja pierwotna dla funkcji cigglej na odcinku. Idea dowodu istnienia.

Pytanie 33. Catkowanie przez czesci i podstawienie: wzory wraz z uzasadnieniami i przykta-
dami zastosowania.

Pytanie 34. Catkowanie funkcji wymiernych.
Pytanie 35. Podstawienia Eulera: jak wygladaja i skad sie biora.
Pytanie 36. Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich: fakty i zastosowania.

Pytanie 37. Pojecie zbieznosci bezwzglednej. Twierdzenie Riemanna o szeregach zbieznych
warunkowo.

Pytanie 38. Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach dowolnych.
Pytanie 39. Definicja calki Riemanna na odcinku zwartym.
Pytanie 40. Klasy funkcji catkowalnych w sensie Riemanna.

Pytanie 41. Wtasnodci catki Riemanna na odcinku zwartym.
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Pytanie 42. Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego: sformutowanie,
zastosowanie, przyktady.

Pytanie 43. Twierdzenia o calkowaniu przez czesci i przez podstawienie: sformutowanie, za-
stosowanie, przyktady.

Pytanie 44. Definicja catki na odcinku niezwartym, przyktady.

Pytanie 45. Bezwzgledna i warunkowa zbieznos¢ catki. Przyktady, podstawowe kryteria cal-
kowalnosci.

Pytanie 46. Kryteria catkowalnosci Abela i Dirichleta: sformutowanie, przyktady.
Pytanie 47. Definicja szeregu potegowego, przyktady, promien zbieznosci.
Pytanie 48. Ciagtos¢, rézniczkowalnosé i catkowalnosé funkeji zadanej szeregiem potegowym.

Pytanie 49. Funkcje elementarne i ich rozwiniecia w szereg potegowy.

II. PYTANIA WYMAGAJACE PRZEPROWADZENIA DOWODU

Pytanie 1. Twierdzenie o istnieniu kreséw wraz z dowodem.

Pytanie 2. Twierdzenie Cantora (o tym, ze zbiér podzbioréw zbioru X jest istotnie wigkszy
niz niz X') z dowodem.

Pytanie 3. Twierdzenie o zbieznosci ciagéw monotonicznych i ograniczonych z dowodem.
Pytanie 4. Dowdd ciagtosci funkeji = +— exp(z).
Pytanie 5. Dow6d Twierdzenia o zbieznosci ciggu Cauchy’ego.

Pytanie 6. Definicja i wlasnosci zbioréw otwartych w R. Przyktady, charakteryzacja zbiorow
otwartych w R.

Pytanie 7. Otwartos$¢ a ciggtosé odwzorowan. Dowdd stosownego twierdzenia.

Pytanie 8. Zbiér zwarty. Dowod zwartosci odcinka domknigtego.

Pytanie 9. Zwarto$é¢ a cigglosé. Dowdd stosownego twierdzenia.

Pytanie 10. Twierdzenie Darboux dla pochodnej z dowodem.

Pytanie 11. Twierdzenie o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej z dowodem i zastosowaniami.
Pytanie 12. Wzér Taylora, wyprowadzenie, postacie reszty, zachowanie reszty.

Pytanie 13. Reguly de I'Hospitala z dowodem (przynajmniej niektérych przypadkow).
Pytanie 14. Kryteria poréwnawcze zbieznosci szeregéw z dowodem.

Pytanie 15. Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego zbieznosci szeregdéw z dowodami.

Pytanie 16. Kryteria Abela i Dirichleta zbieznosci szeregéow z dowodami.
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Pytanie 17. Twierdzenie Riemanna o szeregach zbieznych warunkowo z dowodem.
Pytanie 18. Twierdzenie o catkowalnosci funkcji ciggtej na odcinku domknietym z dowodem.

Pytanie 19. Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego: sformutowanie,
zastosowanie, dowod.

Pytanie 20. Twierdzenia o catkowaniu przez czesci i podstawienie dla catki Riemanna: sfor-
mutowanie, zastosowanie, dowod.



