Egzamin ustny z Analizy 11
semestr letni 2008 /2009

Szanowni Panstwo, ponizej znajda Panstwo spis pytan na egzamin ustny z analizy I1. Egzamin
bedzie odbywat si¢ wedtug tych samych zasad co w zesztym semestrze. Przypominam, ze osoba
zdajaca na trojke odpowiada na trzy pytania proste, osoba zdajaca na czwoérke odpowiada
na dwa proste i jedno trudne, przy czym ma prawo do wybrania pytania trudnego sposrod
przedstawionych przeze mnie propozycji, a osoba zdajaca na piatke odpowiada na dwa trudne i
jedno tatwe bez mozliwosci negocjacji. Ze wzgledu na to, ze niektore pytania sg bardzo obszerne
zastrzegam sobie prawo do zmniejszenia liczby pytan do dwdch.

I. PYTANIA ZWYKLE

Pytanie 1. Przestrzen metryczna: definicja, przyktady, przyktady metryk w R", réwnowaznosé
metryk. Odpowiadajgc na to pytanie nalezy podac definicje metryki i przyktady przestrzeni
metrycznych, najlepiej rozne, tzn nie samo R™. Nalezy zna¢ przyktady metryk w R™ i umiec
rysowac kule w tych metrykach, zna¢ pojecie rownowazno$ci metryk i jego konsekwencje dla
poje¢ ciggltosci 1 zbieinosci oraz umieé uzasadni¢ rownowainosc trzech uiywanych przez na
metryk w R™, mozna sie ograniczyé do n = 2.

Pytanie 2. Zbiory otwarte, domkniete, zwarte i spojne w R™. Odpowiadajgc na to pytanie
nalezy znaé podstawowe fakty stuzqce do sprawdzania czy dany zbior jest ODZS. Chodzi tu o
zachowanie poszczegolnych wlasnosci wzgledem odwzorowan cigglych, zaleznosci miedzy wia-
snosciami (np. Ze zbidr ograniczony i domkniety jest zwarty w R"™) oraz oczywiscie definicje
poszczegolnych pojec z przyktadamia.

Pytanie 3. Ciaglos¢ odwzorowan przestrzeni metrycznych, w szczegdlnosci odwzorowan R” —
R™. Nalezy podac definicje cigglosci w punkcie, przyktady odwzorowan ciggltych i nieciggtych,
opisaé trudnosci jakie napotyka sie przy badaniu cigglosci funkcji wielu zmiennych (wraz z
przyktadamsi).

Pytanie 4. Przestrzen wektorowa unormowana, przestrzen Banacha. Nalezy podaé defini-
cje normy, uzasadnic, ze przestrzen unormowana jest metryczna, znac pojecie rownowaznosci
norm, omowic¢ uzywane normy w R™. Podac przyktady przestrzeni wektorowych unormowanych
innych niz R™, zna¢ definicje przestrzeni Banacha i podac przynajmniej jeden przyktad inny niz
R™.

Pytanie 5. Definicja pochodnej w punkcie odwzorowania miedzy przestrzeniami Banacha.
Nalezy podac definicje pochodnej, omowié szczegolowo przypadek odwzorowania z R™ do R™,
tzn. jak wyglgda pochodna, jak badamy rozniczkowalno$é itp.

Pytanie 6. Definicja pochodnej kierunkowej i jej zwiazek z pochodng odwzorowania w punk-
cie. Nalezy podac definicje pochodnej kierunkowej i fakty z ktorych wynika zwigzek pochodnej
kierunkowej z pochodng. Nalezy omowic takze pojecie pochodnej czqgstkowej i podaé przyktady.

Pytanie 7. Formalne prawa rézniczkowania. Nalezy znac wzory na pochodng sumy odwzorowan,
tloczynu odwzorowania przez liczbe i przez funkcje oraz ztozZenia odwzorowan.

Pytanie 8. Norma odwzorowania liniowego. nalezy podaé definicje normy odwzorowania 1
podstawowe fakty, np. oszacowanie na norme iloczynu odwzorowan. Nalezy tez wypowiedzieé
sie o zwigzku ograniczonosci z cigglosciq 1 szczegolnej sytuacyi w przestrzeniach skonczenie
wymaarowych.
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Pytanie 9. Definicja ekstremum lokalnego funkcji wielu zmiennych i warunek konieczny dla
funkcji rézniczkowalnych. Warunki wystarczajace. Opricz rzeczy wymienionych w samym py-
taniu, nalezy jeszcze wspomnieé o istnieniu innych niz ekstrem punktow krytycznych.

Pytanie 10. Pochodne wyzszych rzedéw Nalezy zdefiniowac pochodng k-tego rzedu, wiedziec
jakiego rodzaju obiektami sq te pochodne. Poda¢ kryterium rozniczkowalnosci k-tego rzedu w
terminach pochodnych czgstkowych.

Pytanie 11. Wzor Taylora. Nalezy umiec zapisaé wzor Taylora dla odwzorowania R — R™,
sformutowaé twierdzenie o reszcie i wiedzie¢ do czego sie go uzywa (np. w dowodzie warunku
wystarczajgcego istnienia ekstremum,).

Pytanie 12. Twierdzenie o funkcji odwrotnej, sformutowanie i zastosowania. Chyba nie ma
czego objasniac

Pytanie 13. Twierdzenie o funkcji uwiktanej, sformutowanie i zastosowania. Obliczanie po-
chodnej funkcji uwiktanej. Oprocz sformutowania twierdzenia nalezy wypisa¢ wzory na pochod-

ng.

Pytanie 14. Poszukiwanie ekstremow funkcji zadanej w sposéb uwiktany. Warunki konieczne
i wystarczajace. Obliczanie pierwszej pochodnej funkcji zadaniej w sposob uwikltany 1 wzor na
drugq pochodng w punkcie krytycznym.

Pytanie 15. Definicja powierzchni wymiaru k zanurzonej w R", przyktady powierzchni, spo-
soby zadawania powierzchni. Nalezy podac definicje @ kilka roznych przykladow. Nalezy takze
omowic¢ metody zadawania powierzchni przy pomocy rownan i parametryzacji oraz znac warunki
jakie muszq byc spetnione, aby rownania, czy parametryzacja zadawaty powierzchnie.

Pytanie 16. Przestrzen styczna do powierzchni. Odpowiadajgc na to pytanie nalezy powie-
dziec¢ jak definiuje sie przestrzen styczng do powierzchni, jak wprowadza sie w niej strukture
wektorowq, jaki ta przestrzen ma wymiar itp.

Pytanie 17. Metoda mnoznikéw Lagrange’a. W tym pytaniu chodzi o sformutowanie twier-
dzenia Lagrange’a i wykazanie sie zrozumieniem skqd sie to twierdzenie bierze (szkic dowodu).
Nalezy ponadto wiedzie¢ w jaki sposob bada sie charakter znalezionego punktu krytycznego.

Pytanie 18. Odwzorowania zblizajace, zasada Banacha wraz z uzasadnieniem. Ten dowdd
jest na tyle prosty, zZe chyba kazdy moze go przedstawic.

Pytanie 19. Twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu i jednoznacznosci, idea dowodu. Précz sfor-
mutowania samego twierdzenia nalezy przedstawi¢ metode dowodu, tzn opisac glowne punkty 1
wskazaé na zastosowanie zasady Banacha.

Pytanie 20. Réwnania rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu jednorodne i niejednorodne. Wta-
snodci przestrzeni rozwiazan. Co to jest rownanie rozniczkowe liniowe. Wtasno$ci zbioru roz-
wigzan rownania jednorodnego i rownania niejednorodnego.

Pytanie 21. Rezolwenta réwnania rézniczkowego liniowego jednorodnego i jej wlasnosci. Przy-
padek rownania o statych wspotczynnikach. Definicja rezolwenty @ jej wtasnosci. Postac rezol-
wenty w przypadku rownania o statych wspotczynnikach i sposob jej wyznaczania.

Pytanie 22. Réwnania rézniczkowe liniowe wyzszego rzedu jednorodne o statych wspotezyn-
nikach. Posta¢ rozwiazan. Metoda rozwigzywania poprzez sprowadzenie do rownania pierwszeqo
rzedu. Postaé rozwigzati (z uzasadnieniem, dlaczego wlasnie tak).
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Pytanie 23. Metoda uzmienniania statych dla rownan rézniczkowych liniowych pierwszego
rzedu niejednorodnych.

Pytanie 24. Metoda uzmienniania statych dla réwnan rézniczkowych liniowych wyzszego rze-
du niejednorodnych. Czym sie rézni przypadek rownania pierwszego rzedu od przypadku wyzszego
rzedu.

Pytanie 25. Wzoér Liouville’a. Zastosowanie do rozwigzywania réwnan rézniczkowych linio-
wych wyzszego rzedu o wspotezynnikach zaleznych od czasu.

Pytanie 26. Definicja catki Riemanna na R". Wtlasnosci calki. Funkcje catkowalne. NaleZy
podaé definicje i wymienié¢ wlasnosci (liniowo$é, addytywnosé wzgledem obszaru...). Kryteria
catkowalnosci i twierdzenie Lesbeque’a (bez dowoddw, mile widziane wszelkie uzasadnienia)

Pytanie 27. Calka po zbiorze ograniczonym, zbiory mierzalne w sensie Jordana. Definicja
catki po zbiorze innym niz kostka, po jakich zbiorach mozna catkowac, co to sq zbiory mierzalne
w sensie Jordana...

Pytanie 28. Twierdzenie Fubiniego. Sformutowanie twierdzenia, zastosowanie. Wszelkie przy-
padki szczegolne jesli np. dla pewnego x calka [ f(x,y)dy nie istnieje mimo, zZe f calkowalna.

Pytanie 29. Twierdzenie o zamianie zmiennych dla catki Riemanna na R™ Nalezy znac sfor-
mutowanie twierdzenia, wiedzie¢ dlaczego we wzorze jest wartos$¢ bezwzgledna Jacobianu, pod-
czas kiedy na RY tego nie ma, znaé Jacobiany podstawowych zamian zmiennych: kartezjariskie-
biegunowe-sferyczne.

Pytanie 30. Co to jest i do czego stuzy rézniczkowalny rozktad jednosci?

Pytanie 31. Definicja calki niewlasciwej na R", n > 1. Roznice w stosunku do przypadku
n = 1. Warto znaé jakis przykiad pokazujacy te réznice.

Pytanie 32. Catka z parametrem, ciggto$¢ i rozniczkowalnosé wzgledem parametru (przypa-
dek zwartego obszaru catkowania). NaleZy wiedzie¢ co to jest calka z parametrem, po co sie
takie rzeczy rozwaza i umie¢ sformutowac podstawowe twierdzenia, dzieki ktorym ta calka jest
uzytecznym narzedziem.

Pytanie 33. Calka z parametrem, ciggtos¢ i r6zniczkowalno$é wzgledem parametru (przypadek
niezwartego obszaru catkowania). Nalezy wiedzie¢ co to jest calka z parametrem, po co sie
takie rzeczy rozwaza i umieé sformutowac podstawowe twierdzenia, dzieki ktorym ta catka jest
uzytecznym narzedziem.

Pytanie 34. Jednostajna zbieznos¢ catek z parametrem. NaleZy znac i rozumiec definicje,
wiedzie¢ czym to sie rozni od zbieznosci punktowe] i wiedzie¢ po co sie takie pojecie wprowadza.

II. PYTANIA WYMAGAJACE PRZEPROWADZENIA DOWODU

Pytanie 1. Odwzorowania liniowe przestrzeni Banacha. Ciaglosé¢, ograniczonos$¢. Przypadek
przestrzeni skonczenie wymiarowych.

Pytanie 2. Wyprowadzi¢ wzor na pochodna ztozenia odwzorowan.

Pytanie 3. Udowodnié¢ twierdzenie o wartosci éredniej dla odwzorowan klasy C*.
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Pytanie 4. Udowodni¢, ze druga pochodna odwzorowania w punkcie jest odwzorowaniem
dwuliniowym symetrycznym.

Pytanie 5. Twierdzenie Taylora o reszcie z dowodem i jego zastosowania.
Pytanie 6. Twierdzenie o funkcji odwrotnej, szkic dowodu.
Pytanie 7. Twierdzenie o funkcji uwiktanej, szkic dowodu.

Pytanie 8. Twierdzenie o rzedzie, czyli kiedy rownania okreslajg powierzchni¢ wraz z dowo-
dem.

Pytanie 9. Twierdzenie Lagrange’a o ekstremach zwigzanych wraz z dowodem.

Pytanie 10. Sformutowanie warunku wystarczajacego istnienia ekstremum dla ekstremow
zwigzanych wraz z uzasadnieniem.

Pytanie 11. Twierdzenie Banacha o punkcie staltym odwzorowania zblizajacego z dowodem.

Pytanie 12. Wyprowadzenie wzoru na rezolwente réwnania rézniczkowego liniowego pierw-
szego rzedu o statych wspotezynnikach.

Pytanie 13. Wyprowadzenie wzoru Liouville’a. Zastosowanie do rozwiazywania réwnan roz-
niczkowych liniowych wyzszego rzedu o wspoétezynnikach zaleznych od czasu.

Pytanie 14. Twierdzenie Lesbeque’a o funkcjach catkowalnych w sensie Riemanna, szkic do-
wodu.

Pytanie 15. Twierdzenie Fubiniego, szkic dowodu.

Pytanie 16. Twierdzenie o zamianie zmiennych dla catki na R", szkic dowodu. Dowdd jest
dtugi © do$¢ trudny, ale nalezy znaé podstawowe punkty dowodu i wiedzie¢ gdzie sq jakie trud-
nosci.

Pytanie 17. Rézniczkowalny rozktad jednosci - sformutowanie i dowdd twierdzenia o istnieniu.

Pytanie 18. Ciaglo$¢ caltki z parametrem wzgledem parametru, twierdzenia w przypadku
zwartego i niezwartego obszaru catkowania. Jeden z dowodow.

Pytanie 19. Roézniczkowalnos¢ catki z parametrem wzgledem parametru, twierdzenia w przy-
padku zwartego i niezwartego obszaru catkowania. Jeden z dowodow.

Pytanie 20. Definicja i kryteria jednostajnej zbieznosci catek z parametrem.



