Metoda opearacji elementarnych
(© G.Cieciura

0.1 Macierze

Definicja. Niech Z bedzie zbiorem, a m,n — liczbami naturalnymi; zwykle
w tym kontekscie Z = K jest cialem. Macierzq wymiaru m X n o wyrazach
ze zbioru Z nazywa sie uklad mn elementéw A'; zbioru Z, indeksowanych

dwoma wskaznikami: ¢ € 1,m, j € 1,n. Do oznaczania macierzy uzywac

bedziemy zwykle liter wyttuszczonych, piszac A = [Alj](ij)emxﬁ badz tez,
At AL LAY
.. C ) ) A A% LAY
w bardziej rozwiniete]j lecz obrazowej postaci, A = ) )
A7 AT L AT

Ta ostatnia konwencja uzasadnia nazywanie wskaznikéw ¢, j numerami wiersza i kolumny

wyrazu A';, zaé liczb m, n — liczba wierszy © kolumn macierzy(1).

ao. |2 =1 1 m=2 n=3, A, =2, AL =-1
Przyktad. JeshA_[_3 0 4]’tO{A13:1, A% = 3 A% =0, A% =4

Uwaga. Spotyka sie czesto takze dwie inne konwencje zwiazane z macierzami: niektorzy
zamiast Ai]» wola pisaé A; ; (lub A;;, pamietajac, ze ¢j jest tu uproszczona forma zapisu
pary (¢, 7), anie iloczynem); inni z kolei wola zapis A; Nasza notacja ma te zalete, ze po jej

przyswojeniu tatwo sie przestawié na kazda z dwu pozostalych, np. A3 = A3, Azq = A3

Oznaczenia. Dla m,n € N symbol K" oznacza zbiér wszystkich macierzy
wymiaru m X n (tzn. majacych m wierszy i n kolumn) o wyrazach z K. Jesli

A € K™, to wektory A',..., A™ sa kolejnymi wierszami, natomiast wektory
) ) . 1 3 =2
Aq,..., A, — kolumnami macierzy A. Np. jesli A = l T4 5 ] € R%, to

1 2 |1 1 3 | 2
A _[1737_2]7A _[77_475]7A1—[7]7A2—[_4]7A3—[ 5 ]

Oznaczmy dla skrétu | K, := K' | K™ := K", |, wtedy w ogdlnym przypadku
AL
J
A =[AY,... A €K, (?) oraz A, = : e K™.
Ay

"Méwiac écidlej macierz A jest odwzorowaniem (3, ) — Ai]» zbioru T, m x 1, n w zbiér
Z; element Ai]» € 7, zwany (i, j)-wyrazem macierzy A, jest wartoécia tego odwzorowania
w punkcie (4,7) jego dziedziny. Jak sie przekonamy, oznaczanie (i,j)-wyrazu symbolem
A(%,j) (zamiast Ai]») bytoby mniej poreczne i moglo by prowadzi¢ do niejasnosci.

2Piszemy [A1,..., A,] zamiast [ Y ], by wyrazniej wyodrebnié wyrazy;
niektdrzy lubia rozdziela¢ przecinkami takze wyrazy macierzy wielowierszowych.



Operacje algebraiczne na macierzach

K" jest przypadkiem szczegdlnym zbioru K¥ wszystkich funkcji X — K,
mianowicie dla X := 1, m x 1, n. Zatem mozemy w tym zbiorze ‘w zwyczajny
sposob’ (jak dla funkcji) okreslic operacje dodawania i mnozenia przez liczby:

(:,7)eX >
tzn.
A+B=C £ Y(i,j)e X: O, = A, + B,
czyli
At L0 AL BY ... B' AL +BY ... Al +B'
oL + oL = : : ;
A AT B% ... B™ A" 4 B™ .. A" 4 B™
At L. AL MNAY L MAY
AA = [)‘Aij](i,j)er tzn. A oo = : :
A" A™ AAT L AAT

Jak wiemy, K" 7z tak okreslonymi dziataniami stanowi przestrzen wektorowa.

Podkreélmy, ze sume A 4+ B definiujemy jedynie wtedy, gdy macierze A i B maja ten sam
wymiar: obie musza mieé jednakowa liczbe wierszy, a takze jednakowa liczbe kolumn;

w szczegllnoscl np. nie definiuje sie sumy wektora kolumnowego i wektora wierszowego.

Definicja. Jesli f = [f1,..., f.] € K, jest wektorem wierszowym, natomiast
21

x = : € K" — wektorem kolumnowym tego samego wymiaru, to ich
xn

iloczynem (w obligatoryjnej kolejnoéci wiersz - kolumna) nazywamy liczbe
fx = fizt +.. .+ fux" € K.
Jesli A € K", to wektor

Alx Azt + .. 4+ AL 2"
Ax = : = : =Azt+.. A" e K"
A"z Amat 4+ .+ A
nazywa sie iloczynem macierzy A 1 wektora kolumnowego . Podobnie okresla
sie iloczyn wektora wierszowego f = [f1, ..., fu] € K,, przez macierz A:

FA =[FfA., ....FfA] = fiAY, ..., iAL] = A+ + [LA" € K,.

Uogodlnienie tych definicji stanowi iloczyn macierzy A € K" przez macierz
B € K", zdefiniowany jako macierz, ktére] wyrazami sa wszelkie mozliwe

iloczynyp;vierszy pierwszego czynnika przez kolumny drugiego czynnika:
A'B, A'B, ... A'B,
AB = : : . : € K",
A™"B, A™B, ... A™B,

Wobec tego wyrazy macierzy C := A B wyrazaja sie nastepujacymi wzorami

Ci]‘ = AZB] = Z AikBk]‘;

k=1



widoczne sa tez nastepujace wzory na kolumny i wiersze powyzszej macierzy:

C;,=AB; oraz C' = A'B|.

Przyklady. 1 9 10
—4 6 [ ;L ] = 2 |,
5 =3 11
3 5 -1 =2
[2, 5] 5 _6 3 4 ] = [16, —20, 13, 16],

=10 =56 22 32

12[35_1_2]7—756
3 9 43 14 —22

Latwo sprawdzi¢, ze mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem dodawania:
A(B+ B)= AB + AB, (A+ A)B=AB + AB,
jesli A, A€ K", B,BeK".

Fakt. Mnozenie macierzy jest lgczne, tzn. (AB)C = A(BC), o ile wymiary
macierzy dopuszczaja stosowne iloczyny: A € K, Be K", C € K .

Istotnie, (¢,j)-wyraz (AB)C jest réwny > (Z AikBkl) Clj =5 (ZAikBlelj) =
AN AN
=5 AikBle'l]»; identyczne wyrazenie dostaje sie na (4, j)-wyraz macierzy A(BC), QED.
Tl

Whiosek. Dla n € N zbiér macierzy kwadratowych M, (K) := K" jest pier-
Scieniem (z jedynka) wzgledem dzialan dodawania i mnozenia macierzy.

7 . . |10fjo01f |01 01 (10| |00 101100 _ |00 —0
WA, 2€ o 0] [10] T loo]> [1o] [oo] T [1o) [o0]|o1] T loo] =™
wiec pierdcien Mo (KK) jest nieprzemienny i ma nietrywialne dzielniki zera. To samo dotyczy

pierscieni M, (K) dla n > 2, gdyz podzbiér M, (K), ztozony z macierzy A o wlasnodci
(i >21lub j > 2) = Ai]» =0, jest podpierécieniem M, (K) izomorficznym z M, (K).

Zastosowanie macierzy do zapisywania uktadu réwnan liniowych.

Jesli sa dane macierz A € K" oraz wektor kolumnowy b € K™, to mozemy
napisa¢ nastepujace réwnanie ‘wektorowe’ na wektor & € K":

Ax = b.

W postaci rozpisanej jest ono rownowazne uktadowi m réownan ‘skalarnych’

L., 2™ wektora x:

Ayt + A’ L AL = b
A2t 4+ A%+ L. A% = b

na ‘skladowe’ z

(U)

A7 a4+ A4 AT e = b7
A nazywa sie macierzq glowng (lub macierzq czesci jednorodnej) uktadu (U),

b — wektorem prawych stron uktadu, natomiast macierz [A|b], powstata z A
przez dotaczenie wektora b jako dodatkowej kolumny:



nazywa sie macierzq rozrzerzong uktadu (U). Zauwazmy, ze

e réwnaniom ukladu (U) odpowiadaja wiersze macierzy [A|b];

o ‘zwyklym’ operacjom algebraicznym na réwnaniach, przeksztatcajacym
uktad (U) do réwnowaznej postaci, np. takim, jak dodanie stronami do
jednego z réwnan kombinacji innych réwnan, odpowiadaja analogiczne
operacje na wierszach macierzy [A|b] (sa to, jak zobaczymy dalej, tzw.
operacje elementarne lub zlozenia takich operacji elementarnych).

Definicja (obraz i jgdro macierzy). Niech A € K"
o Przestrzen im A, rozpieta przez kolumny A, nazywa sie obrazem
(ang. image) macierzy A:
imA:=(A,...,A,) C K"

e Przestrzen rozwiazan réwnania Ae = 0 nazywa sie jadrem (ang. kernel)
macierzy A:

ker A :={x ¢ K": Az =0} C K".

0.2 Dwa sposoby opisu podprzestrzeni V c K"

Spotyka sie kilka réznych postaci opisu podprzestrzeni, lecz w gruncie rzeczy
sa tylko dwa typy, wystepujace w kilku réwnowaznych wariantach:

I. Opis wektorami rozpinajacymi II. Opis uktadem réwnan liniowych
I. Opis typu ‘wektory rozpinajace’ (w skrécie ‘opis typu W’ lub ‘W-opis’)
ma posta¢ V = (vy,...,v,) (v; € K" dane); stanowi on parametryzacje V,

gdyz jak pamietamy (vq,...,v,) = {tiv1+...+t,0, 1 t1,..., 1. € K}. Wzdr
typu V =1im A’ takze, z definicji obrazu macierzy, jest opisem typu W.

Przyklad. Ponizsze wzory sa W-opisem pewne] podprzestrzeni w K i roznia sie miedzy

2 3 2 3
soba jedynie notacja: V.= < [3] , [—2] >; V.= { [3] t1 + [—2] to 1 11,1 EK};
1 5

1 5
2 3 2 3
V::im[B—Q]; Vie={|3-2|t: teK’}.
15 15

II. Opis typu ‘uktad réwnai’ (w skrécie ‘opis typu R’ lub ‘R-opis’)
mapostat V ={x e K" : pyx=... = p,& =0}, gdzie ¢, ..., 9, € K, sa
danymi wektorami wierszowymi. Rowniez wzor postaci V = ker B, z definicji
jadra macierzy, jest opisem typu R.

Przyklad. Oto cztery R-opisy pewnej podprzestrzeni K2, rézniace sie jedynie notacja:

_ 3 . _ _ . _ 3 . 21‘1+3l‘2—4l‘3:0
V={w ek 2,3, —4e=[1,-43) =0} V—{azeK . $1_4x2+3x3:0}

V:{azEKS: [23_4]:1320}; V:ker[23_4].

bl

1-4 3 1-4 3

4



0.3 Operacje elementarne na uktadach wektorow

Niech V' bedzie ustalong przestrzeniq wektorowq nad cialem K.
Definicja. W zbiorze V" = V x...x V n-elementowych uktadéw (vq,...,v,)

okreslmy operacje elementarne jako operacje trzech nastepujacych rodzajow:

1° Przestawienie danych wektordw:
(V155 00) = (Va(1)s -+ s Vo)) o€ S,.
2° Pomnozenie poszczegdlnych wektoréw przez dowolne # 0 liczby A; € K:
(U1, oy 0n) = (AqU1, ooy Aoy,

3° Dodanie krotnosci jednego z wektoréw uktadu (powiedzmy wektora v;)
do pozostalych wektorow uktadu:

(V15 Uy ey ) = (V1 F Q10 e Uy, U+ Q05 );
tutaj wspétczynniki oq, ..., o 1,41, . .., a, € K moga by¢ dowolne.
Fakt. Kazda operacja elementarna jest odwracalna, a jej odwrotno$é jest
operacja elementarna tego samego typu (1%, 2° lub 3°).

Gdy (w1, wn) = (Vo(1), -+ Vo(n)), Whedy (Vi, ..., 0n) = (Wo=1(1), - -+, Wo=1(n))-
Gdy (w1, ..., wn) = (A1v1, .., Apwn), whedy (vi,. .., v0) = (AT wr, .. A7 bwy,).
Wreszeie gdy (w1, ..., wn) = (v1 4+ A1vj, ..., 05, ..., 0n + Agv;), wtedy

(U1, -, 00) = (W1 — Adqw;j, .., wh, . Wy — Ajw; ).
Definicja. Dwa uktady (vy,...,v,)1 (w1,...,w,) nazywamy rownowaznymd,
piszac (v1,...,v,) ~ (w1, ..., w,), jezeli uktad (w1, ..., w,) mozna otrzymac
z uktadu (vq,...,v,) stosujac pewna liczbe operacji elementarnych.

Przyklad (n=3): (vl, Vg, v3) ~ (g + 203, 4vs + vy, =201 + 3vg) gdyz

(01702703) (01,02 — Ul,U3+ U1)
2 (01 + 2vy — Zvi, v — 201,03 + J0)
i (—tv1 4 203 + 3(vs + 2v1),v2 — 2y, 03 + Z0y)
= (
-

> (9vg + 2v3, 3vg — 2v1,4v3 + 3v1)
91)2 + 21)3, 41)3 + 31)1, —21)1 + 31)2)

Fakt. Okreslona powyzej relacja ~ jest relacja réwnowaznosci w zbiorze V™.

Zwrotnosé i przechodniodé sa oczywiste, natomiast symetria wynika z poprzedniego faktu:
Odwrotnodcia ztozenia Ey o Ey o -+ o E} operacji elementarnych E1, E} jest zlozenie
EiltoBEsto--0 Ek_1 (réwniez operacji elementarnych).

Fakt. Jesli (vy,...,0,) ~ (w1,...,w,), to

(a) (vi,...,v, sa liniowo niezalezne) <= 1wy, ..., w, sa liniowo niezalezne,
(b) (v1,...,0,) = (W1,...,Wwy).

Inaczej méwiac, liniowa (nie)zaleznosé ukladu, a takze przestrzen rozpinana
przez uklad, sq niezmiennitkami operacyi elementarnych.

Charakter okreélenia relacji ~ powoduje, ze wystarczy sprawdzié¢ (a) i (b) w przypadku,



gdy uktad (wi,...,w,) jest rezultatem podziatania na (vi,...,v,) jedna operacja ele-
mentarna. Dla operacji typu 1° lub 2° (a) i (b) sa oczywiste, zajmijmy sie wiec operacja
typu 3°. Niech wiec, przy ustalonym j € 1, n, w; = vj oraz w; = v; +oyv; dlai € 1,n\ {j}.
Jedli vy, ..., v, sa l.niezalezne oraz Ay, ... A, €K, to w:= Ajwy + ...+ Ajw, jest réwne
vy —|—...—|—Xnvn, gdzie /N\j =Xai+...+A +...+ A, oraz o=\ dlai c1,n\{j}.
Widaé z tego, ze réwnosci M =0,...,A =0, bedace konsekwencja w = 0, implikuja

réwnosci A; = 0,..., A, = 0, a wiec wy, ..., wy, sa Lniezalezne, co konczy dowédd (a). Po-
wyzszy rachunek pokazuje tez, ze kazdy element w € (wy, ..., w,) nalezy do (v1,..., vy},
wiee (v1,...,0n) D (w1, ..., wy); to wraz z symetria relacji ~ koiczy dowdd (b).

Uwaga. Okazuje sie, ze réwnos¢ przestrzeni rozpinanych przez dwa uktady
jest warunkiem nie tylko koniecznym, ale i dostatecznym ich réwnowaznosci:

(U1, Un) ~ (W1, o w,) = (V1,000 ,0,) = (W1, .., Wy);

jest to jednak trudniejsze do wykazania, a zarazem niezbyt przydatne do
celéw rachunkowych, wiec dowdd odlozymy na pézniej (zob. Appendix).

0.4 Operacje elementarne na kolumnach
i na wierszach macierzy

W dalszym ciagu zajmiemy sie przypadkiem, gdy V jest przestrzenia K™
(macierzy wymiaru m x 1, tzn. wektoréw kolumnowych) lub K,, (macierzy
wymiaru 1 X n, tzn. wektoréw wierszowych); wygodnie jest wtedy uklad
(v1,...,v,) opisa¢ macierza, ktérej kolumnami lub wierszami sa wektory v;.

Macierz A mozna traktowac jako uklad jej kolumn, tzn. uklad (Aq,..., A,),
badz jako uklad wierszy (A',..., A™); prowadzi to do nastepujacych pojeé:

Definicja. Dwie macierze A, B € K", sa:

(a) kolumnowo rownowazne, co zapisujemy w postaci A ™ B, jezeli
4%

(Al,...,An)N(Bl,...,Bn).

(b) wierszowo réwnowazne, co zapisujemy w postaci A ~ B, jezeli
(A',...,A") ~ (B',...,B").
Przyktlad.
12] [t2—2]_f10]_Jto] _[t-3-00]_J10].
34|k (34-6| [3-2|x|31|k|3=-3-11] |01
23] [ 2 3 1_[23]_[23]_
45|w | 4—-2-25—-2-3|  [0-1|w|01l|w
_[2-3-03-3-1] _[20] _[10
w 0 1 w | 01|lw|01]"
Fakt. A;B = 1mA=1mB,
4%
AVNVB = ker A = ker B.

Wynika to natychmiast z punktu (b) poprzedniego Faktu.

Okazuje sie, ze w wielu sytuacjach szczegdlnie wygodne sa tzw. macierze



zredukowane (kolumnowo lub wierszowo) i, co wiecej, ze z kazdej macierzy A
mozna, stosujac operacje elementarne na jej kolumnach (wierszach) otrzymac
réwnowazna jej macierz kolumnowo (wierszowo) zredukowana.

0.5 Macierze zredukowane

Definicja. Samotnikiem wierszowym macierzy nazwijmy taki jej wyraz, ktory
jest jedynym # 0 elementem zawierajacego go wiersza; analogicznie okreslmy
samotniki kolumnowe macierzy.

0 1 2
3 0 0 ma dwa samotniki wierszowe:
0 0 4

A?] =31 A% = 4, oraz dwa samotniki kolumnowe: Aly =11 A% = 3.

Tak wiec np. macierz A :=

Fakt. Uktad ztozony z takich kolumn macierzy A, ktére zawieraja samotniki
wierszowe, jest liniowo niezalezny. Podobnie, uktad ztozony z takich wierszy
macierzy A, ktore zawieraja samotniki kolumnowe, jest liniowo niezalezny.

Niech kolumna A;, ma samotnika wierszowego ¢; := A%, A;, — samotnika wierszowego
o := A2, itd. Wtedy komb. liniowav = A Aj, + A2 A, +. .. ma wspShrzedne o numerach

i1, 12, ... réwne Ajer, Agea, ..., wiec skoro ¢ # 0, to v = 0 implikuje Ay = 0,42 =0, .. ..

Definicja. Macierzq kolumnowo zredukowanqg (w skrécie: KZ-macierza)
nazywamy taka macierz, ktérej kazda niezerowa kolumna ma samotnika
wierszowego. Podobnie, macierz wierszowo zredukowana (WZ-macierz) jest
taka macierza, ktorej kazdy niezerowy wiersz ma samotnika kolumnowego.

Przyklad. Po zastapieniu znakéw 77 dowolnymi liczbami, a znakéw ‘x* — liczbami # 0,

ponizsza macierz M stanie sie KZ-macierza, natomiast macierz N — WZ-macierza:

0 0 0 0 0

S

(l
(e BN R =R e}
[ R R I SR R e}
b SRS R en BEEV RN e IR B )
OO o oo oo
RS R an RN M R
OO OO D
DD N D e
OO OO DO O
OO OO OO
RS R an RN M R
O OO OO OO
RS R an RN M R

oo oo oo
O 0D D D I %

Oczywista konsekwencja poprzedniego faktu jest

Fakt. (1) Niezerowe kolumny KZ-macierzy sa liniowo niezalezne.
(2) Niezerowe wiersze WZ—macierzy sa liniowo niezalezne.

Macierze zredukowane mozna takze opisa¢ w inny sposéb, uzywajac poje-
cia macierzy permutacyjnej (w skrécie: P-macierzy). P-macierzq nazywaé
bedziemy macierz, majaca zaréwno w kazdym wierszu, jak 1 w kazdej ko-
lumnie, doktadnie jeden wyraz rézny od 0; jasne, ze taka macierz musi by¢
kwadratowa (tzn. mie¢ tyle wierszy, co kolumn). Przyktadami P-macierzy sa:

0 5 0 01 0 2 0 0 0 0 3
30 0|,]00 —1|,] 0 0 =5{,]-2200
0 0 7 2.0 0 0 3 0 0 7 0



Podmacierzq macierzy A nazywamy macierz, otrzymana przez (ewentualne)

1 2 3
wykreslenie z A pewnych wierszy i/lub kolumn. Na przyktad | 4 5 6
7T 8 9

zawiera nastepujace podmacierze wymiaru 2 x 2:
1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 4 5 4 6 5 6
4 50’4 6|5 6|7 8|77 9|8 9|7 8|'[7T 9|8 9]
Latwo teraz przekonac sie, ze zachodzi nastepujacy

Fakt. Macierz A € K" jest KZ-macierza <= zawiera pewna podmacierz,
bedaca P-macierza wymiaru r x r, gdzie r = (liczba # 0-kolumn A).
Analogicznie jest dla WZ-macierzy: tym razem r = (liczba # 0-wierszy A).

Przyklad. Powyzsze macierze M 1 N zawieraja nastepujace podmacierze permutacyjne:

0 0 0 = 0 « 0 0
0 « 0 O 0 0 % 0
dla M : L 0 0 ol dla NV : L 0 0 ol
0 0 % 0 0 0 0 =«
przy tym M ma 4 niezerowe kolumny, N — 4 niezerowe wiersze, wiec M jest KZ-macierza,
1 0 4
. 0 0 5 |. . . . 0 5
a N — WZ-macierza. 9 0 6 jest KZ-macierza, gdyz ma P-podmacierz L
2 0 3 0 0

zad jest WZ-macierza, gdyz ma P-podmacierz [ é 2 ]

1
0
0
0

o W o

0
4
0

Definicja. Ustalmy wskazniki i, j, dla ktérych A’; jest niezerowym wyrazem
macierzy A. Operacja elementarna (typu 3°, na kolumnach), okreslona jako

dodanie takich krotnosci kolumny A; do pozostatych
kolumn, zeby wyraz A’; stal sie samotnikiem wierszowym

nazywa sie redukcjq kolumnowq wzgledem wyrazu A';, zwanego wyrazem
bazowym dla tej operacji.

Definicja redukeji wierszowej wzgledem wyrazu bazowego A'; jest analogiczna:

dodanie takich krotnosci wiersza A’ do pozostaltych

wierszy, zeby wyraz A; stal sie samotnikiem kolumnowym

2 3 4
Przyklad(®). Dla A = [ 2 5 ] i wyrazu bazowego A%, = 1 redukeja kolumnowa
3 5 6
2 3-2-2 4-5-2 2 -1 —6 ]
wyprodukuje z macierzy A macierz 1 2-2-1 5-5-1 = 1 0 0 ,
3 5—-2-3 6-5-3 3 -1 -9 |
2—-2-1 3—-2-2 4-2-5 0 -1 -6
redukcja wierszowa za$§ — macierz 1 2 5 =11 2 5
3-3-1 5-3-2 6-3-5 0 -1 -9 |

Zgodnie z definicja w redukcji kolumnowe] zastepuje sie kazda kolumne Ay,
dla k # j, wektorem Ay + arA;j, ze wspolczynnikiem ¢y, wyznaczonym z

3Wybrany wyraz bazowy macierzy bedziemy w dalszym ciagu wyrézniaé ramka D



7
AJ

Wygodnie jest zapamietac¢ ten rezultat w formie nastepujacego schematu:

warunku 0 = (i-ta wspéhrzedna Ay +arA;) = Ay + ap A%, tzn. af = —

— lub

dla redukeji kolumnowe;j dla redukcji wierszowe;)

wymaga on oczywiste] modyfikacji, gdy wyraz bazowy lezy w innym ‘rogu’.
Algorytm Redukcji Kolumnowych

Polega on na przeprowadzaniu redukcji kolumnowych wzgledem kolejnych
wyrazow bazowych, wybieranych zgodnie z dwiema nastepujacymi zasadami:

(K) nie moga sie powtarza¢ numery kolumn wyrazéw bazowych;
(W) nie moga sie powtarza¢ numery wierszy wyrazoéw bazowych.

Przestrzegajac zasady (K) nie da sie naruszyé zasady (W) (), wiec mozna by opuscié (W),
jako konsekwencje (K); jednak powyzsza symetryczna postaé ‘wytycznych’ jest tatwiejsza
do zapamietania i poreczniejsza w uzyciu. Uzupetniajaca (juz nie obligatoryjna) zasada

jest wybor takich wyrazdéw bazowych, przez ktére ‘tatwo’ jest dzielié.

Kazda redukcja kolumnowa sprawia, ze jej wyraz bazowy staje sie samotni-
kiem wierszowym, a przy tym samotniki z innych (np. wezeéniej wybranych)
kolumn pozostana samotnikami. Wobec tego po zakonczeniu procedury, gdy
nie jest juz mozliwy wybdér nowego wyrazu bazowego, kazda niezerowa ko-
lumna ma samotnika wierszowego, czyli otrzymana macierz jest KZ-macierza.

Algorytm Redukcji Wierszowych réini sie od powyszszego
jedynie tym, ze redukcje kolumnowe nalezy zastapi¢ redukcjami wierszowymi.

7, powyzszych rozwazan wynika natychmiast nastepujace

Twierdzenie. 7Z dowolnej macierzy A mozna otrzymac, stosujac operacje
elementarne typu 3° na kolumnach, réwnowazna jej kolumnowo KZ-macierz.
Analogicznie, kazda macierz jest wierszowo rownowazna pewnej WZ-macierzy.

Przyktlad.

2 3 3 4 2 -1 2 0 0 1 0 0 0 1 0]
355 6] |3 -1 2 3| _|-1 2 —1|_|0 1 00
2 1 1 |x|1 0 0o o0|x|1 0 0 0/|x|1 0 00

| 2 1 =5 =2 2 =3 -7 —4 16 —10 =7 10 6 —10 13 0 |

(2 3 3 4 0 2 0 -1 1 2 001 1]
3 5 5 6| 10 3010 0 1] _]010 -1
2 1 1 w1 1 |w|l 3 0 -1|w|[100 2
2 1 0 —4 0 —10 0 10 000 0 |

Obie koncowe macierze sa zredukowane (kolumnowo w 1., a wierszowo w 2. przypadku).

Wiersz, ‘uzyty’ juz poprzednio, ma # 0 wyraz jedynie w ‘uzytej’ poprzednio kolumnie.



0.6 Zastosowanie operacji elementarnych
do podstawowych zadan numerycznych
algebry wektorowej

Omowimy teraz kolejno nastepujace zagadnienia:

1. Uproszczenie opisu typu W. Obliczanie wymiaru im A. Badanie liniowe]
niezaleznosci danych wektoréw z K™

1*. Uproszczenie opisu typu R. Obliczanie wymiaru ker B. Badanie liniowej
niezaleznosci danych réwnan, tzn. wektoréw z K,

2. Przejscie od opisu typu R do opisu typu W, czyli Rozwiazywanie jedno-
rodnego uktadu réwnan liniowych

2*. Przejscie od opisu typu W do opisu typu R, czyli Znajdowanie zupetnego

uktadu réwnan liniowych spetnianych przez dane wektory

Rozwiazywanie uktadu réwnan liniowych niejednorodnych

Odwracanie macierzy kwadratowe;j

Znajdowanie przeciecia Vi NV, dwéch podprzestrzeni

Znajdowanie sumy algebraicznej V; + V5 dwéch podprzestrzeni

SRR AN

1. Uproszczenie opisu typu W. Obliczanie wymiaru im A.
Badanie liniowej niezalezno$ci danych wektoréw z K™.

Poniewaz A’ ~ A = imA =im A’, wiec w opisie V = im A mozemy A za-
4%

stapi¢ KZ-macierza A, otrzymana z A przez zastosowanie algorytmu reduk-
cji kolumnowych; zatem dim V' jest liczba # 0-kolumn A’ oraz V = im A",
gdzie A" jest rezultatem usuniecia z A" ewentualnych kolumn zerowych.

7 3 1 0 731 0
. 4 2 2 -1 . 42 2 -1
Przyklad 1. Niech V = < ol 121110 |27 >, wtedy V = im 02 10 —7 |
5 1 —b 4 51 -5 4
73[1] o 0 0 1 0 00 1 0 10
s |42 2 =1 =10 =4 2 [-L]] {00 0 1} oo L0 —1|
0210 7| & | —-70-28 10 —7 | K |00 —4 —7 | ¥V =W 4 7] 7=
51 -5 4 40 16 —b5 4 00 3 4 3 4
1 0
< _04 , :; >, dimV = 2, wiec cztery wektory z poczatkowego opisu V sa lin. zalezne.
3 4 4] 17 [2 4[1]2 0 10
— (3 1% | _(324a|_|-H520]_
Przyklad 2. Dla V = < o lalo s > mamy A = L4l w54 25| %
| 2 3 1 2 31 —-10 3 =5
010 01 07 010
[1]20 10 0 10 0], , — o :
Yl 3 a1l %3 =21 |%|1-11 ; ostatnia macierz jest KZ, wiec jej kolumny (nie-
2 31 2 —1[1]] [0 01 ;1 ; i
zerowe!) sa l.niezalezne; stad dimV = 3 i wektory o lalo s tez sa l.niezalezne.
2 3 1
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1*. Uproszczenie opisu typu R. Obliczanie wymiaru ker B.
Badanie liniowej niezalezno$ci danych réwnan, tzn. wektoréw z K,

Poniewaz BVNVB/ = ker B’ = ker B, wiec w opisie V = ker B mozemy
B zastapi¢ WZ-macierza B', otrzymana z B przez zastosowanie algorytmu
redukcji wierszowych; wynika stad(®), ze dimV = m — r, gdzie r jest liczba
niezerowych wierszy B’ (jak poprzednio, V' C K™, tzn. m jest liczba ‘nie-
wiadomych’, tzn. liczba kolumn B i B'); ponadto V = ker B”, gdzie B" jest
rezultatem opuszczenia w B’ ewentualnych wierszy zerowych.

Przyklad 3. Jedli V C K* jest zdefiniowana jako przestrzen rozwiazani ukladu réwnar

Try +3x2 a3 =0,
4l‘1 —|—2l‘2 —|—2l‘3 — X4 IO, (U)
21‘2 —1—101‘3 —7l‘4 = 0,
5l‘1 +xo —5l‘3 —|—4l‘4:0,
to V = ker B, gdzie
T3 1 0 [ -8 0 16 —12 000 0 00 0 0
B 42 2 -1 |[6]o12 -9 | _|-6012-9] |20—4 3
102 10 =T|w|-1002 15w | 0 00 0 |w|0OO0O 0O 0|’
5(1] -5 4 L 5 1 -5 4 0 15 —1 02 10 -7
wiee V = {az ct . 2z, 2, +_13£2 i’?ii ; 8} = ker [g g 161 _37]; ostatnia macierz

jest WZ, wiec jej wiersze (niezerowe) sa liniowo niezalezne, skad dimV =4 -2 = 2.

2. Przejsécie od opisu typu R do opisu typu W
czyli

Rozwiazywanie jednorodnego ukladu réwnan liniowych‘

Po uproszczeniu zgodnie z punktem 1* dostajemy opis V = ker C, gdzie C
jest WZ-macierza (bez zerowych wierszy). Niech K C 1,m bedzie zbiorem
numeréw kolumn jakiej$ maksymalnej P-podmacierzy C(°). Wtedy uktad
Cx = 0 mozna przepisa¢ w postaci

Tp= > ij:zjj dla k € K ()
IEK
(mianowicie D¥; = —%, gdzie O}, = jedyny niezerowy wyraz k-kolumny),
wiec jego rozwiazanie ogélne ma postac
() ;g5 — dowolne z K, (z1),cx — okreslone wzorami (*).
Zauwazmy teraz, ze jesli zastapimy w wektorze & wspétrzedne xy, k € K,
wyrazeniami ij:zjj, to otrzymamy przedstawienie postaci ® = > z;v;;
JEK jeK

zatem tak znalezione wektory v; tworzq baze V, czyli daja jej W-opis(7).

20-4 3

Przyklad 4. Dla V z przyktadu 3. dostalismy C = [0 210 —7

], wiee K = {1,2} oraz

>Np. przez przejécie od opisu typu R do opisu typu W, patrz dalej punkt 2.
5K mozna uzyskaé jako zbiér numeréw kolumn zestawu samotnikéw kolumnowych,
wybranych po jednym z kazdego wiersza macierzy C.

"Wektory v; sa liniowo niezalezne, gdyz & zalezy injektywnie od zestawu (xj)].em\K.
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21‘3 — gl‘4

_ 4 x1= 223 —3x4) _, | -brz+ %904 . _

V_{azEK s = —bis _1_29:4}_{33_ s : x3,x4EK}_
L4

2 -3 2 -3 2 =3

-5 7 -5 7 . -5 7

:{az:xg 1 —I—%x4 0 :J:g,x4€K:< 1] o >:1m 10

0 2 0 2 0 1

Jest to W-opis przestrzeni V rozwiazan uktadu (U); tym samym rozwiazaliémy uktad (U).

Warto zauwazyé, ze znaleziony W-opis V' jest maksymalnie uproszczony, tzn. odpowiada

macierzy KZ; nietrudno dowiesé, ze jest tak zawsze przy stosowaniu powyzszej procedury.

Uwaga. Oczywiscie v; mozna znalezé jako takie rozwiazanie @ uktadu Cz = 0 (lub (*)),

w ktérym sa zerami wszystkie wspélrzedne o indeksach z 1, m\ K, oprécz z; = 1.
2*. Przejécie od opisu typu W do opisu typu R

czyli

Znajdowanie zupeitnego ukladu réwnan liniowych
spelnianych przez dane wektory

Po uproszczeniu (punkt 1.) dostajemy opis V = im C, gdzie C € K™, jest

KZ-macierza (bez zerowych kolumn). Czes¢ zaleznosci x; = 3 C*;uj, odpo-
J

wiadajacych rozkladowi @ = 3~ Cju;, ma nader prosta postac xy, = cjuy;

J
tych prostych zaleznosci wystarcza do wyrazenia wszystkich u; (samotniki

wierszowe!) przez wspélrzedne ®. Wstawiajac teraz u; = ci:zjj do pozostalych
J

(tzn. dla i spoza zbioru K = {ki, ..., k,}) zaleznosci z; = 3 C"ju; dostajemy
J

rownania na @, rownowazne oczywiscie warunkowi & € im C.
1 0

Przyklad 5. W przykladzie 1. dostaliémy @ € V' < Fuj,uy: x = _04 Uy + :; Us;
3 4

gatem { *t T b wstawiajac Y= 4, pozostalych zaleznosci w3 = —duy = Tuy,

Ty = —us; Uy = —&y x4 = 3uy + 4us
. l‘3:—4l‘1—|—7l‘2,
dostajemy 4 = 3w, — du. Zatem
_ 4 4x1—Txo+23=0| _ 4-710
V—{wEK CSuy —dwg — g =0f T 5T |3 a0 -1]

Zauwazmy, ze uzyskany w ten sposéb opis V' = ker B ma postaé mozliwie najwygodniejsza:

B = [;1 :1 é _01] jest WZ-macierza. Latwo uzasadnié, ze jest to ogdlna prawidlowosé.

3. Rozwigzywanie ukladu réwnan liniowych niejednorodnych.

Postepowanie polega na przeprowadzeniu algorytmu redukcji wierszowych(®)
dla macierzy rozszerzonej uktadu, przy czym w kazdym kroku bazowe wyrazy
nalezy wybieraé¢ jedynie z czesci gléwnej tej macierzy(?).

8Gdyz operacje na wierszach sa w istocie operacjami na réwnaniach uktadu, takimi jak
np. dodawanie réwnan stronami czy ich odejmowanie.
9Gdyz celem jest wyrazenie niewiadomych poprzez prawe strony, a nie na odwrét.
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209 + @3+ 34 =2 0 2 1 3 2
1+ xs+ l‘3—|—3l‘4 = -2 1 1 1 3 -2
Prayklad 6.3 5 o 10w+ 6as+ 150 =1 (7™ |5 10 6 15 |7 | 1
l‘1—|—21‘2—|— l‘3—|—21‘4 =1 1 2 1 2 1_
Rozwiazanie:
02 [1] 3]2 0 21 3]|2 02132 001 5|4
11 1 3|2 _|[1J-1t00|-4|_|1-100]|-4] |100-1]-1
510 6 15| 1 |w| 5 —20 =3|-11|w |0 3 0-=3]9 [w|OO0O0 0|0 |’
12 1 2|1 1 0 0-1|-1 0[1]o~1]3 010—1]3
-1 1
= i 3 1
czyli{x2:3—|—x4, Zatem rozwiazaniem ogdlnym jest & = 4 + A _5 ,Ae K.
l‘3:—4—5l‘4. 0 1

Przyklad 7. Rozwiazmy dwa uktady, rézniace sie jedynie prawymi stronami:

3 -4 1 1 3 -4 1 2
o [_52 3]H o [_52 3]H
2 1 -3 3 2 1 =3 5

Bedziemy oba uktady rozwiazywaé réwnoczeénie:

3 -4 1|1 2 110 —11]13 22 0 0 0]B o
—5232—8;—90@—4—18; -9 0 9|—4 —18 |.
2 [1] -3[3 5 2 1 —=3[3 5 1103_1
ro=—-1+4=x I
Odpowiedz. (a) Uktad sprzeczny. (b) {;: 2—1—1‘1  tzn. ® = +A]1 € K.
3 — - 1
1

4. Odwracanie macierzy kwadratowej.

Jak wiemy (AB); = AB;, tzn. j-ta kolumna iloczynu AB jest iloczyn ma-
cierzy A przez j-ta kolumne B, macierzy B. Stosujac ten wzér do przypadku,
gdy A, BcK" i AB =1,, tzn. gdy B = A™", widzimy, ze wtedy

AB; = (j—ta kolumna) —e = (j—ty wektor bazy stamdlardloweJ)7

macierzy I, (zerojedynkowej) w K"

a wiec poszczegélne kolumny B szukane] macierzy B mozna znalezé jako
rozwiazania & ukladéw réwnan Az = e;. Poniewaz te uktady réznia sie je-
dynie prawymi stronami, wiec wygodnie jest tu (tak jak w przyktadzie 7)
zastosowa¢ metode ‘kolektywnego’ rozwiazywania takich ukladéw.

314
Przyklad 8. Dla znalezienia odwrotnosci A = [5 1] postepujemy nastepujaco:
6 27

O O = NN

3[1] 4|t 00 3 1 4|1 00 0 1 -17|-5 3 0
52 1010 |~ [ 1o -7|-210|~|~-10 =7/-210
6 2 7/001 0 0 -1/-201 0 0[1]]-201
0 1 0129

29 3 —-17 100|-12 -1 7 -12 -1 7
~1 =10 0121 =7 |~]010[29 3 —17]|, awieccA™ =] 29 3 —17|.
0 0-1|-20 1 oo1f 2 0 -1 2 0 -1

Zwykle bardziej ‘poreczny’ bywa alternatywny (‘wertykalny’) wariant powyz-
szej metody, w ktérym role wierszy 1 kolumn sa odwrécone.

23417 7T -5 2
Przyklad 9. Rezultat | 3 5 6 =1-3 2 0 mozna otrzymaé nastepujaco:
121 -1 1 -1

13



2 34 2 [-1] 2 0 -1 0 0 -1 0 1 0 0
3 56 3 -1 3 1 -1 [1] 0 0 1 0 1 0
[1]J21]_|1 0 o0 1 0 0| _| 1 0o 0of_ |0 0 1
1 00|k|1T -2 -1 |k| -1 -2 5 |k| 2 =7 -5|x| 7 =5 2
0 10 0 1 0 2 1 2 0 3 2 -3 2 0
0 01 0 0 1 0 0 1 -1 1 1 -1 1 -1

Nietrudno sprawdzié, ze (macierz kwadratowa A ma odwrotnosé ) <— A~1I,, awiec
K

(A_1 nie istnieje ) = (algorytm redukeji kolumnowych daje macierz z zerowa kolumnq).
A oto jeszcze inne uzasadnienie powyzsze] metody znajdowania odwrotnosci:

Zauwazmy, ze kazda operacje elementarna na kolumnach macierzy A € K™,
mozna opisa¢ wzorem A — AFE, gdzie E € K", jest pewna macierza, odpo-
wiadajaca danej operacji (tzw. macierzq elementarng(*?)). Na przyklad

a; ao Clg_ _Clz aj; ag a; as ag 010

b1 by bg | — | by by b3 | = | b1 by b3 100 (przestawienie 1.1 2. kolumny)
_61 C2 63_ _Cz Cc1 C3 C1 Cy C3 001

a; ao Clg_ _/\1a1 Azaz A36l3 aj; as az A 0 0 . .

by by by | = | Atby Aoby Asbs | = | by by by 0 Ay 0 (pomnozeme kolumn)
L C1 C3 C3 i L /\161 AQCQ A363 C1 Cy C3 0 A pracz hCZby /\1’ /\2’ /\3
ay az as ay az + faa1 az+ p3aq ay az as 1 pa ps .

bl bz b3 — bl bz + /,Lzbl b3 + /,Lgbl = bl bz b3 010 degnlzkrOE:)
| c1 ¢c2 c3 | | c1 c2+ p2e1 ez + paey €1 Cc2 €3 001 Lo Azl A

7 tego spostrzezenia wynika, ze jesli jakis§ ciag F1, ..., F. elementarnych operacji na ko-
lumnach prowadzi od macierzy A do macierzy jednostkowej, to AE; ... E, = I,; wtedy
(mnozac obie strony przez A_l) dostajemy réwnoéé I, E; ...E, = A™', ktéra pokazuje,

7e ten sam ciag operacji elementarnych prowadzi od macierzy I,, do macierzy A~', QED.
5. Znajdowanie przeciecia V1 NV, dwéch podprzestrzeni

Gdy dla V; znajdziemy opis typu W: V = (vq,...,v,), a dla V5 — opis typu
R, wéwezas przeciecie Vi N Vy sklada sie z tych v = 3 A\jv;, ktérych wspét-

K3
czynniki A; spetniaja rownanie indukowane z réwnan opisujacych V5.
51—870] v, = ker[l—l 0 -10

; stosujac

Przyklad 10. Niech Vi = ker [3 0-551 4-1-3 0 -1

100
-5 8 -7
procedure 2. dostajemy opis V73 = im A, gdzie A = 0 1 0 [. Przy tym wektor
0 01
1 0 0 355
-5 8 -7 A
v=M| 0| +X|[1|+A3] 0 = A | Xy | € Vi spelnia réwnanie opisujace Vs
0 0 1 A3
-3 5 —b
A1 A1
wtedy 1 tylko wtedy, gdy 0 = le :i _03 _01 _01] A /\2] = [162 __186 162] Ao |, czyli
As As
Ay 10 A\
3M—4X+3X3 =0, tzn. A3 = —Ai+2Xo,tzn. [ Ay | = | 0 3 [ N ],gdzie A, dg €K
A3 _14] L3N

10Macierz E jest oczywiécie rezultatem podzialania dana operacja na macierz A = I,.
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10

10 2 —4

Odpowteds. ViNVa = im(A [ 0 3]) =im| 0 3
—-14 -1 4

2 -5

6. Znajdowanie sumy algebraicznej V; + V5, dwéch podprzestrzeni

Jest to metoda ‘dwoista’ do poprzedniej: Tak jak w 5. znajdujemy dla jedne;j
7z podprzestrzeni (powiedzmy V) W-opis, a dla drugiej (dla V2) — R-opis;
nastepnie znajdujemy takie kombinacje liniowe réwnan opisujacych V5, ktére
zeruja wszystkie generatory Vj. Tak otrzymane réwnania opisuja V; 4 V5.

Przyklad 11. Dla Vj i V5 z przyktadu 10. kombinacja liniowa o wspdtezynnikach Ay, Ao

1-10 -10 ]; takie f bedzie zero-

réwnan opisujacych Vi ma postaé f = [/\1, /\2] [4 1.3 0 —1

waé generatory V7 (czyli kolumny A) <— 0= fA = [/\1’ /\2] [1 -1 0 -1 0 ] A

4-1-3 0 —1

= [Al, Az] |:162 __186 2:| = [6/\1 + 12A2, —8A1 - 16A2, 6A1 + 12A2], tzn. Al = —2A2,

czyli [/\1, /\2] = /\[—2, 1], gdzie A € K dowolne.

1-10 -1 0

Odpowiedz. Vi + Vo = ker([ -2, 1] [4 -1-3 0 -1

])znwrp,1,_3,z,_1y

Uwaga. Alternatywne sposoby dla (5) i (6), polegajace na ‘potaczeniu’ obu
zestawéw réwnan (dla V3 N'Vy) lub generatoréw (dla Vi 4+ V2) opisujacych V4
i V5, a nastepnie dokonaniu ich redukcji, sa na ogét bardziej pracochtonne!

0.7 Appendix: Baza standardowa podprzestrzeni K™

Definicja. Niech ey, . . ., e,, bedzie baza standardowa K™. Stopniem wektora

0 #v =73 e € K" nazwijmy liczbe degv := max{: € T,m : »' # 0};
=1

dodatkowo przyjmijmy degv = 0 dla v = 0. Baze vq,..., v, podprzestrzeni

{0} £ W C K™ bedziemy nazywa¢ bazq standardowqg W, jezeli:

(a) stopnie d; = deg v; spelniaja nieréwnosci dy < ... < d,;
(b) v =6t dlai,j € T,r.

Fakt 1. Kazda podprzestrzen {0} #= W C K™ ma, i to dokladnie jedna, baze
standardowa.

Indukcja wzgledem r = dim W: Dla r = 1 teza jest trywialna. Zatézmy, ze dimW =»r > 1
i ze twierdzenie jest prawdziwe dla wymiaru » — 1. Niech d; = min{degwv : 0 # v € W}.
Jasne, ze istnieje doktadnie jeden w € W taki, ze degw = d; oraz w? = 1; przy tym
W jest suma prosta (w) i W= {veWw: vh =0}, gdyz dla v € W mamy v — Aw €

W < XA=2v%. Dla zakonczenia dowodu wystarczy teraz zauwazyé, ze

(vl, ..., v, Jest baza standard. W) = (1)1 = w oraz v, ..., v, Jest baza standard. W)
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Przyklad. Kazda 3-wymiarowa podprzestrzeii W C K?* ma doktadnie jedna z czterech

ponizszych postaci (i zalezy od co najwyzej trzech parametréw a, b, ¢ € K):

—a —=b —c
: . 1 0 0
W =ker[l, a, b, ¢]; baza standardowa W, majaca stopnie 2,34, sa kolumny 001 0l
0 0 1]
1 0 0
W = ker[0, 1, b, ¢]; baza standardowa W, majaca stopnie 1,3,4, sa kolumny 8 _1b _Oc :
L0 0 1]
1 0 0]
W = ker[0,0, 1, ¢]; baza standardowa W, majaca stopnie 1,24, sa kolumny 8 é —Oc :
L0 0 1]
1 00
W = ker[0, 0,0, 1]; baza standardowa W, majaca stopnie 1,2,3, sa kolumny 8 é ?
0 0 O

Fakt 2. Niech vy,...,v, € K™ bedzie baza standardowa podprzestrzeni
im A, gdzie 0 # A € K" . Wéwczas

A ~0,...,0,vy,...,0,]
K ———

n—r
Startujac z A przeprowadzajmy kolejne redukcje kolumnowe przestrzegajac dwdch zasad:

(K) nie moga sie powtarzaé¢ numery kolumn kolejnych wyrazéw bazowych;
(W*)  kazdy kolejny wyraz bazowy wybieramy z wiersza o numerze maksymalnym,
jaki mozliwy jest przy spetnieniu warunku (W).
[Wtedy spelnione sa a fortiori zasady (K) i (W) z algorytmu redukcji kolumnowych].
Latwo spostrzec, ze po zakoniczeniu tej procedury ostatnie # 0 wyrazy kolumn otrzyma-
nej macierzy sa samotnikami wierszowymi; zatem po stosownym przestawieniu jej kolumn
(operacja elementarna typu 1°) i ich unormowaniu (operacja elementarna typu 2°) uzy-

skamy macierz, ktérej niezerowe kolumny tworza baze standardowa podprzestrzeni im A.

15 15 %5 [-B44] [-1322
Praykiad. Dla 1 = im | 24 | rachunek | 2 4 | ~ | 55 F| ~| 4 28| | -8 14
rzyklad. Dla = 1m 53 rachune 53 | % 3 P % 0| % 1 0

32 3[2] 0 2 0 2 0 1

pokazuje, ze baza standardowa jest zestaw kolumn ostatniej macierzy. To samo dostaniemy
wybierajac w pierwszym kroku zamiast :

15 1L 1-13 66 —13 —13 22
24| 28| 28| |42-8|_|-814
53|k |[5-5|k|5[1]|x|0 1 |&| 1 0
(3] 2 30 30 30 0 1

Whniosek 1. Niech W bedzie przestrzenia wektorowa oraz niech v;, w; € V
dla i € T,n. Wéwezas (por. Uwage ze strony 6)

(V1,...,0,) = (w1,...,w,) = (v1,...,0,) ~ (wq,...,w,).

Mozemy zaktadac, ze V = K™; niech wuq, ..., u, bedzie baza standardowa podprzestrzeni
(v1,...,05) = {(wy,...,wy). Wtedy Fakt 2. daje [vl, . ..,vn] ;[O, oo 00uy, . ..,ur] oraz

[wl, .. .,wn] ~ [O, o0y, uT], skad natychmiast wynika teza.
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Whniosek 2. Gdy A € K" | wtedy
tkA=m = A~[0, I,] oraz tkA=n = AN[O].
K w | I,
W szczegdlnosci jesli macierz A € K" jest nicosobliwa, to A ™ I,1A ~ I,.

Whniosek 3. Kazda klasa rownowaznosci relacji ~w K" zawiera doktad-
4%

nie jedna macierz postaci [0,...,0,vy,...,v,], gdzie vy, ..., v, jest uktadem
niezerowych wektoréw w K™, spelniajacych powyzsze warunki (a) i (b).

Macierz powyzsze] postaci nazywana jest macierzq zredukowang kolumnowo do postact
trojkatney, w skrécie KZT-macierzq; postaé te mozna w pelni scharakteryzowaé nastepu-

jacymi warunkami, ktére sa oczywiscie mocniejsze od warunkdéw definiujacych KZ-macierz:
(1) kolumny macierzy sa ustawione w kolejnoéci rosnacych stopni;

(2) w kazdej # 0 kolumnie ostatni # 0 wyraz jest jedynka i samotnikiem wierszowym.

Whiosek 4. Grassmannian G,(K™) (ktérego elementami sa r-wymiarowe
podprzestrzenie W C K™, r < m) ma rozklad komérkowy U K (dy, ..., d,),
gdzie

1<di<...<d, <m,

K(dy,...,d,) :={W C K" : baza standardowa W ma stopnie dy,...,d,}.
Latwo sprawdzié, ze K(dy,...,d,) jako podprzestrzen topologiczna K" jest
homeomorficzna z KN, gdzie N = ZT: (dp, —k)=di+...+d. — %r(r +1).

k=1
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