Rys. 11: Pomocne wykresy.

wszystkim me! = wef+2rl dlal € Z, tzn e = ¢'+2[. Potrzeba ponadto takze aby (e!—1)% = (ef—
1)2. Wstawiajac do drugiego warunku konsekwencje pierwszego, tzn fakt iz e* —1 = et + (21 —1)
otrzymujemy, ze

e+21—1=¢e" -1 lub et+2l—1=—-€e"+1

Pierwsze rownanie zachodzi jedynie dla [ = 0, a to oznacza s = t. Drugie prowadzi do warunku
et =1—11e* =141 Oba réwnania moga by¢ spetione dla catkowitych [ jedynie gdy [ = 0,
co oznacza t = s = 0.

Myslac w jezyku wspotrzednych biegunowych pomijamy sytuacje r = 0, ¢ dowolne, jednak
tutaj r = 0 oznacza e’ = 1, czyli t = 0 - jedno rozwigzanie. Stwierdzamy wiec, ze odwzorowanie
Kk jest injektywne. Nadal wiec nie znalezliSmy zadnych klopotéw w punkcie (1,0), ktore widaé
na rysunku. Zauwazymy je dopiero, gdy zwrécimy uwage na fakt, ze co prawda réwnanie e! = 0
nie ma rozwiazan w R, to spelnia je —oco. W granicy ¢t — —oo nasza krzywa t — k(t) zmierza
wiec do punktu, ktéry juz raz mineta przy ¢ = log2, czyli wlasnie do punktu (1,0). Morat
z tego przyktadu jest taki: nie wystarczy sprawdzi¢ rzedu odwzorowania i jego injektywnosci,
zeby mie¢ pewno$c¢, ze obraz tego odwzorowania jest powierzchnig! &

2 Rozmaitosci rozniczkowe

Powierzchnie zanurzone, o ktérych rozmawialiSmy na poprzednim wyktadzie sa bardzo istotna
klasa przyktadéw rozmaitodci rézniczkowych. Pod koniec dzisiejszego wyktadu okaze sie, ze
przyktady te sag nie tylko bardzo istotne, ale takze bardzo ogoélne. Na razie zajmijmy si¢ jednak
definiowaniem bardziej abstrakcyjnego pojecia rozmaitosci, nie odwoltujacego sie do zanurzenia
w przestrzen R".

Definicja 5 Rozmaitoscig M wymiaru n nazywamy przestrzen topologiczng Hausdorffa taka,
ze kazdy punkt p € M ma otoczenie otwarte O homeomorficzne z pewnym otwartym zbiorem
przestrzeni R”.

Przypominamy, ze w tym kontekscie homeomorfizm oznacza ciggla bijekcje, ktorej odwrotnosé
tez jest ciggla. Powyzsza definicja wyraza taka intuicje, ze rozmaitosé jest to zbior, ktéry lokalnie
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wyglada jak kawatek R", natomiast nie wspomina o strukturze rézniczkowej. Nie ma wiec sensu
jakiekolwiek rozniczkowanie funkcji okre$lonej na rozmaitosci w powyzszym sensie, mozna za to
moéwié o odwzorowaniach ciggtych. Zeby podkredli¢ fakt braku struktury rézniczkowej o takich
rozmaito$ciach mowi sie czesto dodajac przymiotnik topologiczne. Przypominamy rowniez, ze
przestrzen Hausdorffa jest to taka przestrzen topologiczna w ktérej kazde dwa punkty maja
roztaczne otoczenia. Wiekszos¢ przestrzeni topologicznych, z ktérymi spotyka sie fizyk, ma
te wtasnosé. Podanie przyktadu przestrzeni, ktéra nie jest przestrzenia Hausdorffa wymaga
namystu. Ja mam w zanadrzu nastepujacy przyktad: punktami przestrzeni sa krzywe (niektore
dosy¢ proste) na rysunku. Te krzywe, ktore znajduja sie w centralnej czesci asymptotycznie
(w gore) daza do prostych z = 11 x = —1. Otoczenia sktadaja sie z sasiadujacych krzywych.

L)
N/

Rys. 12: Przestrzen nie-Hausdorffa.

W ten sposéb proste z = 1 1 # = —1 nie maja roztacznych otoczen. Przyktad jest opisany w
sposoéb nie bardzo precyzyjny, nie koncentrujemy sie jednak na kwestiach topologicznych.
Sama struktura topologiczna i homeomorfizmy z R™ nie wystarcza do naszych celéw. My
chcielibyémy zajmowaé si¢ analiza na rozmaitosciach, w szczego6lnosci chcielibySmy cos réz-
niczkowa¢. W tym celu potrzebujemy bogatszej struktury. Zaobserwujmy najpierw, ze pojecie
wymiaru ma sens, poniewaz nie ma homeomorfizméw z R” do R™ dla m # n (bez dowodu).
Odwzorowanie ¢ : M D O — R™ bedace homeomorfizmem (wystepujacym w definicji roz-
maitosci) nazywamy [lokalng mapg na rozmaitosci M, lub lokalnym ukladem wspélrzednych.
Kolekcje lokalnych map o tej wtasnosci, ze kazdy punkt rozmaitosci nalezy do dziedziny przy-
najmniej jednej mapy, nazywamy atlasemn na rozmaitosci M. W przypadku, kiedy dwie mapy
maja dziedziny o niepustym przecigciu mozemy méwié o odwzorowaniu zmiany wspotrzednych:

onu 4 R"
X /
Yot
RTL

Odwzorowanie 1o o' : R® — R"™ ma dobrze nam znane dziedzine i przeciwdziedzine - otwarte
pozdbiory w R"™. W szczegdlnosci potrafimy sprawdzaé rézniczkowalnosé takich odwzorowan.
Moéwimy, ze atlas jest klasy C*, jesli wszystkie odwzorowania zmiany wspotrzednych sa klasy
C*. Mozna méwi¢ takze o atlasie gtadkim (C*) oraz analitycznym (C¥).

Definicja 6 Rozmaitoscig rézniczkowq klasy C* nazywamy rozmaitoéé wraz z atlasem klasy
CF. Méwimy takze o rozmaitosciach gladkich, tzn klasy C* oraz analitycznych, tzn C*.
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W trakcie naszego wyktadu rozwaza¢ bedziemy wtasciwie jedynie rozmaitosci gtadkie.

Wystepujacy w definicji powierzchni zanurzonej uktad wspétrzednych w otoczeniu punktu,
taki, ze przynaleznos¢ do powierzchni oznacza znikanie ostatnich wspotrzednych dostarcza lo-
kalnej mapy - nalezy wzia¢ pierwsze nieznikajace k wspotrzednych. Formalnie oznacza to, ze
sktadamy uktad wspoétrzednych ® z rzutem na podprzestrzen w R* € R™.

Przyklad 6 W przestrzeni X = C?\ {(0,0)} wprowadzamy relacje rownowaznosci
(z,w) ~ (2 w') <= FpeC,: z=pz w=pw'.

Rozwazamy zbior M = X/. klas abstrakcji wzgledem powyzszej relacji. Jest to w naturalny
sposob przestrzen topologiczna - wyposazona jest w topologie ilorazowa. Zbior O C M jest
otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 7~ 1(O) jest otwarty w X. Symbolem 7 oznaczamy kanoniczna
projekcje m : X — M na przestrzen ilorazowa. Wprowadzmy teraz w M strukture rozmaitosci
gtadkiej: Wyrdzniamy dwa zbiory otwarte O,U C M:

O ={[z1]: zeC},
U=A{[1w: weC}.

Zauwazmy, ze [0 1] {(0,w)}, [1,0] = {(2,0)} oraz [1,0] € U, [0,1] € O, ponadto U =
MAA[0,1]} i {[1,0]}. Mamy wicc
M=0UlU.

Otwartos¢ obu zbioréw takze nie podlega dyskusji. Potrzebujemy teraz odwzorowania w R" ze
stosownym n. Definiujemy zatem

p:0— R27 90([27 1]) = (%(2)7 %(z))7
w U — R27 (p([l,W]) = (%(w>7 _%(w»

Obrazy obydwu map to cala przestrzen R?, o, ¥ s homeomorfizmami. Sprawdzmy teraz czy
zadaja strukture rozmaitosci rozniczkowej. Dla utatwienia rachunkow oznaczamy

z=w+iy o([z1]) = (z,9)
w=a+bi Y(1,w])=(a,—b).

Przeciecie O NU sktada sie z klas abstrakcji par takich, ze zadna wspélrzedna nie jest réwna
zero. Mozemy w kazdej takiej klasie znalezé reprezentantéw obu typoéw (z,1) i (1, w). Warunek
réwnowaznosci [z, 1] = [1, w] oznacza, ze

1 a—1b a . b

1
N w’ cayll @y a+ib a?+b2  a®+ b? z(12%—62

Odwzorowanie zamiany wspotrzednych, ktore parze (a,b) przypisuje pare (x,y) jest postaci

a b
24027 a2 4+ b2

9001#_1:]1%2\{(070}9(&,5)'—%& ) € R?\ {(0,0}
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/Ri\ {(0,0)}
onu porp~?
Y

R\ {(0,0)}

Wida¢, ze odwzorowanie zamiany wspotrzednych jest odwzorowaniem gtadkim. Jest to inwersja
wzgledem okregu jednostkowego (Rys. 13). Jak Panstwo sadza, ktéra z dobrze znanych dwu-

Rys. 13: Inwersja wzgledem okregu.

wymiarowych powierzchni wtasnie opisalismy? Odgadnaé¢ to mozna przygladajac si¢ wzorom
dotyczacym zamiany zmiennych. Wzory te wygladaja zupetnie tak samo jak wzory zwigzane z
zamiang zmiennych stereograficznych na sferze S? zwigzanych z biegunami pétnocnym i potu-
dniowym. Istotnie, wezmy S? = {(x,y,2) € R? : 22 + 4? + 2% = 1} i zapiszmy wspohrzedne

stereograficzne wzgledem obu biegunéw:

x=_" e
1—2 1+ 2
y =Y B=_Y
1—=2 1+2
(z,y,2) (A.B)
(X,Y)

Rys. 14: Wspdétrzedne stereograficzne.

A B

X=—~ Y=
A2+BQ A2+BQ



Spodziewamy sie wiec, ze nasza rozmaitoé¢é M to sfera S?. Bezpogrednie odwzorowanie F' :
M — R3, ktérego obrazem jest S? mozna zdefiniowaé nastepujaco:

2z 2y 1— 2% — 2
1+a?24+y2 1+a2 492 1422 +y?

F([z +iy,1]) = ( ) , F(]0,1] = (0,0,1).
Nalezatoby oczywiscie sprawdzi¢, czy jest to odwzorowanie klasy przynajmniej gtdkie, odwra-
calne po obcieciu do obrazu i czy jego odwrotnosc¢ jest takze gtadka. Rachunki te jednak po-
miniemy. Standardowo rozmaito$¢ M oznaczana jest CP! i nazywana zespolong przestrzenia
projektywna wymiaru (zespolonego) 1. Startujac z C"™! konstruujemy w identyczny sposob
CP"™. Wlasnie pokazalismy, ze CP! jest dyfeomorficzna z S?. Pozostale zespolone przestrze-
nie przestrzenie projektywne nie maja takich prostych reprezentacji. Mozna takze konstruowac
rzeczywiste przestrzenie projektywne RP™ dzielagc R™™! bez zera przez stosowng relacje réwno-
waznosci. Nietrudno stwierdzi¢, ze RP! ~ S*.

[ )

Inne przyktady znanych (lub nie) dwuwymiarowych powierzchni tworzyé¢ mozna wprowa-
dzajac rézna relacje réownowaznosci w R2:

Przyklad 7 Pierwsza relacja to:
(z.y) ~ (y) = y=y,2a'-zekl

Jest oczywiste, ze R?/. jest dyfeomorficzne z walcem. Kazda klasa réwnowaznosci ma repre-
zentanta w pasku [0, 1[xR, proste z = 0 i z = 1 utozsamiamy.

&

Przyktad 8 Druga relacja (dla wygody zmniejszymy troche rozmiar w pionie) jest relacja w
Rx]—1,1]
(z,y) ~ (2',y) = o —z=keZ y =(-1)".

Znowu obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w pasku [0, 1[x] — 1,1]
oraz ze odcinki x = 0 i x = 1 utozsamiamy zmieniajac jednak ich orientacje. Wynikiem jest
wstega Moebiusa.

Do opisania wstegi Moebiusa potrzebne sa dwie mapy: z dziedzina U = {[(z,y)] : © ¢ Z}
oraz O = {[(z,y)] : €]k — 1,k + 1[}: Dla kazdej klasy lezacej w U istnicje reprezentant (o, y)
taki, ze a €]0, 1. Definiujemy odwzorowanie

e:U—-R o(a,y]) = (a,y).

Dla kazdej klasy lezacej w O istnieje reprezentant (3, y) taki, ze (3 E]%, %[ Definiujemy odwzo-
rowanie

v:0 =R o(B.y]) = (6,9).

Przyjrzyjmy sie jeszcze zamianie wspotrzednych. Zbior O NU sktada sie z dwoch sktadowych
spojnych A i B

W obszarze A zamiana zmiennych ma postaé¢ 1 o o ! (a,y) — (1 + o, —y), za$ w obszarze B
zamiana ta jest identycznoscig. &
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Rys. 15: Wstega Moebiusa.

Rys. 16: Wstega Moebiusa - mapy.

Przyklad 9 Ostatniego przykladu dostarcza nastepujaca relacja w R
(z,y)~ (2',y) <= o —x=kecZ y—(-1)yecZ

Obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w kwadracie [0, 1[x[0, 1[, przy
czym brzegi kwadratu sa utozsamione jak na rysunku Powstata rozmaitos¢ nosi nazwe bu-
telki Kleina. Nie da sie ona zanurzyé¢ w przestrzen R3, potrzebujemy do tego wymiaru 4. W
przestrzeni R? mozemy ja zwizualizowaé¢ jedynie dopuszczajac samoprzeciecie (Rys. 18). &

Majac dwie rozmaitosci rézniczkowe M i N mozemy wypowiadaé sie o rézniczkowalnosci
odwzorowan miedzy nimi.

Definicja 7 Méwimy, ze odwzorowanie f : M — N jest klasy C* jedli dla kazdej pary lokalnych
map (O, ) na M i (U,1) na N odwzorowanie ¢~ lo for) : R™ — R" jest klasy C*. Rozmaitosci
M i N muszg by¢ klasy przynajmniej C.

Latwo stwierdzi¢, ze rézniczkowalnos¢ wystarczy sprawdza¢ w wybranych mapach dbajac aby
ich dziedziny pokrywaty M i zbior f(M) C N.
Na sam koniec zanotujmy twierdzenie

Twierdzenie 3 [Whitney] Kazda parazwarta rézniczkowalna i spdjna powierzchnia wymiaru n
moze zostaé zanurzona w przestrzeni R?"H1,

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze szczegélne przyktady rozmaitosci, czyli powierzchnie zanu-
rzone, sa w istocie bardzo ogélne. Na wszelki wypadek wyjasnijmy, ze przestrzen topologiczna
jest parazwarta, jesli w kazde jej pokrycie otwarte mozna wpisa¢ pokrycie lokalnie skonczone,
tzn takie, ze kazdy punkt nalezy do skonczonej liczby elementéw pokrycia.
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Rys. 17: Wstega Moebiusa - mapy.

“A

-

Rys. 18: Butelka Kleina.

Niech C*(M) oznacza zbiér wszystkich gtadkich funkcji na rozmaitosci M. C*(M) jest
rzeczywista, przemienng algebra z jedynka. Istotng role w geometrii rézniczkowej odgrywaja
homomorfizmy tej algebry w R (R tez traktowane jest tu jak rzeczywista przemienna algebra
z jedynka). Kazdy punkt ¢ € M zadaje taki homomorfizm, mianowicie

g : C*(M) — R, wq(f) = f(q)

Sprawdzenie, ze takie odwzorowanie jest homomorfizmem polega na sprawdzeniu, ze jest liniowe
oraz ze zachowuje strukture mnozenia i element neutralny. Mozna pokazaé, ze homomorfizmy
zadawane przez punkty sa jedynymi homomorfizmami algebry C* (M) w R. Mamy wiec pewien
rodzaj dualno$ci miedzy rozmaitoscig a algebra funkcji gtadkich na niej.

Okazuje sie, ze rozmaito$¢ rozniczkowalna mozna definiowaé algebraicznie wykorzystujac
zaobserwowang przez nas przed chwila dualnosé. Niech F bedzie rzeczywista przemienng algebra
z jedynka, a |F| = Homg(F,R) zbiorem homomorfizméw. Wiemy juz, ze gdy F = C*(M)
to |F| = M. Powstaje pytanie czy dla kazdej algebry F znajdziemy rozmaitos¢ M taka ze

|F| = M, czyli czy kazda rzeczywista algebra przemienna z jedynka jest algebra funkcji na
jakiej$ rozmaitosci. OdpowiedZ brzmi nie. W szczegdlnosci algebra taka musi spetnia¢ warunek
ﬂ kerp =0
PE|F|

gdyz nie ma nietrywialnych funkcji na rozmaitosci znikajacych we wszystkich punktach. Alge-
bry, ktore maja te¢ wlasnosé nazywaja sie geometryczne. Szczegdtowe rozwazania na temat jakie
algebry moga by¢ algebrami funkcji i precezyjng definicje rozmaitosci w tym jezyku znalezé
mozna w ksigzce Jet Niestruyev “Smooth manifolds and observables”. Motywacja do takiego
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Rys. 19: Butelka Kleina.

podejscia stanowig rozwazania nad mechanikg kwantows. Klasyczna geometria rozniczkowa
stanowi naturalny jezyk do opisywania swiata fizyki klasycznej (w sensie nieckwantowej). Prze-
strzenie konfiguracyjne dla uktadéw klasycznych majag strukture rozmaitosci, czasoprzestrzen w
OTW tez jest pewna rozmaitoscia. Wielkosci takie jak predkosé, ped, energia, sita, metryka...
pole elektromagnetyczne daja si¢ bardzo dobrze opisa¢ wtasnie w jezyku geometrii rozniczkowe;.
Problem pojawia sie, kiedy przechodzimy do mechaniki kwantowej i okazuje sie, ze natychmiast
wypadamy ze schematu algebry przemiennej. W szczegélnosci potrzebujemy ,,przestrzeni” na
ktorej wspotrzedne nie sa przemienne. Nalezaloby wiec algebre przemienng zastapi¢ nieprze-
mienng. W ten sposob powstata geometria nieprzemienna. Z jej zastosowaniami w fizyce bywa
roznie, ale jako teoria matematyczna ma si¢ bardzo dobrze. Nie bedziemy szczegdétowo roz-
wija¢ podejscia Jeta Niestruyeva, spojrzmy tylko na kilka przyktadéw rozmaitosci, o ktérych
mowilismy wezesniej.

Przyktad 10 Jesli F ={f € C*(R): f(z)=f(z+1)} to|F|=5" &

Przyktad 11 Jesli F = {f € C*(R?): f(z,y) = f(z+1,—y)} to |F| jest wstega Moebiusa.
&

Przyktad 12 Jesli F = {f € C*(R?): f(z) = f(z+1,—y) = f(x,y + 1} to |F| jest butelka
Kleina. &

3 Wektory styczne i kostyczne
W dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy (lokalnie) ze struktury C*°(M). Potrzebne beda takze

gtadkie krzywe, tzn elementy C*(I, M), gdzie I C R jest otwartym odcinkiem w R zawieraja-
cym zero. Definiujemy dwie relacje rownowaznosci:
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