Rys. 19: Butelka Kleina.

podejscia stanowig rozwazania nad mechanikg kwantows. Klasyczna geometria rozniczkowa
stanowi naturalny jezyk do opisywania swiata fizyki klasycznej (w sensie nieckwantowej). Prze-
strzenie konfiguracyjne dla uktadéw klasycznych majag strukture rozmaitosci, czasoprzestrzen w
OTW tez jest pewna rozmaitoscia. Wielkosci takie jak predkosé, ped, energia, sita, metryka...
pole elektromagnetyczne daja si¢ bardzo dobrze opisa¢ wtasnie w jezyku geometrii rozniczkowe;.
Problem pojawia sie, kiedy przechodzimy do mechaniki kwantowej i okazuje sie, ze natychmiast
wypadamy ze schematu algebry przemiennej. W szczegélnosci potrzebujemy ,,przestrzeni” na
ktorej wspotrzedne nie sa przemienne. Nalezaloby wiec algebre przemienng zastapi¢ nieprze-
mienng. W ten sposob powstata geometria nieprzemienna. Z jej zastosowaniami w fizyce bywa
roznie, ale jako teoria matematyczna ma si¢ bardzo dobrze. Nie bedziemy szczegdétowo roz-
wija¢ podejscia Jeta Niestruyeva, spojrzmy tylko na kilka przyktadéw rozmaitosci, o ktérych
mowilismy wezesniej.

Przyktad 10 Jesli F ={f € C*(R): f(z)=f(z+1)} to|F|=5" &

Przyktad 11 Jesli F = {f € C*(R?): f(z,y) = f(z+1,—y)} to |F| jest wstega Moebiusa.
&

Przyktad 12 Jesli F = {f € C*(R?): f(z) = f(z+1,—y) = f(x,y + 1} to |F| jest butelka
Kleina. &

3 Wektory styczne i kostyczne
W dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy (lokalnie) ze struktury C*°(M). Potrzebne beda takze

gtadkie krzywe, tzn elementy C*(I, M), gdzie I C R jest otwartym odcinkiem w R zawieraja-
cym zero. Definiujemy dwie relacje rownowaznosci:
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Rys. 20: Hassler Whitney (1901-1989).

Definicja 8 Niech v,~" € C*(I, M). Méwimy, ze krzywe 7 i 4 sa réwnowazne jesli

d(fo d(fo~
10 =7(0) eraz vpecxan) Mg WP
Ztozenie f o~ jest gtadka funkcjg rzeczywista okreslong w otoczeniu zera, wiec wyznaczanie
pochodnej w ¢ = 0 ma sens. Klase réwnowaznosci krzywej v oznaczamy +(0) albo ty(0) i
nazywamy wektorem stycznym do M w punkcie q. Zbiér wszystkich wektoréw stycznych to

przestrzen styczna oznaczana T M.

bLatwo zauwazy¢, ze istnieje kanoniczne odwzorowanie 7y : TM — M, 73(%(0)) = ~(0).
O klasach réownowaznosci krzywych méwimy, ze sa to wektory styczne, ale na razie zadnej
struktury wektorowej na przestrzeni stycznej nie wprowadziliSmy. Duzo tatwiej jest zacza¢ od
przestrzeni kostycznej.

Definicja 9 W zbiorze par (g, f), gdzie ¢ € M, f € C*°(M) definiujemy relacje réwnowaznosci
nastepujacym warunkiem: dwie pary (q, f) i (¢, f') sa rownowazne jesli
o0 d(fon d(f" o~
=4, Ve M) A0) =g D)= WD)
dt dt
Klase réownowaznosci pary (g, f) oznaczamy df(q) i nazywamy rozniczkq funkceji f w punkcie
q. Zbior wszystkich roézniczek to przestrzen kostyczna oznaczana T M.

Podobnie jak dla przestrzeni stycznej, istnieje kanoniczne odwzorowanie my : T"M — M,
mu(df(q)) = ¢
Zajmiemy sie teraz struktura przestrzeni kostycznej. Struktura przestrzeni wektorowej w
algebrze C*°(M) jest zachowywana przez relacje réwnowaznosci, tzn jesli para (q, f) jest row-
nowazna (q, f') oraz para (q,g) jest rbwnowazna (q,g’) to takze (q, f + g) jest rébwnowazna
(¢, '+ ¢'), innymi stowy
df(q) +dg(q) = d(f + 9)(q).
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Rys. 21: Alexander Vinogradov (Jet Nie-
struyev).

Podobnie jesli para (g, f) jest rbwnowazna (q, f’) to para (g, Af) jest r6wnowazna parze (g, Af'),
czyli
Adf(q) = d(Af)(a).

Przestrzen rézniczek funkcji zaczepionych w jednym punkcie (T; M) jest wigc przestrzenia wek-
torowa. O kazdej przestrzeni wektorowej chcemy zazwyczaj wiedzie¢, jaki jest jej wymiar i jak
wygladaja bazy tej przestrzeni:

Fakt 1 Kazdg rézniczke df (q) mozna jednoznacznie zapisaé jako kombinacje liniowq rézniczek
funkcji 2 tworzgeych uktad wspétrzednych w otoczeniu punktu q.

Dowéd: Niech U bedzie dziedzing mapy zawierajaca ¢ i niech ¢ = (x!,..., 2") oznacza wspot-
rzedne w U takie, ze ¢(q) = (0,...,0). Rozwazmy uklad n krzywych 7; zdefiniowanych jako

t— v(t) = ¢ 10,...,0,t,0,...,0),
gdzie t jest na i-tej pozycji. Wprowadzamy oznaczenie

of d(f o)

—(q) = ————=(0).

i @) o 0

Inaczej méwiac —i(q) jest pochodng czastkowa wzgledem i-tej wspotrzednej funkcji fo ™! w
punkcie (0,...,0) € R". Oznaczmy przez f funkcje

0 0
L+ g+ g

bLatwo zauwazy¢, ze pary (q, f) i (q, f) sa réwnowazne, czyli rézniczki df(q) i df(q) sg rowne:

af af of

b+ ) = Phiaer @+ 3w

41 (q) = df(q) = d (
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Rézniczka funkeji f jest wiec istotnie kombinacja liniowa rézniczek wspotrzednych. Do wy-
kazania pozostaje jednoznacznoéé, czyli liniowa niezalezno$é rézniczek dzt. Zaltézmy wiec, ze
> Midz'(q) = 0. Z definicji mnozenia rézniczek przez liczbe wiemy, ze

" Aida'(q) = d(X- Aa') ().

Jesli 3°; \idz(q) = 0 to funkcja h = 3, \;z* jest réwnowazna funkcji zerowej, a to oznacza, ze
dla kazdej z krzywych ~; funkcja h o 7; ma zerowa pochodna w ¢t = 0:
d(ho~;) d(\it)
——(0)=—=(0)=X\,. O

o 0 =—5"0)

Przestrzen kostyczna w punkcie g jest zatem n-wymiarows przestrzenia wektorowa. Wro¢-
my do struktury wektorowej przestrzeni stycznej. Kazdy wektor styczny v = 4(0) definiuje
funkcjonat liniowy ¢, na przestrzeni T; M (jesli v(0) = q) wzorem

su(asta)) = 20 0)

Przyporzadkowanie funkcjonatéw wektorom jest injektywne. Jesli dwie krzywe sg nieréwno-
wazne, to znaczy istnieja przynajmniej dwie funkcje gtadkie, ktére je rozrézniaja. 7 definicji
relacji rownowaznosci par punkt-funkcja wnioskujemy, ze takze rézniczki tych funkcji sa rozne.
7 drugiej strony, kazdy funkcjonal na T*M odpowiada pewnemu wektorowi stycznemu. Istot-
nie, skoro (dz'(q),...,dz"(q)) jest baza w T, M, to kazdy funkcjonat jest jednoznacznie zadany
przez ukltad n liczb ¢ = ¢(dz(q)). Wezmy krzywa

t— @ Yo', ¢%t, ..., ¢").

Wektor styczny do tej krzywej odpowiada funkcjonatowi réwnemu ¢. Mozemy zatem T,M
zidentyfikowa¢ jako zbiér z (T, M)* i w ten sposoéb wprowadzi¢ w T,M strukture przestrzeni
wektorowe;j.

Przestrzenie styczna i kostyczna w punkcie stanowia zatem pare wektorowych przestrzeni
dualnych. Elementy bazy dualnej do (dz', ..., dz™) (od tej chwili nie bedziemy pisaé¢ argumentu
q przy rozniczkach funkeji wspotrzednos$ciowych) oznaczamy

0 0
(axl,,axn> lub (81,...,(9”).

Wektor 52 jest styczny do krzywej t — ¢~ (z'(q),...,3'(q) +t,...2"(q)).

Oznaczenia na wektory styczne do krzywych wzdtuz wspétrzednych przypominajag operatory
rozniczkowania i nie jest to przypadkowa zbiezno$é¢ oznaczen.

0=

Definicja 10 Niech A i B beda dwiema algebrami rzeczywistymi, przemiennymi, z jedynka i
niech p : A — B oznacza homomorfizm tych algebr. Odwzorowanie D : A — B, ktore jest
liniowe i spelnia warunek

D(araz) = p(a1)D(az) + p(az)D(a1)

nazywamy rozniczkowaniem wzgledem homomorfizmu p.
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Powyzszy warunek przypomina regute Leibniza znang z rachunku rézniczkowego funkcji jednej
zmiennej. [stotnie operacja brania pochodnej w punkcie jest rozniczkowaniem algebry rézniczko-
walnych funkcji rzeczywistych wzgledem homomorfizmu bedacego ewaluacja funkcji w punkcie.
Zauwazmy, ze D(14) = 0, poniewaz

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé rozniczkowania algebry funkeji gtadkich na rozmaitosci M
o wartosciach w algebrze R wzgledem ewaluacji funkcji w punkcie ¢q. Zbior tych rézniczkowan
jest oczywiscie wyposazony w strukture przestrzeni wektorowej, gdyz jest podprzestrzenia w
przestrzeni wszystkich odwzorowan liniowych z A do B. Niech teraz v = 4(0) bedzie wektorem
stycznym w punkcie 7(0) = g. Wektorowi temu przypisa¢ mozna nastepujace rozniczkowanie:

p.(n =)

Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta wektora stycznego a takze
rzeczywiscie definiuje rézniczkowanie, gdyz

D,(fg) = VD () - W eWgo) )
FGOV 0+ 9600 L2 0) = Fa) Do) + 9la) Dul )

Roézne wektory styczne definiuja rézne rézniczkowania, co wynika wprost z definicji wekto-
ra stycznego. Powstaje teraz pytanie czy kazdemu rézniczkowaniu mozemy przyporzadkowaé
wektor styczny, tzn czy wektory styczne zadaja wszystkie rézniczkowania algebry C*°(M) o
wartosciach w R i nad ewaluacja w punkcie. Zeby sie o tym przekonaé bedziemy potrzebowaé
lematu o funkcjach znikajacych w punkcie:

Lemat 1 (O funkcjach znikajacych w punkcie) Niech f bedzie funkcje gladkq na otocze-
niu O punktu 0 € R"™. Niech takze f(0) = 0. Wéwczas f(x) = z'g;(z) dla pewnych funkcji
gtadkich g;.

Dowéd: Ustalmy = € O i zdefiniujmy
F:I—R, F(t)=f0+tz).

Odcinek I jest na tyle duzy, zeby zawiera¢ 0 i 1. Funkcja F' jest gladka, gdyz funkcja f jest
gtadka, wiadomo takze, ze F'(0) = 0. Zgodnie z podstawowym twierdzeniem rachunku réznicz-
kowego i catkowego

of

F(1) = /01 F'(s)ds, F'(s) = B (sx)x’.

Mozemy wiec napisa¢ réwnosé

0 , 19 .
flz)=FQ1)= 01 &fi(sx)xzds =z 01 &fi(sx)ds = z'g;(z)
dla L g
gi(z) = ; (%{i (sx)ds.
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Skoro funkcja f jest gtadka, to funkcje g; takze sa gtadkie (twierdzenia o catkach z parametrem
na odcinku zwartym). [J

Wracamy teraz do dyskusji rézniczkowan algebry C*°(M) wzgledem ewaluacji w punkcie q.
Korzystajac z powyzszego lematu oraz wspdtrzednych ¢ = (z!,...,2") w otoczeniu U punktu
q takich, ze ¢(q) = 0, funkcje f w otoczeniu punktu ¢ zapisa¢ mozemy jako

fy) =) +2'Waly),  yeU.

Sprawdzalismy juz, ze kazde rozniczkowanie na funkcjach statych znika, wiec

D(f) = D(f(q) +a'g:) = D(z'g;) = D(z')g(q) + 2" (¢)D(g:) = D(2")gi(q)
Wartosé rézniczkowania D na funkcji f zalezy wiec od wartosci d = D(z') na funkcjach
wspotrzednosciowych oraz wartodci g; w ¢. Wezmy teraz krzywa v (t) = ¢ ' (d't, d*t, ..., d"t) i
sprawdzmy jakiemu rozniczkowaniu odpowiada wektor styczny do tej krzywej:
df oy df(dt,d*,...,dt) Of
Dy = = = — .
0T Ty dt e

Biorac funkcje f postaci f(q) + 2'g; stwierdzamy, ze gfi (q) = g9i(q), zatem wektor styczny

do v odpowiada wtasnie rézniczkowaniu D. Skonstruowaliémy zatem wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ miedzy rézniczkowaniami a wektorami stycznymi. Oznaczenie % nabiera zatem
sensu. Rozniczkowanie w  kierunku wspotrzednej” x' przyporzadkowuje funkcji f pochodna

9 (q), tak samo zadziata wektor styczny do krzywej

ox®
t— (2'(q), 2%(q), ..., 2 (q) + t,...,2"(q)).

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze baza ztozona z rézniczkowan czastkowych jest du-
alna do bazy zlozonej z rézniczek wspotrzednych. Prawdziwy jest wiec wzor na ewaluacje ko-
wektora o na wektorze v we wspoétrzednych

.0
j
axj>

Kontynuujemy badnie struktury wiazek stycznej kostycznej.

(oda’, v = o',
Fakt 2 Jesli M jest rozmaitosciq gladkq, to TM i T"M takze sq rozmaitosciami gladkims.

Dowéd: Niech U C M bedzie dziedzing mapy . W kazdym punkcie ¢ € U wspotrzedne (z°)
zwigzane z mapa ¢ definiujg baze w przestrzeni stycznej T,M. Niech Ty oznacza odwzorowanie

To:mf (U) — R*™, To(v) = (z'(q),...,z"(q),v",...,v")

gdzie
=7yv), i vali—l— +o"
4= M) 7 Oat oxn’

Niech teraz O bedzie dziedzing mapy v taka, ze U N O # ()

RQn

pig
(U NO) Too(Te)~!
Ty
RQn
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