Skoro funkcja f jest gtadka, to funkcje g; takze sa gtadkie (twierdzenia o catkach z parametrem
na odcinku zwartym). [J

Wracamy teraz do dyskusji rézniczkowan algebry C*°(M) wzgledem ewaluacji w punkcie q.
Korzystajac z powyzszego lematu oraz wspdtrzednych ¢ = (z!,...,2") w otoczeniu U punktu
q takich, ze ¢(q) = 0, funkcje f w otoczeniu punktu ¢ zapisa¢ mozemy jako

fy) =) +2'Waly),  yeU.

Sprawdzalismy juz, ze kazde rozniczkowanie na funkcjach statych znika, wiec

D(f) = D(f(q) +a'g:) = D(z'g;) = D(z')g(q) + 2" (¢)D(g:) = D(2")gi(q)
Wartosé rézniczkowania D na funkcji f zalezy wiec od wartosci d = D(z') na funkcjach
wspotrzednosciowych oraz wartodci g; w ¢. Wezmy teraz krzywa v (t) = ¢ ' (d't, d*t, ..., d"t) i
sprawdzmy jakiemu rozniczkowaniu odpowiada wektor styczny do tej krzywej:
df oy df(dt,d*,...,dt) Of
Dy = = = — .
0T Ty dt e

Biorac funkcje f postaci f(q) + 2'g; stwierdzamy, ze gfi (q) = g9i(q), zatem wektor styczny

do v odpowiada wtasnie rézniczkowaniu D. Skonstruowaliémy zatem wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ miedzy rézniczkowaniami a wektorami stycznymi. Oznaczenie % nabiera zatem
sensu. Rozniczkowanie w  kierunku wspotrzednej” x' przyporzadkowuje funkcji f pochodna

9 (q), tak samo zadziata wektor styczny do krzywej

ox®
t— (2'(q), 2%(q), ..., 2 (q) + t,...,2"(q)).

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze baza ztozona z rézniczkowan czastkowych jest du-
alna do bazy zlozonej z rézniczek wspotrzednych. Prawdziwy jest wiec wzor na ewaluacje ko-
wektora o na wektorze v we wspoétrzednych

.0
j
axj>

Kontynuujemy badnie struktury wiazek stycznej kostycznej.

(oda’, v = o',
Fakt 2 Jesli M jest rozmaitosciq gladkq, to TM i T"M takze sq rozmaitosciami gladkims.

Dowéd: Niech U C M bedzie dziedzing mapy . W kazdym punkcie ¢ € U wspotrzedne (z°)
zwigzane z mapa ¢ definiujg baze w przestrzeni stycznej T,M. Niech Ty oznacza odwzorowanie

To:mf (U) — R*™, To(v) = (z'(q),...,z"(q),v",...,v")

gdzie
=7yv), i vali—l— +o"
4= M) 7 Oat oxn’

Niech teraz O bedzie dziedzing mapy v taka, ze U N O # ()

RQn

pig
(U NO) Too(Te)~!
Ty
RQn
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Wspoétrzedne zwiazane z mapa 1 oznaczane beda ('), ponadto przyjmiemy oznaczenia (i7),
(¢7) na wspolrzedne wektora stycznego w bazie zwiazanej z mapa ¢ i ¢ (odpowiednio). Wektor
T (2", 27) to wektor styczny do krzywej

ts o (2" + tdh).

Jego wspotrzedne wzgledem Tv wyznaczymy rézniczkujac po ¢ krzywa (o' (2'+t)) w R™. Zlo-
zenie odwzorowan ¢ i ¢! zapisujemy z uzyciem (z') i (y7): okresla je zestaw funkcji v/ (o~ (z")).
Rézniczkujemy wiec krzywa o '

t— (¢ (z' + i't))
otrzymujac wspotrzedne tego samego wektora To ™! (2%, 27) w bazie zwiazanej z 1:

oy
V) 7

W kazdym punkcie na rozmaitosci zamiana zmiennych jest realizowana poprzez liniowe odwzo-
rowanie, ktérego wyrazami macierzowymi sa pochodne czastkowe ggﬁ . Jesli funkcje o7 zaleza od
x' w sposéb gtadki, to takze g7 zalezg od i #° w sposéb gtadki. Zbior par (75,'(O), Te) jest
atlasem na M. Topologic na TM przeciggamy z R?" przy pomocy odwzorowan T, tzn bierze-
my najstabsza topologie prze ktorej wsztstkie te odwzorowania sa homeomorfizmami. Zapiszmy
jeszcze macierz zamiany zmiennych

[ oyt oyt oyt T

dz' 9z T Oxn
7 Oy by' Oy |
| O2Y 9x2 T Oam :
" : : S "

dy"  oy" dy"

Bardzo podobnie postepujemy z przestrzenia kostyczng. Korzystamy z bazy da® aby zapisa¢
kowektor we wspotrzednych: '
a = o,dz’.

Dla mapy (O, ¢) definiujemy odwzorowanie
T o 1y (O) — R, T o(a) = (z'(q), ..., 2"(q), a1, ..., ).

Oznaczmy przez (p;) wspéhrzedne kowektora w bazie da? a przez (r;) wspoéirzedne kowektora
w bazie dy?. Wowezas p;dx® jest rézniczks funkceji, ktéra we wspolrzednych ma postaé
foo Ha') = pia'.

Odwzorowanie ¢ o 1)~1 okreslone jest przez zestaw funkcji x%(y?), zatem f o= (y?) = pa'(y?).
Ten sam kowektor w bazie zwigzanej z ¢ to

axid i . _ ox’
Pigsd, zatem 7 =pigs.
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W wersji macierzowe;j:

o OE T o
o ot o
1 2 .. 7’”(
[rire oo ] =1[p P2 oo Pl Dyt Oy dy
dz™  Oz" ay"
oyt oyr T oyn

Zamiana zmiennych na zbiorze 7,/ (O NU) takze jest odwzorowaniem gtadkim, zatem pary
(73 (U), T*p) stanowia atlas na T*M. Zwréémy uwage na to, ze macierze zamiany zmien-
nych w przypadku wektorow i kowektoréw sg wzajemnie odwrotne. Sg to macierze pochodnych
odwzorowan 1 o =1 i ¢ o 1p~!. Obserwujemy takze znane z algebry zjawisko: odwzorowanie
sprzezone ma macierz transponowang (jesli zapisujemy kowektor jako macierz  kolumnowa”.
Jesli kowektor zapisujemy jako macierz jednowierszowa, wtedy odwzorowanie sprzezone repre-
zentuje si¢ macierza nietransponowana, ale nalezy pamieta¢ co i z ktérej strony mnozymy. [J

Oprocz struktury rozmaitosci przestrzenie styczna i kostyczna wyposazone sa w kanoniczne
rzuty na M. Przeciwobraz punktu wzgledem kazdego z rzutow jest przestrzenia wektorowsa
izomorficzng z R"™. Skonstruowane przez nas mapy zachowuja te strukture, tzn. prioTy = poTy,
iprioT p = @omy, Ponadto Ty (T*p) obciete do przestrzeni stycznej (kostycznej) w jednym
punkcie jest izomorfizmem liniowym, zamiana zmiennych takze jest odwzorowaniem liniowym w
kazdej przestrzeni R™ nad ustalonym punktem ¢(q). Tego rodzaju struktura nosi nazwe wiazki
wektorowej. Bardziej precyzyjnie

Definicja 11 Czworka (E, M, p, F), gdzie E'i M sa rozmaito$ciami, F' przestrzenia wektorowa
a p: E — M surjektywna submersja nazywamy wigzkq wektorowq jesli dla kazdego punktu
q € M istnieje otoczenie U i dyfeomorfizm @ : p~'(U) — U x F taki, ze

prio® = p.

Wymagamy ponadto, ze jesli 4 i O maja niepuste przeciecie to ztozenie odpowadajacych im
odwzorowan ¥ o &1 jest nad kazdym punktem ¢ € U N O izomorfizmem liniowym. Przestrzen
F nazywamy wléknem typowym wiazki wektorowej p. Kazda przestrzeni p='(q) jest przestrzenig
wektorowa izomorficzng (choé niekanonicznie) z F'. Przestrzen te nazywamy wloknem nad q. E
nazywamy przestrzeniq totalng zas M bazq wiazki.

Bez watpliwosci (TM, M, 7, R™) i (T"M, M, 75, R") sa wiazkami wektorowymi. Méwi sie o
nich wigzka styczna i wigzka kostyczna. Obie wiazki majg bardzo bogata strukture, do ktorej
struktura rozmaitodci i struktura wigzki wektorowej stanowia dopiero wstep. Obie wigzki sa
niezwykle istotne w matematycznym opisie mechaniki analitycznej. Wiazka styczna reprezentuje
zazwyczaj przestrzen potozen i predkosci opisywanego uktadu, zas wigzka kostyczna przestrzen
potozen i pedow.
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Definicja 12 Niech teraz F': M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. Odwzorowanie
TF:TM — TN, TF(ty(0)) = t(F o v)(0).
nazywamy odwzorowaniem stycznym do F'.

Tym razem uzyliSmy oznaczenia ty(0) na wektor styczny do krzywej v w punkcie 0, gdyz sta-
wianie kropki nad ztozeniem F o~ jest niewygodne. Oznaczenie ty(0) jet szczegélnie przydatne,
gdy krzywa definiujaca wektor sama ma skomplikowang i dtuga definicje. Odwzorowanie styczne
obciete do przestrzeni stycznej w jednym punkcie jest odwzorowaniem liniowym.

Niech M bedzie wymiaru m a N wymiaru n. Niech takze (z'), (y7) beda wspotrzednymi w
otoczeniach punktu ¢ € M i F(q) € N. Wtedy odwzorowanie F' dane jest we wspdtrzednych
funkcjami FV : R™ — R, tzn. v/ (F(q)) = F/(2%(q)). Odwzorowanie styczne w obcieciu do T,M
przyjmuje wartosci w Tp,) N 1 jest odwzorowaniem liniowym, ktorego macierz w odpowiednich
bazach ma postac

orl  0x? ox™
oxl  Ox? oxm
OF™ OF" oFr™
oxrt  Ox? oxm

Definicja 13 Odwzorowanie F' definiuje takze relacje T*F miedzy przestrzeniami kostycznymi.
Dwa kowektory a € T, M i 8 € T, N sa w relacji jesli

r=F(q) oraz  a=d(foF)(q jesli B=df(r).
Relacje te nazywamy relacjq kostyczng do F' lub podniesieniem kostycznym F'

Relacja kostyczna nie jest odwzorowaniem. Na poziomie punktéw zaczepienia ,jidzie” w t¢ sama
strone co odwzorowanie F', zas na poziomie kowektoréw w przeciwna. Relacja ta obcieta do
przestrzeni Ty M X Ty N jest odwzorowaniem liniowym (TF)* sprzezonym do odwzorowania
stycznego.

3.1 Realizacja wigzek stycznej i kostycznej rozmaitosci zanurzonej.

Niech A bedzie przestrzenia afiniczng. Poniewaz kazda skonczenie wymiarowa przestrzen afi-

niczna jest takze rozmaitoscia, to mozemy rozwazaé przestrzn styczna i kostyczng do niej.

Mozemy takze pytac o przestrzenie styczne i kostyczne do powierzchni zanurzonych w A.
Niech v bedzie gtadka krzywa w A. Wektor predkosci tej krzywej w punkcie a = v(0) to

t _
o= lim Y8 —a
t—0 t

26



Réznica w liczniku jest elementem przestrzeni wektorowej V' modelowej dla A. Wykorzystujac
formy liniowe na V' mozemy sprawdzi¢, ze wektor ten mozna interpretowaé jako wektor styczny
do A. Zbiér funkcji na A postaci f(b) = (¢, b— a) jest wystarczajacy do rozréznienia wektoréw
stycznych w punkcie a. Okazuje sie, ze krzywa v jest rownowazna krzywej 7' : t — a + tv.
Istotnie

dfory - fO(0) = f(v(0) (e (t) —a) V(t) —a)
7, drugiej strony
df o+ df df
dt (0) = Ehﬁ:()f(a + tU) = E\t:o“pﬂfv) = <907U>'

Przestrzen styczna do przestrzeni afinicznej w punkcie a jest wiec izomorficzna z V', a cata
wiazka styczna TA = A x V. Korzystajac z dualnosci przestrzeni stycznej i kostycznej w
punkcie stwierdzamy, iz T"A = A x V*. Wektory styczne do powierzchni M zanurzonej w A
interpretowac¢ wigc mozna jako podprzestrzenie przestrzeni wektorowej V' - bierzemy te elementy
V', ktore pochodza od krzywych lezacych w M. W kazdym punkcie jednak otrzymujemy inng
podprzestrzen (cho¢ oczywiscie tego samego wymiaru). Jak znalezé wektory styczne do M w
punkcie a? Jesli M zdefiniowana jest jako poziomica zerowa odwzorowania

F:A—R",

to ztozenie kazdej krzywej v lezacej w M z F' jest krzywa stata i réwna zero w R™. Wektory
styczne naleza wiec do jadra pochodnej F'(a):

T,M = ker F'(a).
Skoro T,M jest podprzestrzeniag w V', to T*M musi by¢ przestrzenia ilorazowa:
TM=V"/(T,M)°.

Anihilator (T,M)° rozpiety jest przez rézniczki funkcji F*, i = 1...m definiujacych M.

Kazda przestrzen styczna do powierzchni zanurzonej jest podprzestrzeniag w V', ale wigzka
styczna jako catos¢ nie ,dziedziczy” struktury iloczynu kartezjanskiego. Np. kazda z przestrzeni
stycznych do sfery S? jest dwuwymiarows plaszczyzng zanurzong w R?, jednak T.S? # 5% x R2.
Réwnosé zachodzi jedynie lokalnie. Gdyby wiazka styczna do sfery dwuwymiarowej byta try-
wialna (tzn. miala strukture iloczynu kartezjanskiego) to nieprawdziwe byloby Twierdzenie o
zaczesaniu Borsuka, ktore mowi, ze nie istnieje nieznikajace gtadkie pole wektorowe na parzy-
stowymiarowych sferach.

Uzylismy przed chwila niezdefiniowanego wczeséniej pojecia ,gtadkie pole wektorowe”. Pora
naprawic¢ ten blad.

3.2 Pola wektorowe i formy

Definicja 14 Clieciem (gladkim) wiazki p nazywamy odwzorowanie (gladkie) o : M — E o
wtlasnosci poo = idy,. Mowimy takze o lokalnych cieciach zdefiniowanych jedynie na otwartym
podzbiorze U.
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Rys. 22: Karol Borsuk.

Kazda wiazka wektorowa ma przynajmniej jedno ciecie globalne przyporzadkowujace kazdemu
punktowi na bazie odpowiedni wektor zerowy we wioknie. Gtadkie cigcia wiazki stycznej nazy-
wamy gladkimi polami wektorowymi zas ciecia wiazki kostycznej gtadkimi jednoformami. Pole
wektorowe we wspotrzednych jest postaci:
0 0 0
X=X'2)=— +X*@) == + -+ X"(2)=—
Sl (@) 5.3 ()5 %
za$ jednoforma
a = ai(z)dr' + ag(x)dz? + - - + oy, (z)d2™,

gdzie X' i a; sa gtadkimi funkcjami.

Przykladem jednoformy jest rézniczka funkeji (tzn. przyporzadkowanie punktowi rézniczki
funkcji w tym punkcie). Nie wszystkie jednak formy sa tego rodzaju. Na R? np latwo wskazaé
(korzystajac z globalnego uktadu wspétrzednych (z,y) forme a = zdy — ydz, ktéra nie jest
rozniczka funkeji. Gdyby tak byto, tzn gdyby o = dg, to

99 _ _, 99 _ 9 (99 __; -9 (%
5~ U ay—x ale wtedy 8y<5x>_ 17é1—am<ay :

Przyktadem pola wektorowego jest znany pewnie wszystkim gradient funkcji. Zatézmy, ze kazda
z przestrzeni T,M wyposazona jest w iloczyn skalarny, ktérego zaleznos¢ od punktu g jest
gtadka. Taka sytuacja ma miejsce na przyktad, gdy M jest zanurzona w R™ — mozemy woéwczas
obciaé¢ kanoniczny iloczyn skalarny z R™ do podprzestrzeni w kazdym punkcie powierzchni.
[loczyn skalarny zadaje, jak wiadomo, izomorfizm miedzy przestrzenia wektorows a dualna do
niej:
G:V3v— (v]-) e V™.

Na rozmaito$ci odwzorowanie G : TM — T*M jest izomorfizmem wigzek wektorowych nad
identycznoscia w M, tzn diagram

T™M —S~T*M

| |

M%M

jest przemienny, a GG obciete do kazdego wldkna jest liniowym izomorfizmem.
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Definicja 15 Niech f bedzie funkcja na M, woéwczas

(grad f)(q) = G~ (df(q)).

Oczywiscie na M = R", gdzie baza kanoniczna jest ortonormalna wzgledem iloczynu skalarnego,
jako wyrazenie gradientu we wspotrzednych otrzymujemy znany wzor
of o af o

B0l f = et ot T pun B

Wiadomo jednak, ze uzycie krzywoliniowego uktadu wspolrzednych istotnie zmienia postaé
wzoru. Znajomo$¢ definicji gradientu (a nie tylko wyrazenia we wspolrzednych kartezjanskich)
znacznie utatwia rachunki w réznych uktadach wspotrzednych, takze na R™.

Innym przyktadem pola wektorowego jest tzw. pole Fulera na wigzce wektorowej. Niech
p: E — M bedzie wigzka wektorows. Przestrzen TE styczna do E zawiera szczegdlne wektory,
ktore nazywamy pionowymi wzgledem p. Wektor v € TE jest pionowy, jesli Tp(v) =0 € TM.
Przestrzen sktadajaca sie z wektoréw pionowych oznaczamy zazwyczaj VE. Jest to podwigzka
wigzki stycznej TE, co oznacza, ze VE jest podrozmaitoscia w TE' i sama tez jest wiazka wek-
torowg nad F. Suma wektoréw pionowych jest pionowa, podobnie wektor pionowy pomnozony
przez liczbe jest pionowy. Wektory pionowe sa styczne do wtokien wiazki E, zatem styczne do
przestrzeni wektorowych, ktérymi sg te wtokna. Kazda przestrzen V. F jest wiec identyczna z
E,¢). Wartoscia pola Eulera w punkcie e jest ten sam wektor e (ale traktowany jako pionowy
wektor styczny). Inaczej méwige Wartoscig pola Eulera w punkcie e € E, jest wektor styczny
do krzywej t +— e + te. pole to oznaczane jest Vg i jest elementem struktury kazdej wiazki
wektorowej. Jedli (z*,y®) jest uktadem wspohrzednych na wigzce E zgodnym ze struktura, tzn
(y*) sa liniowymi wspotrzednymi w kazdym widknie, to pole Eulera ma postaé

0
oy’

Vi(e) =y (e)

Przyklad 13 Rozwazmy pole wektorowe X na S? dane we wspétrzednych stereograficznych
(wzgledem bieguna p6inocnego) wzorem

0

X:(I—y)a—f—(a:—l—y)ay.

ox
Pole zdefiniowane we wspotrzednych stereograficznych zadane jest jedynie na obszarze bedgcym
dziedzing tego uktadu wspotrzednych. Czy da sie to pole rozszerzy¢ na calg sfere, tzn dodefinio-
wac w biegunie polnocnym tak, zeby calo$¢ byta polem gtadkim? Zeby to sprawdzi¢, dokonajmy
zamiany zmiennych w polu X na wspotrzedne sferyczne wzgledem bieguna potudniowego. Nowe
wspotrzedne to

x b Yy
a=——-: = -
T2 + y2 ) 2 + y2
Zapisujemy transformacje wektorow bazowych
0 dad  0bO  x*+y*—22%0 —2zy 0O

Or owda T oroh . (@422 0 @+ ob
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podobnie

0 dad 9o  —2azy 0  y+a*-2%0

Oy~ yoa Oydb @+yPPoa @ yPR O
Podstawiamy uzyskany wynik do wzoru definiujacego pole wektorowe X, porzadkujac jedno-
cze$nie wspotezynniki przy wektorach bazowych w kierunku wspotrzednych a i b:

—2xy ] 0

2% 4 4% — 22
L —+
da

+ (a:+y)m

—2xy y? + 2% — 2y2] 0

o e

m {[—(x —y)?(z+y) — 2zy(z + y)]aaa + [<2zy(z — y) + (z + y)*(z — y)]gb} _
(932+1€UQ)2 {(CB Y- yz)aaa + (v — y)(2” +y2)§b} =—(a+ b)ai + (a— b)a(?b.

Formalnie, opis pola X we wspéhrzednych (a,b) obowiazuje na sferze z wytaczeniem obu bie-
gunéw. Biegun péinocny nie nalezy do dziedziny wspotrzednych (z,y), zatem X w ogle nie jest
tam okreslone, za$ biegun potudniowy nie nalezy do dziedziny (a,b), wigc otrzymane z zamia-
ny zmiennych wyrazenie w nim nie obowiazuje. Patrzac jednak na posta¢ X we wspotrzednych
(@, b) widzimy, ze mozna to pole w sposéb gtadki dookreslié w biegunie pétnocnym (a, b) = (0,0)
ktadac tam wartosc pola rowng 0. Ostatecznie wiec X jest gtadkim polem wektorowym zdefi-
niowanym na calej sferze. Na biegunach pole ma wartos¢ 0, zas w pozostatych punktach wyraza
sie jednym lub drugim wzorem w zaleznosci od tego, jakich wspotrzednych chcemy uzywac. To
samo pole wektorowe mozemy jeszcze zapisaé we wspoétrzednych sferycznych (o, ). Przyjmuje
ono postac

0
= — —sind—.
Oy 09
Sferyczny uktad wspotrzednych nie obowigzuje na obu biegunach, zatem fakt, ze te wpotrzedne
nie pozwalajg przedhuzy¢ pola na bieguny specjalnie nie dziwi.

Sprawdzmy teraz jak pola i formy zachowuja sie wzgledem odwzorowan rozmaitosci. Oznacz-
my przez F' gladkie odwzorowanie
F:M— N.

Wiemy juz, ze korzystajac z odwzorowania stycznego mozemy przeniesé¢ kazdy wektor styczny z
TM do TN. Jednak jesli odwzorowanie nie jest injektywne, moze sie zdarzy¢, ze obrazy dwoch
roznych wektorow bedacych wartosciami pola na M w réznych punktach majacych wspolny
obraz w N beda rézne. Zazwyczaj nie mozna przenies¢ pola wektorowego X z rozmaitosci M
na rozmaitos¢ N. Da sie to jednak zrobi¢ zawsze, gdy F' jest dyfeomorfizmem. W takiej sytuacji
definiujemy transport pola wektorowego:

(F.X)(F(q)) = TF(X(q)).

Inaczej jest z formami: forme z N zawsze mozna cofngé na M korzystajac z relacji T*F. Defi-
niujemy zatem cofniecie albo pull-back formy o na N pokazujac jak cofnieta forma dziala na
wektory styczne do M:

(Fa)(q),v) = (o, TF(v)).
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Oznaczenia F, i F* wskazuja na zastosowanie odwzorowania stycznego i relacji kostycznej do
pol wektorowych i form a nie do pojedynczych wektoréow i kowektorow.

3.3 Krzywe catkowe pola wektorowego

Krzywa catkowa pola wektorowego X € X' (M) nazywamy gtadka krzywa v : I — M, t — ~(t)
taka, ze
vtel () =X({),

czyli pole X jest styczne do krzywej i predkos¢ krzywej jest réwna wartosci pola. Zanim zagte-
bimy si¢ w kwestie teoretyczne, obejrzyjmy przyktad:

Przyklad 14 Rozwazmy pole wektorowe X z poprzedniego przyktadu dane we wspotrzednych
stereograficznych (wzgledem bieguna péinocnego) na sferze dwuwymiarowej wzorem

9] 0
X:(x—y)%%—(x%—y)ﬁ—y.

Jesli krzywa ¢ — (x(t), y(t)) jest krzywa catkowg pola to

(@(2),9(t)) = (2(t) — y(t), x(t) + y(1)).

Otrzymalismy wiec ukltad réwnan rézniczkowych, ktéry do tej pory (na analizie I1) zapisywany

byt jako U’]:“ EIHﬂ

Wytezywszy pamiec i siegnawszy do zasobéw wiedzy algebraicznej, bylibySmy pewnie w sta-
nie rozwigza¢ ten uktad rownan... OtrzymalibySmy wowczas nastepujaca postaé rozwigzania
(stosujemy wektorowa notacje algebraiczng, pamietajac jednak, ze (x,y) sa wspdétrzednymi na

sferze).
x(t) | cost —sint xg
ly(t) ] —° [Sint cost ] [yO]'

Powyzsza krzywa przechodzi przez punkt (zo,yo) dla t = 0. Jest tez oczywiscie stata krzywa
(z(t) = 0,y(t) = 0) odpowiadajaca warunkom poczatkowym w biegunie potudniowym.

Widzimy zatem, ze pole wektorowe na rozmaitosci zapisane w uktadzie wspotrzednych to
nic innego jak uktad réownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Istnienie i jedno-
znacznos¢ rozwigzania takiego uktadu dla zadanych warunkéw poczatkowych gwarantowana
jest przez twierdzenie Cauchy’ego. Zadanie warunkéw poczatkowych oznacza wybranie punktu
na rozmaitosci, przez ktory krzywa catkowa przechodzi dla parametru t = 0. Wiemy juz wiec, ze

krzywe catkowe istnieja, przynajmniej lokalnie. Krzywe catkowe naszego pola mozna tez znalezé
korzystajac ze wspotrzednych sferycznych:

a 0
X = P sin(¥) =—

i rozwiazujac uktad réwnan



Krzywa catkowa przechodzaca dla t = 0 przez punkt (¢g,J9) to

v
t— y(t) = (gpo + t, 2arctan[tan (20> et]> .

Zauwazmy jaka ciekawa wtasno$¢ ma powyzsze rozwigzanie: Zapiszmy krzywa catkows w pa-
rametrze s z warunkiem poczatkowym dla s = 0 réwnym ~(¢):

5 — (gp(t) + 5,2 arctan]tan (?) 65]> .

Ale ¢(t) = o + t oraz V(t) = 2arctan[tan (192—0) e']. W szcezegdlnosei druga wspohrzedna to:

9 9 9
2 arctan[tan (2 arctan[tan <20> et]/2> e’] = 2arctan[tan <20> e'e’] = 2 arctan[tan (;) e

Okazuje sie wiec, ze s — (s +t). Podobny wynik otrzymamy prowadzac rachunki we wsp6i-
rzednych stereograficznych:

z(s) | o5 | COS5 = sin s ot | cost — sint o |
y(s) | sins  coss sint  cost vo |
ot [ cos(t +s) —sin(t + s) ] [ T ]

sin(t +s)  cos(t+ s) Yo

Powyzsza wtasnosé jest ogolng wlasnoscia krzywych catkowych. Przesunigcie wzdtuz krzywych
catkowych o t jest dyfeomorfizmem rozmaitosci M:

QM — M

o wlasnosciach
(1) @o(g) =q,  (2) Ps(Pe(q)) = Prss(q)-

Ponadto dla kazdego ¢
t— ®y(q)

jest krzywa catkows pola X. Odwzorowanie
I xM— M, O(t,q) = Pi(q).

Nazywane jest lokalng grupg dyfeomorfizmow zwiazana z X . Okreslenie ,grupa” odnosi sie tu
do wlasnosci (1) 1 (2).d

3.4 Nawias Liego

Gladkie pole wektorowe definiuje rézniczkowanie algebry C*°(M) nad identycznoscia jako ho-
momorfizmem algebr. Istotnie, skoro w kazdym punkcie ¢ € M wartosé¢ X (q) jest rézniczkowa-
niem algebry C*(M) o wartosciach rzeczywistych, zbierajac wartosci rézniczkowania punkt po
punkcie i korzystajac z gtadkosci jako wartos¢ X (f) otrzymujemy gtadka funkcje g — X (q)(f)-
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