3.4 Do czego stuzg jednoformy?

W poprzednich dwoch podrozdziatach dyskutowaliémy pola wektorowe. Okazalo sie, ze pole
wektorowe na rozmaitosci jest uogélnieniem pojecia rownania rozniczkowego pierwszego rzedu,
ktére znamy z R™. A jednoformy rozniczkowe? Do czego mogg stuzyé¢? Wykonajmy nastepujacy
rachunek: Niech v : [a,b] — M bedzie gtadka krzywa, zas a bedzie jednoforma na M. Zapiszmy
te krzywa i te forme w dwoch roznych uktadach wspotrzednych

a=fix)d' o= g(y)dy
Skoro oba wzory reprezentuja te sama forme, mamy zwiazek
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Przyjrzyjmy si¢ dwom wyrazeniom:
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Ze wzgledu na zwiazek miedzy f i g mozemy w (2) dokona¢ zamiany f na g
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Powyzszy rachunek pokazuje, ze wzory (2) i (3) opisuja de facto te sama wielkosé. Ostateczna
wartos¢ nie zalezy od wspotrzednych jakich uzyliSmy. Przyjrzyjmy si¢ teraz drugiemu rachunko-
wi - zmienimy teraz parametryzacje krzywej v, zostawiajac bez zmian obraz tej krzywej. Niech
wiec 7 : [a,b] — [c,d] bedzie reparametryzacja krzywej v, tzn. n : [¢,d] — M, n(7(t)) = ~(t).
Poréwnajmy dwa wyrazenia:
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Zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych w calce Riemanna mamy
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Okazuje sie wiec, ze wyrazenia (4) 1 (5) sa réwne. Mozna wiec powiedzieé, ze wszystkie wyrazenia
(2, 3, 4, 5) opisuja te sama wielko$¢, ktéra mozna nazwaé catka z formy « po jednowymiarowej
podrozmaitosci (krzywej) bedacej obrazem ~y. Calke te obliczamy we wspétrzednych i uzywa-
jac parametryzacji krzywej, jednak wynik nie zalezy zaréwno od wyboru wspotrzednych jak i
parametryzacji.

Oczywiscie nie jest to pelna teoria catkowania form po jednowymiarowych podrozmaito-
Sciach. W szczegodlnosci nie rozwazaliSmy co robi¢, jesli krzywa nie miesci sie w dziedzinie
jednego uktadu wspotrzednych. Pominglismy tez kilka innych detali. Powyzsze rozwazania sa
jednak wystarczajace do uzasadnienia stwierdzenia, iz jednoformy rozniczkowe stuzg do catko-
wania wzdtuz krzywych.

Jednym ze sposobow rozpoznawania jakie narzedzie matematyczne powinno by¢ uzyte do
reprezentowania danej wielkosci fizycznej jest przyjrzenie sie co sie z ta wielkoscia robi. Jako
przyktad niech postuzy nam pojecie sity. Site catkujemy wzdtuz trajektorii uzyskujac prace. W
podrecznikach do mechaniki mozemy znalezé wzory podobne do W = [ Fd3 lub dW = Fds,
ktore wskazuja, ze by¢ moze site nalezaloby reprezentowaé raczej kowektorem niz wektorem.
W teorii zwanej mechanika analityczna tak sie wtadnie robi.

3.5 Nawias Liego

Gladkie pole wektorowe definiuje rézniczkowanie algebry C*°(M) nad identycznoscia jako ho-
momorfizmem algebr. Istotnie, skoro w kazdym punkcie ¢ € M warto$¢ X (q) jest rézniczkowa-
niem algebry C*°(M) o wartosciach rzeczywistych, zbierajac wartosci rézniczkowania punkt po
punkcie i korzystajac z gltadkosci jako wartosé X (f) otrzymujemy gtadka funkcje g — X (q)(f).
Reguta Leibniza jest spetniona, gdyz jest spelniona dla X (q). Mozna pokazaé (czego nie bedzie-
my robié), ze pola wektorowe to wszystkie rézniczkowania algebry C*°(M) nad identycznoscia.
W zbiorze rézniczkowan algebry nad identycznoscia okreslony jest komutator rozniczkowan.
Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze [Dy, Ds| okreslone wzorem

[D1, Ds)(a) = Di(Da(a)) — D2(Di(a))
jest rézniczkowaniem. Istotnie
[Dl, DQ]((J,b) = Dl(DQ(CLb>> — DQ(D1<CLb)) = Dl(aDg(b) + DQ( ) ) DQ

(
aD1(D2(b)) + Di(a)D2(b) + D1(Ds(a))b + Dz(a) Dy (b)—
aDs(D1(b)) — D2(a)D1(b) — D2(Di(a))b — Di(a)Da(b) =

aD1(b) + D1(a)b) =

Jednokolorowe wyrazenia si¢ upraszczaja i otrzymujemy

=a +D]([)_>((1))b—i—a —l)_><[)|<(1)>b:
a + [D1(D2(a)) — D2(D1(a))]b =
a + [Dy, Ds](a)b
Skoro komutator rozniczkowan jest rozniczkowaniem, a wszystkie rozniczkowania to pola wekto-

rowe, to komutator pol wektorowych takze jest polem wektorowym. Komutator w zastosowaniu
do pdl wektorowych nazywany jest nawiasem Liego. Jest to odwzorowanie

X (M) x X(M) — X(M)
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antysymetryczne (tzn. [X,Y] = —[Y, X]), spetiajace nastepujace warunki:
(X, fY] = fIX, Y]+ X(f)Y

oraz

XY, 2] = [1X, Y], 2] + [V [X, ).

Druga z rownosci nazywana jest tozsamosciq Jacobiego. Méwi ona, ze odwzorowanie
(X, ] X(M) — X (M)

samo jest rozniczkowaniem algebry (X (M), [-,-]). Algebra ta jest algebra nieprzemienna (antysy-

metryczna), bez jedynki i bez tacznosci. Algebra z antysymetrycznym dzialaniem spetniajacym

tozsamos$é¢ Jacobiego nazywa sie algebrq Liego. Pierwsza réwno$é sprawdzamy bezposrednim

rachunkiem na wspotrzednych. Tozsamos$é Jacobiego jest charakterystyczna dla komutatora

rozniczkowan i takze moze zosta¢ sprawdzona bezposrednim, troche nudnym rachunkiem.
Zapiszmy nawias pol wektorowych we wspotrzednych:
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Posta¢ nawiasu pol wektorowych we wspotrzednych niewiele mowi o jego geometrycznej
interpretacji. Wdalszym ciggu wyktadu okaze sie, ze ta wielkos¢ pojawia sie w réznych kon-
tekstach wielokrotnie: jest we wzorze Cartana na rézniczke formy, jest we wzorze na pochodna
Liego pola wektorowego, jest w koncu we wzorze na krzywizne koneksji. Zacznijmy jednak od
prostej interpretacji w terminach krzywych catkowych pél wektorowych. Jako komutator poél
wektorowych, nawias Liego mierzy réznice w dziataniu dwdch pol zastosowanych w wyjsciowej
i odwrotnej kolejnoséci. Wiemy, ze dzialanie pola wektorowego na funkcje polega na rézniczko-
waniu wzdluz krzywych catkowych pola. Przeanalizujmy zatem réznice miedzy (¢, (¢, q)) i
W(t, o(t,q)), gdzie ¢ i 1 sa lokalnymi grupami dyfeomorfizméw odpowiadajacymi polom wek-
torowym X i Y odpowiednio. Pewng techniczng trudnos$é stanowi ,zmierzenie” réznicy miedzy
dwoma punktami na rozmaitosci bez dodatkowej struktury, w szczegdlnosci bez pojecia odle-
glosci. Poradzimy sobie biorac dowolng funkcje f € C*°(M) i wyznaczajac
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