antysymetryczne (tzn. [X,Y] = —[Y, X]), spetiajace nastepujace warunki:
(X, fY] = fIX, Y]+ X(f)Y

oraz

XY, 2] = [1X, Y], 2] + [V [X, ).

Druga z rownosci nazywana jest tozsamosciq Jacobiego. Méwi ona, ze odwzorowanie
(X, ] X(M) — X (M)

samo jest rozniczkowaniem algebry (X (M), [-,-]). Algebra ta jest algebra nieprzemienna (antysy-

metryczna), bez jedynki i bez tacznosci. Algebra z antysymetrycznym dzialaniem spetniajacym

tozsamos$é¢ Jacobiego nazywa sie algebrq Liego. Pierwsza réwno$é sprawdzamy bezposrednim

rachunkiem na wspotrzednych. Tozsamos$é Jacobiego jest charakterystyczna dla komutatora

rozniczkowan i takze moze zosta¢ sprawdzona bezposrednim, troche nudnym rachunkiem.
Zapiszmy nawias pol wektorowych we wspotrzednych:

0 yzyji

X=X A
oxt’ oxd’

X,Y)(f) = X(V(f) = V(X () = X' (Yj o ) v (Xi af) -

ox? Ozl ozl ox?
OYIOf L O o T
X oxt Oxd Y OxidzI Y Oxd Oz’ X Oxidxi
i(‘?Yj of jaXi af B ié)Yj B ian ﬁ
X oxt OxI Y oxd Oxi (X oxt Y 8:(:1') oz’
. Y7 00X
J — 7 o )
P =X Y

Posta¢ nawiasu pol wektorowych we wspotrzednych niewiele mowi o jego geometrycznej
interpretacji. Wdalszym ciggu wyktadu okaze sie, ze ta wielkos¢ pojawia sie w réznych kon-
tekstach wielokrotnie: jest we wzorze Cartana na rézniczke formy, jest we wzorze na pochodna
Liego pola wektorowego, jest w koncu we wzorze na krzywizne koneksji. Zacznijmy jednak od
prostej interpretacji w terminach krzywych catkowych pél wektorowych. Jako komutator poél
wektorowych, nawias Liego mierzy réznice w dziataniu dwdch pol zastosowanych w wyjsciowej
i odwrotnej kolejnoséci. Wiemy, ze dzialanie pola wektorowego na funkcje polega na rézniczko-
waniu wzdluz krzywych catkowych pola. Przeanalizujmy zatem réznice miedzy (¢, (¢, q)) i
W(t, o(t,q)), gdzie ¢ i 1 sa lokalnymi grupami dyfeomorfizméw odpowiadajacymi polom wek-
torowym X i Y odpowiednio. Pewng techniczng trudnos$é stanowi ,zmierzenie” réznicy miedzy
dwoma punktami na rozmaitosci bez dodatkowej struktury, w szczegdlnosci bez pojecia odle-
glosci. Poradzimy sobie biorac dowolng funkcje f € C*°(M) i wyznaczajac
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Dla ustalonego ¢ i ustalonej funkcji f réznica ta jest gtadka rzeczywisty funkcja rzeczywistego
argumentu. Jej definicja jest niezalezna od wspotrzednych, ma wiec charakter geometryczny.
Wspbtezynniki rozwiniecia Taylora tej funkceji takze maja znaczenie geometryczne. Wyznaczy-
my te wspotezynniki korzystajac ze wspotrzednych. Wynik powinien zaleze¢ jedynie od f, g,

X 1Y. Oznaczmy ' '
Pt =2 (p(t.q), V(g =2 q).
We wspotrzednych wielkosé f(i(t, p(t, q))) — f(w(t,¥(t,q))) przyjmuje postaé

F@t @ (t0) — F@' (4 (8 0)))- (6)
Wartosé w t = 0 jest 0, gdyz ¢(0, q) = ¥(0, q) = q. Liczymy pierwsza pochodna po t. Poniewaz
wyrazenie jest antysymetryczne ze wzgledu na zamiane X i Y, skoncentrujemy si¢ na jednym
cztonie f('(t, p'(t,q))), drugi dopiszemy pozniej korzystajac z antysymetrii:

S0 = L o) (G o+ S5 wa) o) @

Przy wszystkich funkcjach w powyzszym wzorze wypisywaliSmy wszystkie argumenty, zeby
teraz nie mie¢ watpliwosci co do wyniku, kiedy wstawimy wartos¢ ¢t = 0.

) ; 0
9 0o = 2 (a),

O (0o = o (0.4) = V(o)

[t=0 = Xi(Q)~

Nieco trudniejszy jest czton w kolorze czerwonym. Siegajac do definicji rézniczkowania czast-
kowego, ktore polega na rézniczkowaniu wzdtuz jednej zmiennej przy ustalonych pozostatych,
stwierdzamy, ze wyznaczajac warto$¢ wyrazenia czerwonego nalezy najpierw potozy¢ t = 0 w
pierwszym argumencie (i pozostatych poza j-ta wspotrzedna x) i dopiero potem rézniczkowaé.
Wstawienie warto$ci 0 w miejscu pierwszego t oznacza, ze rozniczkujemy odwzorowanie (0, -),
ktore jest identycznoscig na M.

ZZJJL (t, (’Qk(tﬂ q))\tzo = 5;.
PodsumoWuj ac,
a6 0 )ma = 5200 (V0 +97200) = 570 (V0 + X' @)

Wyrazenie to jest symetryczne ze wzgledu na zamiane X na Y, co oznacza, ze wspotczynnik
przy t w pierwszej potedze w rozwinieciu wyrazenia (6) jest 0.

Przechodzimy do wyznaczania wspoétczynnika przy 2. W tym celu policzymy pochodng po t
wyrazenia (7). Dla skrocenia napiséw oznaczmy przez A'(t) wyrazenie wystepujace w nawiasie
po prawej stronie we wzorze (7). Wiadomo, ze A'(0) = Y*(¢) + X'(¢q). Mamy wiec

S0 = (SE W 0a) -
S (W () A OA) + S ) A
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Czesé niebieska dla t = 0 przyjmuje postaé

O (0,4 (£ D) ADA Do = 5 (q) A0V A(0) =

aﬁ";xi () (Y¥(@) + X)) (Yi(9) + X'(a)),

trudnosé¢ polega wiec na wyznaczeniu wartosci wyrazenia czerwonego.

4 d (o, o 0,
40 =4 (Gt an + e an G @)
Py Py gt PU L i o O
Y I D" o’ ¢’

t, 0 (t, ¢ tc t, .
Batan P (L O) 5, Wk S0+ oS a) S (ta)
W powyzszych rachunkach wstawiamy ¢ = 0 i otrzymujemy dla czesci czerwonej

02 7 ) 82 %
18 (1 0) o = S (0,0).

Czesci niebieska i zielona sg réwne, jesli wezmiemy pod uwage symetrie drugich pochodnych
czastkowych
sz a k ayz
¢ (¢, t, = X* :

Cze$¢ szara znika, gdyz znlka druga pochodna identycznosci. Obliczajac warto$é¢ czesci czarnej

takze bierzemy pod uwage, ze gfj (t, ©'(t,q)))j=0 = 5; i otrzymujemy
O . 92 90] 2 i
Podsumowujac
d a2wi aQSOi oY
— A ()ji=0 = —=5-(0 0 2X* :
p” (t)j=0 542 (0,q) + 52 (0,9) + (Q)axk(Q)

Podwojony wspétezynnik przy ¢? otrzymujemy antysymetryzujac:
d? , . . .
g [ (e (60) — [ (L), =
o? ‘ .
SO @) (VM) + XM@) (V) + X))+
of (07" 02 oY’
89{@' < 572 (0,q) + 0:; (0,q) +2X*(q) o (q)> _
0? , ,
T () (xX*0) + YH(0) (Xi(0) + V() -

Of (9% %) 2%
! < 2 (0,q) + = (0.q) + 2Y*(q) (Q)>

ozt \ Ot? ot2 oxk
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Czerwone, niebieskie i zielone sktadniki sie upraszczaja pozostawiajac

jtz WP 60D ~ S )], = 2;{2‘ (Xk(q)gi (2) = Y*(q) ?9;(: (q)>

Wyrazenie w nawiasie okragltym jest i-ta wspéhrzedna [ X, Y]. Rozwiniecie do wyrazéw kwadra-
towych xéimicy f(U(t, 9(t,0))) — F(o(t, U(t,q))) prayimuje wiee postac

F@(t,o(t,q) = flo(t.e(t q) = (X, Y]f)(q) + O(F).

Wyrazenie ([X,Y]f)(q) to dziatanie pola wektorowego [X, Y] na funkcje f obliczone w punkcie
q. Tak jak si¢ spodziewaliémy, wynik nie zalezy od wspoélrzednych w ktérych prowadzilismy
rachunki.

Powyzszy rachunek daje geometryczna interpretacje nawiasu pél wektorowych. Nawias ten
jest miarg niedoktadnodci, jaka otrzymujemy zamieniajac kolejnos¢ ,podrozowania” wzdiuz
krzywych catkowych obu poél wektorowych. Niedoktadnosé¢ te¢ wida¢ dopiero w drugim rzedzie
wzgledem parametru krzywych catkowych.

Wiadomo, ze dla kazdego pola wektorowego X mozna dobra¢ uktad wspotrzednych w taki
sposob, ze krzywe catkowe tego pola sg liniami wspotrzednosciowymi jednej ze wspotrzednych.
Rachunek, ktory wtasnie przeprowadzilismy pokazuje, ze dla dwéch pdl wektorowych moze to
by¢ niemozliwe. Przeszkoda jest z catg pwenoscia nieznikajacy komutator tych pol wektorowych.
Oczywiscie udowodnienie, ze gdy pola wektorowe komutuja, odpowiedni uktad wspotrzednych
istnieje, to oddzielny problem, ktéry poruszony jest w dowodzie Twierdzenia Frobeniusa w
pozniejszych rozdziatach. W szczegdlnosci, istnienie takiego uktadu wspotrzednych oznacza, ze
znika nie tylko wspétczynnik przy ¢ w rozwinieciu badanej przez nas funkcji, ale wszystkie
wspotezynniki. Tak istotnie jest - pozostate wspélezynniki wyrazaja sie przez nawias [X, Y]
oraz jego wielokrotne iteracje: [ X, [X, Y]], [V, [X, [X, Y]] itd. Jesli wiec [X, Y] znika, znikaja tez
wszystkie inne wspotczynniki. Zainteresowani konkretng postacia rozwiniecia powinni poszukaé
informacji zwiazanych ze wzorem Campbell’a-Baker’a-Hausdorffa.

3.6 Czy przyspieszenie jest wektorem?

Uczac sie fizyki w szkole éredniej czy tez mechaniki klasycznej w czasie wyktadéw uniwersy-
teckich, postugujemy sie czesto pojeciem ,wektor przyspieszenia”. Czy jednak przyspieszenie
na pewno jest wektorem? Dotychczasowe doswiadczenia z tego kursu geometrii rézniczkowej
wskazuja, ze warto dobrze przemysle¢ jakie byty matematyczne powinny reprezentowaé rozne
wielko$ci fizyczne.

Rozwazania bedziemy prowadzi¢ przy zatozeniu, ze pracujemy w ramach mechaniki klasycz-
nej, nierelatywistycznej. Przestrzen potozen uktadu klasycznego zazwyczaj jest rozmaitoscia.
Oznaczmy ja M. Na przyktad jesli analizujemy ruch monety toczacej sie prostopadle po stole,
polozenie monety okreslamy podajac poltozenie punktu stycznosci ze stotem ((z,y) € R?), po-
tozenie monety wzgledem osi przechodzacej przez srodek monety prostopadle do ptaszczyzny
monety (S, wspolrzedna ) i potozenie wzgledem osi obrotu prostopadlej do stotu i przechodza-
cej przez srodek monety (S, wspotrzedna ). Przestrzen potozen zatem to M = R? x S! x ST,
a we wspolrzednych czworka (x,y, ¢,0). Kiedy natomiast rozwazamy ruch bryly sztywnej i
oprocz potozenia $rodka masy (R?) uwzgledniamy obroty bryty w przestrzeni, jako rozmaito$é

38



polozeni otrzymujemy R? x SO(3). SO(3) jest grupa Liego obrotéw w tréjwymiarowej prze-
strzeni euklidesowej. Jesli chcemy byé bardzo precyzyjni, zamiast SO(3) powinnismy wziaé
przestrzen jednorodng wzgledem tej grupy, tzn. cos jak grupa, tylko bez wyrdznionej jedynki.
Relacja przestrzeni jednorodnej i grupy Liego jest taka jak przestrzeni afinicznej i modelowe;j
wektorowe;j.

Predkos¢ uktadu fizycznego, ktorego rozmaitoscig potozen jest M, jest wektorem stycznym
do krzywej opisujacej ruch tego uktadu. Predko$¢ jest wiec elementem TM. Predkos¢ moze-
my obliczy¢ w kazdym punkcie trajektorii otrzymujac krzywa w TM. Jesli w M wybrane sa
wspotrzedne (z¢), to trajektorie opisujemy we wspotrzednych jako t — (2%(t)) a predkosé jako
t — (z'(t), 37 (t)). Zauwazmy tutaj, ze sam zestaw funkcji ¢ — (4°(¢)) nie ma sensu geometrycz-
nego. Predkosci nie mozna rozpatrywaé¢ w oderwaniu od punktu zaczepienia, przynajmniej nie
na ogolnej rozmaitosci. Mozna to robi¢ jedynie gdy wiazka styczna do rozmaitosci potozen jest
trywialna i przestrzenie styczne w réznych punktach sa kanonicznie utozsamione.

Przyspieszenie mierzy¢ ma zmiane predkosci. Najprosciej zatem jako przyspieszenie wzigé
wektor styczny do krzywej predkosci w TM, czyli element TTM. Poniewaz jednak krzywa
predkosci nie jest byle jaka, tylko jest podniesieniem stycznym krzywej z rozmaitosci, to tak-
ze wartosci przyspieszenia w TTM nie sa dowolne. We wspotrzednych na TTM dostaniemy
(x8(t), 47 (t), i%(t), i (t)), to znaczy drugi i trzeci zestaw wspohrzednych jest jednakowy. Elemen-
ty TTM majace taka wtasno$é odpowiadaja klasom réwnowaznosci krzywych z doktadnoscia
do drugich pochodnych. Doktadniej mowiac, w zbiorze gtadkich krzywych definiujemy relacje
rownowaznosci

v~y = (0 =70,

dfoy _dfey d*foy _d*foy

VfelC™(M = :
/ (M) dt  ji=o dt  ji=0’ dt2 |0 dt?2 |0

Czesé niebieska definiuje wektor styczny czyli predkosé, ale jest jeszcze nowa cze$é czerwona.
Zbiér klas réwnowaznosci wzgledem powyzszej relacji oznaczamy T2M. Jest to rozmaito$é,
majaca naturalny rzut na TM. Istnieje tez kanoniczne zanurzenie T2M w TTM. Przyspieszenie
traktowaé mozna zatem jako element T?M lub jako odpowiadajacy mu element TTAM . Jak to
wiec w konicu jest? Czy przyspieszenie jest wektorem?

Popatrzmy na opis elementu T?M we wspéirzednych oraz na to, jak transformujg sie te
wspOtrzedne gdy zmienimy wspoétrzedne na bazie. Niech wiec (2°) bedzie uktadem wspotrzed-
nych w M. Krzywa zapisujemy we wspotrzednych jako t — (2%(t)). Kazda z funkcji t — x%(t)
mozemy rozwinaé¢ w szereg Taylora

() = 7(0) + £ (0) + ;t%‘i(m b

Krzywe sa réwnowazne, jesli maja te same wartosci 2*(0), 2°(0) i °(0). Wspotrzedne (¢, z°, i)
dobrze opisuja element T?M. Przeprowadzimy teraz zamiane zmiennych. Wezmy nowy uktad
wpohrzednych (%) na M. Wspohzedne y* wyrazimy jako funkcjie od z, wtedy
ayk ) ) Oka o ayk

k_YY L ko i vy

V' = w V'~ it - ozl
Wspbtrzedne z jedna kropka transformuja sie jak wspéirzedne wektora stycznego, a wiec liniowo,
podczas gdy wspéhrzedne z dwiema kropkami transformujg sie afinicznie. Wigzka T2M —
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TM jest wiazka afiniczna a nie wektorowa. Wiazka T>M — M ma strukture jeszcze bardziej
ztozong, zwana wigzka gradowang. Z tego punktu widzenia, przyspieszenie jako element T?M
nie jest wektorem, bowiem nie transformuje sie liniowo. Uzywajac zanurzenia T*°M «— TTM
moglibysSmy powiedzie¢, ze przyspieszenie jest wektorem stycznym, ale nie do M a do TM.

Czy zatem wszystkie rachunki zaktadajace, ze przyspieszenie jest wektorem stycznym do
M sg fatszywe? Rzecz w tym, ze rozmaito$é¢ konfiguracyjna niemal nigdy nie jest ,,golg rozma-
itoécia” bez dodatkowej struktury. Jesli potrafimy napisa¢ lagranzjan na TM lub hamiltonian
na T*M, to mamy najprawdopodobniej do czynienia z rozmaitoscia z metryka. Czesto jest
to poprostu afiniczna przestrzen euklidesowa. Wigzka styczna do afinicznej przestrzeni eukli-
desowej F jest trywialna, mamy TE = E x V| gdzie V' jest wektorowa przestrzenia modelo-
wa z iloczynem skalarnym. Iterowana wiazka styczna TTE tez jest trywialna: mozna zapisac
TTE = ExV xV x V. Przyspieszenie rozumiane jako wektor mierzacy zmiane predkosci, lezy
w czerwonym czynniku. Istotnie, biorac krzywa w E w postaci ¢t — v(t) € F mozemy wziaé
wektor styczny (v(t),7(t)) € E x V. Czes¢ §(t) jest krzywa w V' i moze zostaé oddzielona od
punktu zaczepienia w E. Bioragc wektor styczny do krzywej w TE dostajemy

(Y(0), (1), 7(1),7(1)) € E XV XV XV

i znowu czerwona czes¢ ma samodzielny byt jako element V. No a co z trudnosciami z transfor-
macja wspotrzednych? Tych trudnosci nie ma, jesli uzywamy wspotrzednych dostosowanych do
struktury przestrzeni, czyli afinicznych. Jesli oba zestawy wspotrzednych sa afiniczne, wtedy za-
miana zmiennych jest takze funkcjg afiniczng i drugie pochodne jednych zmiennych po drugich
zmikaja. Transformacja zmiennych z dwoma kropkami jest wiec liniowa. Jesli jednak uzywamy
wspoltrzednych krzywoliniowych, w wyrazeniach na przyspieszenie pojawiaja si¢ skomplikowane
wzory zawierajace pierwsze i drugie pochodne wspotrzednych, co wskazuje, ze przyspieszenie
takim zwyklym wektorem stycznym nie jest.

Zeby zauwazyé komplikacje nie trzeba nawet samodzielnie przeprowadzaé¢ zamiany zmien-
nych. Wystarczy zajrze¢ do podrecznika i sprawdzi¢ jak wygladaja predkosé i przyspieszenie
na plszezyznie (euklidesowej) zapisane w biegunowym uktadzie wspéhrzednych. Wektor pred-
kosci ma sktadowe w bazie wspotrzednosciowej wygladajace ,przyjaznie” — pochodne po czasie
wspoOtrzednych potozenia. Dodatkowy czynnik r przy ¢ w rozktadzie w bazie ortonormalnej
wynika z warunku, ze wektory bazowe maja mie¢ dtugo$¢ 1. Wektor przyspieszenia jednak ma
posta¢ dos¢ ztozona. Charakterystyczne jest jednak, ze obie wspétrzedne sa rzedu 2 jesli uzna-
my drugie pochodne za wspotrzedne rzedu 2 a pierwsze rzedu 1. Pierwsze pochodne pojawiaja
sie zawsze w wyrazeniach majacych taczny rzad 2. Jest to odbicie gradowanej struktury T2M:

potozenie: (1, ),

predkoéé: 170, + @0, = re, + rye,,

przyspieszenie: (7 — 7¢?)0, + (¢ + QE)Q@ = (¥ — r¢®)e, + (rg + 219)e,,
r

W powyzszych wzorach e,, e, sa wersorami (wektorami bazowymi o dtugosci 1) w kierunkach
Oy 1 0,.

Jedli nie pracujemy na przestrzeni eukliesowej, tylko np na SO(3) jak w przypadku bryty
sztywnej, do dyspozycji mamy metryke i odpowiadajaca jej koneksje, ktora takze pozwala
,oddzieli¢” przyspieszenie od predkosci i potozenia. O tym jednak porozmawiamy pézniej, kiedy
pojecie koneksji zostanie zdefiniowane.
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4 Wielokowektory i wieloformy na rozmaitosci

4.1 Odwzorowania wieloliniowe antysymetryczne na przestrzeni wek-
torowej wymiaru skonczonego
Ponizsze notatki powstaly z uzyciem notatek do wykladow Matematyka II © Matematyka 111,

wiec mogq Panstwo miec czasami wrazenie, Ze autor miepotrzebnie rozdziela wltos na czworo. Z
drugiej strony jednak ,wykladanie kawy na tawe” ma tez swoje zalety...

Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych. Funk-
cjq k-liniowg na przestrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowanie:

w:VxVx.---xV—R,
k

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego ¢, dowolnych wektorow v;,
j=1...k, v} idowolnych A\, u € R zachodzi

CU(UI,UQ,"' 7>\UZ'+,L“}Z,'7”' 7Uk) :)\w(vl’v27... 7Ui7”' 7Uk)+MW<U1;U27"' ’ng,... 7Uk>

7 kursu algebry i analizy znajg panstwo dobrze funkcje dwuliniowe, szczegdlnie dwuliniowe
symetryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w usta-
lonym punkcie, tensor bezwladnosci ciala sztywnego).

Wérod wszystkich funkeji k-liniowych wyrdéznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne,
to znaczy majace wtasnosé

W(V1, V2, Vi Uy V) = —w(U1, Vg, s U, e, Uy e, V) (8)

dla dowolnych i # j. Funkcje k-liniowe antysymetryczne nazywane sa tez k-kowektorams, lub
czasem k-formami antysymetrycznymi. Zwtaszcza w kontekscie geometrii rézniczkowej warto
uzywaé nazwy k-kowektory, nazwe k-formy rezerwujac dla czego$ nieco innego. Mato komu
jednak udaje sie¢ by¢ w tej sprawie catkowicie konsekwentnym.

Omawiajac odwzorowania liniowe i funkcje dwuliniowe stwierdzilismy, ze wlasnos¢ liniowosci
powoduje, ze odwzorowanie jest jednoznacznie okreslone przez wartosci na wektorach bazowych.
Stad na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania funkcji dwuliniowej potrzeba n? liczb:

QIVX V—>R, Qij :Q<€i,€j).
Jesli wiadomo, ze funkcja jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n+ 1)/2 wartosci. Jesli funkcja

jest antysymetryczna, potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne @Q; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V

Q(v,v) = —=Q(v,v)

Po opuszczeniu koloréw (w koricu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy

Q(va) = _Q(U7U)7 (9)
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czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy, przestrzen wektorowa wszystkich funkcji dwuliniowych ma
wymiar n? a podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio
n(n+1)/2 i n(n —1)/2. Jesli zauwazymy ponadto, ze odwzorowanie, ktore jest jednoczes$nie
symetryczne i antysymetryczne musi by¢ zerowe, oraz ze
n(n+1 -1 2 2 —
( )+n(n ):n +n+n no_

2 2 2
zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich funkcji dwuliniowych jest sumg prosta podprzestrzeni
odwzorowan symetrycznych i podprzestrzeni odwzorowan antysymetrycznych. Kazda funkcja
dwuliniowa da sie wiec roztozy¢ w sposob jednoznaczny na czes¢ symetryczng i antysymetrycz-
na:

Q(U7w) = Q—(U’w) + Q1 (v, w)
Q- (0,0) = 5[Qv,1) = Q(w, )], Qulo,w) = 3[Qv,w) +Qluw,v)].

Dla k > 2 takze jest prawda, ze funkcja k-liniowe jest jednoznacznie okreslona przez wartosci
na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenig wektorows wymiaru n*. W tej
przestrzeni sa takze wyrdznione podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych,
ktorych czescig wspdlng jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja przestrze-
ni wszystkich funkcji. Zastanowmy sie nad wymiarem przestrzeni funkcji antysymetrycznych,
czyli k-kowektoréw. Niech w oznacza k-kowektor. W zbiorze n* liczb

Wiigeriyy = W(€iyy Cigy -3 Eir)

jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,, €4, ..., ¢€;,) korykolwiek wektor bazowy powta-
rza sie, a juz warto$¢ w na tym ukladzie musi byé¢ réwna zero jak w (9). Jesli zas uktad
(€415 €iys - - -, €5, ) Nie zawiera powtarzajacych si¢ wektorow, to wartos¢ w na tym ukladzie rézni
sie od wartosci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosngco
ze wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-kowektora wystarczy tyle
liczb ile jest r6znych podzbioréw k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki

wiadmo, ze jest ich
ny\ n!
k') kl(n—k)!

Powyzsze rozwazania prowadza takze do wniosku, ze przestrzen k-kowektorow dla k > n jest
zerowa, natomiast przestrzen n-kowektorow ma wymiar réwny 1. Znamy juz przynajmniej jeden
przyktad n-kowektora: Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy R", wyznacznik jest
n-kowektorem ne R™.

Podprzestrzen k-kowektoréw na V', w kontekscie geometrii rézniczkowej, oznaczamy

k
AV
Sensownos¢ tego oznaczenia bedzie jasna wkrotce. Podsumujmy wtasnosci k-kowektorow:

o Jesli wérod argumentéw k-kowektora a ktorykolwiek z wektorow powtarza sie, wartosé a
na tym uktadzie wektorow jest rowna zero. Wynika z tego, ze
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o jesli vy, ve, ..., v; jest uktadem liniowo-zaleznym to a(vy,va, ..., v;) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreslone na wektorach bazowych.
Jedli (e, ea,...,e,) jest baza w V to liczby

iy, iy :Oé<€i1,€¢2,...,€ik), 0< 1 <lg<- <1t <n+ 1

wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie . Wynika z tego, ze

. n
[ ) dlm/\k V= < k > - k'(:lk)l

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektorow, przydatby nam si¢ takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukcji takiej bazy postuzy nastepujace pojecie:

Definicja 16 lloczynem zewnetrznym k-kowektora « i I-kowektora 3 jest (k + [)-kowektor za-
dany wzorem

sgn o
a A ﬁ(vb s 7Uk+l) = Z WQ(UU(1)7 UO'(2)7 s 7,00(1@))6(@0(19-"-1)7 Uo‘(l+2)7 s 71}0'(1))'
0ESk41 U
Zanim zastanowimy si¢ nad wlasnosciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) ki l. Niech k =111 =1, czyli «, 3 sa po prostu kowektorami na
V. Wtedy a A § jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

a A ﬁ(vl, vg) = Z (%(1))5(%(2))-

gES2

sgn o
——
111!

W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzor przyjmuje wigc postacé

a A B(vr,v2) = afvr) B(v2) — alvz) B(v1).

Teraz zalézmy, ze a jest 2-kowektorem a [ kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Sj.
W tej grupie jest sze$¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postac:

(e WA ﬁ(’l]l, Vg, 'U3> = 2'11' <+(1(’U17 1)2)[3(”(13) — Oé('UQ7 1)1)6(@'3)—06(1)1, Ug)ﬁ(UQ)
+ar(vs, v1)B(v2) ) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznig sie jedynie kolejnoscig argumentow 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je doda¢. Trzeba jedynie pamietac¢ o zmianie znaku przy zamianie
kolejnosci argumentow:

(+ar(vr, v2)B(vs) + a(vi, v2) B(vs) —a(vr, v3) B(v2)
—a(v1, v3)B(v2) ) =
; (42001, 02) B(vs)—2a(v1, v5) B(v3) =
a(vi, v2)B(vs) — a(vr, v3)B(va) + av2, v3)B(v1).

~ 2
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Ostatecznie

a A B(vg, v, v3) = a(vy,v2)B(vs) — alvy, v3)B(ve) + a(va, v3)B (V7).

Jako ostatniej przyjrzyjmy sie sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-kowektorami.
Potrzebujemy teraz permutacji z S;. Poprzedni przyktad pokazuje, ze istotny jest jedynie po-
dziat argumentow miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy rosnaco do-
dajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy sze$¢ mozliwych podziatéw zbioru indeksow
{1,2,3,4} pomiedzy 2-kowektory a i 3

{1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}
(1,2,3,4} = {1,3}U {2, 4}
{1,2,3,4} = {1,4} U{2,3}
{1,2,3,4} = {2,3} U {1,4}
{1,2,3,4} = {2,4} U{1,3}
{1,2,3,4} = {3,4} U {1,2}.

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do (. Pierw-
szemu z podziatow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (1234

Pierwsza i ostatnia sg parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszaja indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podziatu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A 8 jest nastepujacy

+a(vy, v9)8(vs, v4) — a(ve, v1)3(v3, v4) — vy, v2)B(v4, v3) + (o, v1)B(v4, V3)
Po uporzadkowaniu rosngco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad
+da (v, v9)8(vs, vyg).
Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje

dostaniemy wzor

a A f(vi,ve,v3,04) = 2,12, (da(v1, v2)B(vs, va) — 4au(v1,v3)B(Va, Va) + 4or(v1, va) B (2, U3)

+4a(vg, v3)B(v1, v4) — 4a(ve, va) B(v1, v3) + 4a(vs, va) B(v1, v2)) =
a(vy,v2) (v, v4) — (v, v3)B(ve, v4) + vy, v4)B(v2, v3)
+a(vg, v3)B(v1,v4) — a(ve, v4)B(v1,v3) + a(vs, v4)B(v1, Va).

Zupelnie nieprzypadkowo wspotcezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczajg. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

Fakt 3 1. lloczyn zewnetrzny jest operacjg dwuliniowq, tzn.:

(ac +ba') N B =aa A B+bd" NS, aA(aB+b8")=aaNB+baNf.
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2. lloczyn zewnetrzny jest tgczny, tzn.:
(@AB)Ay=aA(BA7).
3. lloczyn zewnetrzny w ogélnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:
aAfB= (D3

Dowéd: (1) Fakt ten wynika tatwo z definicji. (2) Dowdd tego faktu jest do§é nieprzyjemny.
Polega na pokazaniu, ze lewa i prawa strona obliczona na uktadzie k + [ + p wektoréw daje

sgn o
Z T ,Oé(vau), s aUa(k))ﬁ(Ua(kH), s aUa(kH))’Y(Ua(kHH), e >Ua(k+l+p))-
UESk+l+p e

[stotnie, zajmijmy sie najpierw lewsg strong wzoru:

[(a/\ﬁ)/\’y](vl,...,vk+l+p) —
L

(k‘ i l)!p! a N ﬂ(vp(l)a e 7Up(k+l) 7(”p(k+l+1), e >Up(k+l+p))

PESkti+p

Zeby zrealizowaé iloczyn zwnetrzny a A 8 musimy teraz wykonaé¢ sumowanie po wszystkich per-
mutacjach jego argumentéw. Mozna to zrealizowa¢ za pomoca zastosowania wszystkich mozli-
wych permutacji o € Siy; do argumentow premutacji p. Co prawda oznacza to zastosowanie
permutacji ¢ i p w odwrotnej kolejnosci nizby to wynikalo ze wzoru definicyjnego ilioczynu
zewnetrznego, ale poniewaz i tak chhodzi o wysumowanie po wszystkich przestawieniach, osta-
tecznie roznicy nie ma:

> _sgnip)_ aA B v ) y(v v )=

k+ 1)lp! p(1)s + -+ Up(k+1)) Y\ Vp(k+i+1)5 - - + s Up(k+i+p)

3 sgn(p)sgn (o)

(k + D)IplRl! A (Vp(a(1)s - - - V(o (o)) BUp(a(k1))s - - - Vplo (k1))

PESkti4p

PESK4i4p
€S 1m
’Y(Up(k+l+1)7 . 7/Up(k+l+p))
W zbiorze uktadéw wektorow
(Up(a(l))> -y Up(a(k))s Up(a(k+1))s - - - 5 Up(a(k+1))» Up(k+i+1)s - - - 7Up(k+l+p))

to samo uporzadkowanie wystepuje wiele razy. Dla réznych par p i o ztozenie p o ¢ moze by¢
takie samo. Traktujemy tutaj permutacje o € Siy; jako element grupy Siyiy, hie ruszajacy
ostatnich p elementéw. To samo uporzadkowanie (nazwijmy je w) pojawia sie tyle razy, ile jest
permutacji o, gdzyz ustaliwszy o odpowiednie p obliczymy ze wzoru

p:woa_l.
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