2. lloczyn zewnetrzny jest tgczny, tzn.:
(@AB)Ay=aA(BA7).
3. lloczyn zewnetrzny w ogélnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:
aAfB= (D3

Dowéd: Punkt (1) wynika tatwo z definicji. Dowéd punktu (2) polega na pokazaniu, ze lewa
i prawa strona obliczona na uktadzie k + [ + p wektorow daje

sgn o
Z T ,Oé(vau), s aUa(k))ﬁ(Ua(kH), s aUa(kH))’Y(Ua(kHH), e >Ua(k+l+p))-
UESk+l+p e

[stotnie, zajmijmy sie najpierw lewsg strong wzoru:

[(a/\ﬁ)/\’y](vl,...,vk+l+p) —
L

(k‘ i l)!p! a N ﬂ(vp(l)a e 7Up(k+l) 7(”p(k+l+1), e >Up(k+l+p))

PESkti+p

Zeby zrealizowaé iloczyn zwnetrzny a A 8 musimy teraz wykonaé¢ sumowanie po wszystkich per-
mutacjach jego argumentéw. Mozna to zrealizowa¢ za pomoca zastosowania wszystkich mozli-
wych permutacji o € Siy; do argumentow premutacji p. Co prawda oznacza to zastosowanie
permutacji ¢ i p w odwrotnej kolejnosci nizby to wynikalo ze wzoru definicyjnego ilioczynu
zewnetrznego, ale poniewaz i tak chodzi o wysumowanie po wszystkich przestawieniach, osta-
tecznie roznicy nie ma:

> _sgnip)_ aA B v ) y(v v )=

k+ 1)lp! p(1)s + -+ Up(k+1)) Y\ Vp(k+i+1)5 - - + s Up(k+i+p)

3 sgn(p)sgn (o)

(k + D)IplRl! A (Vp(a(1)s - - - V(o (o)) BUp(a(k1))s - - - Vplo (k1))

PESkti4p

PESK4i4p
€S 1m
’Y(Up(k+l+1)7 . 7/Up(k+l+p))
W zbiorze uktadéw wektorow
(Up(a(l))> -y Up(a(k))s Up(a(k+1))s - - - 5 Up(a(k+1))» Up(k+i+1)s - - - 7Up(k+l+p))

to samo uporzadkowanie wystepuje wiele razy. Dla réznych par p i o ztozenie p o ¢ moze by¢
takie samo. Traktujemy tutaj permutacje o € Siy; jako element grupy Siyiy, hie ruszajacy
ostatnich p elementéw. To samo uporzadkowanie (nazwijmy je w) pojawia sie tyle razy, ile jest
permutacji o, gdzyz ustaliwszy o odpowiednie p obliczymy ze wzoru

p:woa_l.
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Z wtasnosci znaku permutacji wiadomo takze, ze sgn(p)sgn(o) = sgn(w). Zamiast sumowaé
wiec po permutacjach z Spyiyp 1 Sk mozemy sumowaé jedynie po permutacjach z Sgyiyp
uwzgledniajac kazda permutacje (k + 1)! razy:

3 sgn(p)sgn (o)

ot it o=+ Uoton)Batothrn)s - Votoesn)

PESK4i+4p
TESKtm
’Y(Up(k+l+1), e 7Up(k:+l+17)) =
sgn(w)(k +1)!
Z IRERT 04(%(1)7 cee 7'Uw(k)>ﬂ<vw(k+1)a e avw(k+l)>7<vw(k+l+1)a e avw(k:+l+p)) =
s (k + D!plk!l!
WESk+i+p
sgn(w)
Z e 04(%(1), cen 7Uw(k))ﬁ(vw(k+1)> cee avw(k+l))7(vw(k+l+l)a cee avw(kJrler))'
weSmary, PR

Podobnie postapimy z prawag strong wzoru. Sumowac¢ bedziemy po permutacjach p € Siii4p
a nastepnie o € Si4, aplikujac o do uktadu (k +1,...k + [ + p). Zauwazamy nastepnie, ze o
mozna traktowac jako element Sy, nie ruszajacy pierwszych k liczb i ze kazdy uktad wektorow
powtarza sie z tym samym znakiem (I+p)! razy. W ten sposéb dochodzimy do tej samej postaci
wzoru po prawej stronie. Rownos¢ z punktu (3) sprawdzamy prostym rachunkiem.[]

Wspominalismy juz, ze kazdy k-kowektor jest zadany przez swoje wartosci na uktadach
wektorow bazowych. Wartosci te sa wspotrzednymi k-kowektora w pewnej bazie. Zajdzmy te
baze. Niech, jak poprzednio, (eq,es,...,e,) bedzie baza w V. Kowektory tworzace baze dualng
oznaczymy (€', €2, ..., €"). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiér indeksow I = {iy,... ix} i
uporzadkujemy indeksy rosnaco, tzn. i; < 15 < --- < i;. Interesuje nas k-kowektor

EVANERN - NEF,

Jesli w zbiorze I cho¢ jeden indeks powtarza sie, to powyzszy k-kowektor jest rowny zero (za-
miana miejscami dwoch czynnikéw powinna powodowaé¢ zmiane znaku, jednak jesli czynniki
te sa jednkowe, tak naprawde nic si¢ nie zmienia). Mozemy wigc rozwazaé tylko takie zbiory

indekséw, ze i; < iy < --- < ip. Obliczmy k-kowektor €1 A €2 A --- A €* na ukladzie wekto-
row (ejy,...,¢€j,) (zakltadamy takze, ze indeksy w tym uktadzie wektoréw sg uporzadkowane
rosnaco):
ETNETN - NET (€, e5) = 25; sgn (o) ell(eja(n) T Elk(ejo(k))'
gESE

W powyzszej sumie albo wszystkie sktadniki sa réwne 0, albo jest tylko jeden niezerowy sktad-
nik. Wszystkie sktadniki sa réwne zero, jesli zbiory {iy,...,ix} 1 {J1,...,Jx} nie sa identyczne.
Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja €' (ejo(k)) w kazdym z iloczynow jest rowna 0. Jesli
zbiory indeksow sg jednakowe wtedy w powyzszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznosciowej (zatozyliSmy poczatkowo, ze indeksy w obu zbiorach sg uporzadkowane
rosnaco). W takiej sytuacji otrzymujemy

EVNEZN N (g, ei) =€ (eq,) €M (e ) oo €% (ey,) =1
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Postulujemy, ze uktad k-kowektorow sktadajacy sie ze wszystkich iloczynéw zewnetrznych k
kowektoréw bazowych z odpowiednio uporzadkowanymi indeksami jest dobra baza w A* V*.
Liczba k-kowektoréw w powyzszym uktadzie sie zgadza, tzn jest ich liczba rowna wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uktad ten jest liniowo niezalezny: wystarczy obliczy¢ warto$ci kombinacji
liniowej wektoréw z tego uktadu na wszystkich k& elementowych ciggach wektoréw bazowych
e; z uporzadkowanymi rosngco indeksami. Na kazdym z takich ciggéow wartos¢ niezerows ma
tylko jeden z k-kowektorow, co daje warunkek znikania wspoétczynnika przy tym witasnie k-
kowektorze. Badany przez nas uktad k-kowektoréw jest zatem liniowo niealezny i ma liczbe
elementow réwng wymiarowi przestrzeni, jest wiec baza tej przestrzeni. Kazdy k-kowektor a
mozna zapisa¢ jako kombinacj¢ liniowsa

o= Z Qirig.in€  NEZN - N

i1 <<

Jedli jako przestrzen wektorowg wezmiemy przestrzen styczng V. = T,M do rozmaitosci
M w punkcie ¢, mozemy mowi¢ o wielokowektorach na rozmaitosci. Mamy wtedy zazwyczaj
do dyspozycji baze w T,M pochodzacg od uktadu wspélrzednych oraz dualng do niej baze w
T, M, sktadajaca sie z rézniczek wspolrzednych. Jedli (z',...,2") oznaczaja wspolrzedne na
n-wymiarowej rozmaitisci M, to k-kowektor w punkcie ¢ € M jest postaci

> iy dz™ Adz? A A datk

11 <o <---<ig

Zalozmy teraz, ze w kazdym punkcie powierzchni M, a przynajmniej w kazdym punkcie ¢
pewnego otwartego zbioru O C M zadany jest kowektor a(q). Mamy wiec odwzorowanie

k
a:O—>/\T*M.

wymagac¢ bedziemy dodatkowo, aby wspétczynniki oy, i, zalezaly od punktu w taki sposob,
zeby wyrazone we wspotrzednych (z!, ... ™) byly gladkimi funkcjami tych wspétrzednych. W
dziedzinie jednego uktadu wspotrzednych mozemy napisaé

a= > (a2 da Ada A Ada™
11 <i2--<ip

Odwzorowanie o nazywamy k-formg na O. Przyktadem 1-formy jest rézniczka funkcji

a—fdzzcl + ﬁd$2 +---F ﬁdﬂnm.

df = ox! 0x? ox™

Roézniczka funkeji f : R? — R danej wzorem

fl@,y) = Ja? + ¢

x y
d =~ dr+-—2dy.
f(z,y) R T + R

ma postaé
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i jest okreslona we wszystkich punktach R? poza (0,0). W punkcie (0,0) funkcja f nie jest
rozniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uktadzie wspoétrzednych ma postaé

f(T, 90) =T,

zatem jej rozniczka to po prostu
df(r,p) =dr.

Przykladem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana z kanonicznym
iloczynem skalarnym na R? (o formach objeto$ci doktadniej powiemy pézniej)

dz A dy
Te sama forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorgc pod uwage, ze
dx = cosdr — rsinpdyp, dy = sin pdr + r cos edy
Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:

dx A dy = (cos @dr — rsin pdp) A (sin pdr + 7 cos pdy) =
(cos pdr)A(sin odr)+(cos edr) A(r cos edp)+(—r sin pdp) A(sin @dr)+(—r sin dp) A(r cos edp) =
cos @ sin dr A dr + 7 cos® pdr A dyp — rsin? odp A dr — r?sin ¢ cos pdp A dg

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektorow jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = r cos? pdr A dp — rsin® odp A dr
Korzystajac z whasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
dp Adr = —dr Adyp,
zatem ostatecznie

dz A dy = (rcos® ¢ + rcos® p)dr Adp = rdr A de.

Zauwazmy, ze w zbiorze A\F T*M wprowadzi¢ mozna strukture wiazki wektorowej podobnie
jak robiliSmy w samym T*M. Poniewaz zewnetrznie mnozymy kowektory zaczepione w jednym
punkcie, istnieje dobrze okreslone odwzorowanie

k
Nt s NT"M — M

Wspbéhrzedne w O € M dostarczaja bazy w kazdej z przestrzeni A T, M, co pozwala wprowa-
dzi¢ wspotrzedne w (AFm,,)"1(O). Zamiana wspétrzednych ma w ustalonym punkcie charakter
liniowy. Uzywajac tego jezyka powiedzieliby$my, ze k-forma na rozmaitosci to gladkie ciecie
wigzki k-kowektoréw AFm,,.

48



4.2 Rozniczka zewnetrzna

W poprzednich rozdzialach uzywalismy specjalnego oznaczenia na zbiér gtadkich cie¢ wiazki
stycznej X (M). Wygodnie jest takze wprowadzi¢ oznaczenie na zbior gtadkich cieé wiazki APy,
k-kowektorow: QF(M). Funkcje gtadki na romaiotéci M uwazaé¢ bedziemy za zero-formy, tzn.
QO(M) = C>®(M) a iloczyn zewnetrzny O-formy i k-formy to po prostu mnozenie k-formy przez
funkcje.

Fakt 4 Operator liniowy

d: QF(M) — QFFY(M)
spetniajgcy nastepujgee warunki: (1) d w dziataniu na 0-formy jest réwny zdefiniowanej wcze-
$niej rézmiczce funkcji; (2) jesli o € QF(M) i f€ QM) to dla A B) = da A B+ (—1)Fa A dB;
(3) d? =0, tzn d(da) = 0 dla dowolnej formy «, jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd: Zaltézmy, ze operator d istnieje. Woéwezas warunek (2) pozwala go zadaé jedynie na 0-
formach i 1-formach, poniewaz wszystkie inne wyprodukujemy korzystajac z liniowosci i reguty
Leibniza (czyli wlasnie warunku (2)). Na 0-formach wartos¢ d jest okreslona przez warunek (1).
Kazda 1-forma jest kombinacjg liniowg wyrazen postaci fdg, gdzie f, g sa funkcjami gtadkimi.
Uzywajac wiec (2) i (3) dostajemy

d(fdg) =df Adg+ fddg =df Adg.
O
Fakt 5 Operator d istnieje.

Dowé6d: W dziedzinie O lokalnego uktadu wspotrzednych (z*) dziatanie d zadamy wzorem we

wspotrzednych”. Ze wzgledu na liniowos¢ wystarczy wiedzie¢ jak dziala d na forme o« postaci

a(z)dz™ Adz™ A - Adaie:

d(a(z)dz" Adz™ A+ Adz™) = daAdz™ Adz? A---Ada™ =) a—ajdx] Adx™ Adx A--- Ada's.
=197

Pozostaje sprawdzi¢ wlasnosci (1)-(3). Warunek (1) jest spelniony automatycznie, warunek (2)
sprawdzamy rachunkiem: Wezmy

a =adz™ Adz A - Adat, B = bda’ Adz?2 A -+ Ada?,
gdzie a i b sg funkcjami we wspolrzednych (z'), wtedy
aAB=abdz™ Adz2 A - Ada™ Adz?t Adz?2 A Ada?t
Aplikujemy operator d:
d(a A B) =d(ab) Adz™ Adz A--- Ada™ Adz? Ada?? A Ada?t =
(adb + bda) A dz™ Adz™ A - Ada' Adz?t Ada? A Adat =
adb A dz™ Ada A --- Adz™ Ada?t Ada?2 A A dadi -
bda A dz™ Ada™ A --- Ada™ Ada?t Ada?2 A Ada?t =
(da A da™ Ada™ A--- Ada™) A (bda? Ada?? A Ada) +
(—1)* (ada’ Ada™ A+ Ada™) A (dbAda? Ada?? A= Ada) =
da A B+ (—1)*andj
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Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdzi¢ dla funkcji:

n af n n ; 82]0 a2f ) ;
ddf:d@al ) )PP PEEEPE :z<axiaﬂ_aﬂaxi 4o A dat = 0

j=1i=1 1<j

Ostatnia réwnos¢ wynika z réwnosci drugich pochodnych czastkowych mieszanych dla funkcji
gtadkich. Zachowania za wzgledu na zamiane¢ zmiennych nie musimy sprawdzaé, gdyz mamy
jednoznacznos¢ [

Zanim zaglebimy sie dalej w teorie zrébmy kilka przyktadow:

Przyklad 15 Znalez¢ dA, jesli A € Q1(R3)

A=A, dr+ A,dy + A.dz

dA =d(A,dz + A,dy + A.dz) = d(A,dz) + d(A,dy) + d(A.dz) =

0A 0A 0A 0A 0A 0A
“d “d “d d Yd Yd Yd d
<8zv er@y y+0z Z>Am+<8a: $+8y y+6z z)/\y+
0A, 0A, 0A, B
<8xdx+ aydy+ aZdz)/\dz-
oA, . 04, 0A,
or ' 8y 0z
0A A,
pe o —dz Ady+
0A, 0A, 0A,
—2dz ANdz =
ox dy ar 0z

Wyrazy szare znikaja, gdyz zawieraja iloczyn zewnetrzny powatarzajacych sie kowektordw.
Pozostale wyrazy jednokolorowe mozna doda¢, zmieniajac ewentualnie kolejnos¢ mnozenia ze-
wnetrznego. Otrzymujemy wiec

0A 0A 0A 0A 0A, aA
A_ 7@/_ €T I_ z
d —( = y)dx/\dy+< . m)dz/\dx—i—( " Z)dy/\dz

Czy wspoétezynniki przy 2-kowektorach bazowych czego$ nie przypominaja? &
Przyklad 16 Znalezé dw, jesli w € QY(R?\ {(0,0)})

_ xdy —ydw
22 oy g2
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