orientacja ¢ i rozktad jednosci (a);er zwiazany z tym atlasem. W sposéb trywialny prawda jest,

=>_aiw(p)

iel
Calke z formy w po obszarze D z orientacja ¢ mozemy teraz zdefiniowaé¢ wzorem
= (o™ )(wiop™)
/(D,Z) 7,621 /QDZ(DQOZ)
Dla zwartego obszaru D jedynie skonczona liczba sktadnikow jest niezerowa.
Przyktad 19 Obliczy¢ catke z formy w = dy A dz po fragmencie sfery S? dla ktérego x > 0

i z > 0 z orientacja zadana przez baze wektory (2, -2-) pochodzace od sferycznego ukladu
wspoOtrzednych.

96° 9p
Forma w zdefiniowana jest na R3. Zeby ja scalkowaé po S? trzeba ja najpierw obcigé¢ do S2. W
tym celu zapisujemy wlozenie x : S? — R3 we wspotrzednych:
k(0, ) = (cos psin @, sin psinf, cos ).
Obcigcie formy do sfery realizuje sie jako pull-back za pomocg wtozenia:
K*'w = d(sin psin#) A d(cosf) = (cos ¢ sin Odp + sin ¢ cos 0dh) A (— sin 0d0) =
(cospsinfd) A (—sin 0df) = — cos psin® @ dp A d
Kolejnosé wspoétrzednych zgodna z orientacja jest (0, ¢), wiec forme zapisaé nalezy jako
w = —cos psin®f dp A df = cospsin® 0 di A dy

Obszar catkowania we wspotrzednych (0, ) to [0, 5] x [=7, 5]. Ostatecznie

.9 7T
W= oS  sin 0:/ sin Qdﬁ/ cospdp = — -2 = —
/(D,z) [0.51x[~5.3] 3 4 2

[ )

5.4 Rozmaitos¢ z brzegiem

W dalszym ciagu E oznacza¢ bedzie pétprzestrzen w R”, tzn. zbior
E={(z",2% .. .2") e R": 2' <0}

z topologia indukowana z R™ (zbiory otwarte w E to przeciecia zbioréw otwartych w R™ z E).
Hipreplaszczyzne {z! = 0} oznaczaé¢ bedziemy I1. Zauwazmy, ze jesli O i U sa otwarte w E oraz
¢ : O — U jest homeomorfizmem, to obciecie ¢|onr jest homeomorfizmem ONILi U NIL. Zbior
E stuzy jako ,standardowa” rozmaito$¢ z brzegiem, podobnie jak R™ jest ,standardowg” roz-
maitoscia (bez brzegu). Kazdy kawalek rozmaitosci z brzegiem powinien wygladaé jak kawalek
E. Moze to by¢ kawatek brzegowy, albo kawatek z wnetrza. Do zdefiniowania struktury gtadkiej
rozmaitosci z brzegiem potrzebujemy jeszcze pojecia gtadkosci odwzorowan obszarow, ktorych
przecigcie z 11 jest niepuste. Odwzorowanie ¢ : O — U jest gladkie jesli da si¢ rozszerzy¢ do
gtadkiego odwzorowania ¢ : O—-Uu takiego, ze O,U CR” sg otwarte i O = EN O, U =EnU.
W takim przypadku pjonn tez jest gladkie.
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Definicja 19 Przestrzen topologiczna M jest gladkq rozmaitosciq z brzegiem jesli dla kazdego
q € M istnieja zbiory otwarte ¢ € O C M, U C F i homeomorfizm ¢ : O — U. Jesli ponadto
UNU # D, to odwzorowanie ¢’ o o~ ! jest gtadkie.

oNnoO L —~u
le
@' op
u/

W rozmaitosci z brzegiem wyrdzniamy punkty wewnetrzne, tzn. takie, ktére maja otoczenia
homeomorficzne z R™ i pozostale, ktore nazywamy brzegowymi. Zbiér punktéw brzegowych
oznaczamy OM i nazywamy brzegiem rozmaito$ci. Zauwazmy, ze brzeg rozmaitosci z brzegiem
sam jest gladka rozmaitoscia (bez brzegu). Istotnie, jesli (U, ¢;)ier jest atlasem na M, to
(U; N oM, <,0i|uimaM)ieI jest atlasem na brzegu.

Fakt 8 Niech M bedzie orientowalng rozmaitosciq z brzegiem. Wtedy OM tez jest orientowalna.
Jesli M jest zorientowana, to na OM istnieje wyrozniona orientacja.

Dowéd. Wybierzmy jedna z orientacji na M. Niech (O, ¢;)ie; bedzie atlasem zgodnym z
orientacja. Indukowany atlas na M, ktérego dziedzinami sa zbiory O; N OM jest takze atlasem
zgodnym, tzn. wyznaczniki macierzy przej$cia miedzy wspotrzednymi sg dodatnie. Zauwazmy,
ze jesli p; = (z}, 22, ..., 27) jest ukladem wspoétrzednych z dziedzing O to @; = (22, ..., z1) jest
uktadem wspolrzednych z dziedzing O;NOM. Atlas (O;NOM, ¢;) zadaje indukowana orientacje
brzegu.l]

Jesli orientacje M oznaczymy @ to orientacje indukowang OM oznaczaé bedziemy 01

Twierdzenie 7 (G.G. Stokes) Niech M bedzie zwartg zorientowang powierzchniq z brzegiem
wymiaru n i niech w bedzie n — 1-formg na M, wéwczas

/ dw = / w.
(M) (OM,00)

Zeby uzyska¢ wglad w sytuacje zobaczmy najpierw jak wyglada calkowanie po kostce w
R™. Kostka co prawda, nie jest rozmaitoscia z brzegiem z powodu kantéow (brzeg jest jedynie
kawatkami powierzchnia), jednak z punktu widzenia catkowania kanty nie sa klopotliwe. Niech
D bedzie n-wymiarowsa kostka, tzn.

D= [al,bl] X [(Il,bl] X X [an,bn].

Brzeg D jest jedynie kawatkami powierzchnia, ale to nie bardzo przeszkadza. (n — 1)-forma w
do catkowania po brzegu D moze zostaé zapisana w nastepujacy sposob:

w=wdz? Adz® A--- Ada"™ —wodz Ada® A Ada™ + -+ (=1)" M wdat Ada? A Ada™
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Rys. 33: Sir George Gabriel Stokes.

Rézniczkujemy:
Owr | 4 2 3 n Owz o 1 3 n
dw = —dz Adz" Adaz° A --- Adax" — —dz* Adz” Adaz> A --- Ada™ + -+ -+
ox! o2
Owy,
(- )"“8—‘;2dxwda:1Ada;Q/\---Adg;”—l:
0 15,
PRt Adr2 Ada® A Ada™ + S 2dat Ada? AdaP A Ada 4t
oxl! Or2
Owy,
idﬂr:l/\dycz/\---/\dxk_l/\dﬂc":
oz

%+~~+8wn dz' Ada? Ad2® Ao Ada”
Ox? ox™
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Oznaczamy teraz 1 orientacje kanoniczna R” i catkujemy:

8wl @wz

dq:l/\de/\---/\da:"—

dw—/z

dx Adz? A Ada” Z/
DO

" bi awi

" a2 e / don [ Pt =
Z 33' " . 81‘1 T

=141
n

b1 3 n
Z/ dz?- - - be“--~/ dx"( -(xl,...,bi,...x”)—wi(x17...,ai,...:v")):
i=1"M"
Z/{ :L,l__bezz_ dz" _Z/ 1_”bezi”_dxn:
zi=b'}

xz_az}

W powyzszym wzorze {z° = b'} oznacza éciang kostki dang réwnaniem z' = b. Rozwazmy wiec
pare Scian z ustalong i-ta wspoéhrzedna. Forma w obcieta do $ciany {2 = b'}, jest réwna

Wi {zizbi} = (=D w2t 0 M)t A AdeTE Ad T A Ada?
a do $ciany {z' = a'}
Wi{zi=ai} = (=) wi(xt, .. a2 dat A AdaTE Ad2TTE A - A daR

Orientacja éciany {z' = b;} indukowana przez orientacj¢ kanoniczng R™ jest to orientacja zgodna

z
0 0 0 0
(89&1 » T P gyl axk> (10)

jedli i jest nieparzyste a przeciwna gdy 4 parzyste. Odwrotnie jest na $cianie {z* = b;}: orientacja
indukowana jest zgodna z (10) jesli i parzyste i przeciwna jesli ¢ nieparzyste Mozna wiec napisac,

ze
W dl‘l"-beZi--'diL‘n: -1 i+1/ W d{El/\-"beZi"'/\dl'n
[{xi:bi}( ) ( ) ({z*=b'} 81)( )
1
w)dazt - P dy = (—1 Z/ wi)dazt A PN d”
/{mizai}< ) ( ) ({:pi:ai},az)( )
i dalej

w; dxl"'beZi"'dIn: -1 i+1/ -1 iJrlw:/ w,
/{x’bl}( ) ( ) ({xi:bi},81)< ) ({zi=b'},01)

(wi)dz! - PP g = (-1)1‘/ (—1)*+w = —/ w.
/{xi:ai} ({a=at},00 ({wi=at}00)

Mozemy zatem kontynuowac¢ pierwotny rachunek

B Z/ xt=b'},0n) “ Z /{x’—al} o) (0D,0n) “

Twierdzenie Stokes’a na kostce zostato zatem udowodnione. Z bardziej skomplikowanymi ob-
szarami poradzimy sobie uzywajac rozktadu jednosci:
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