Ostatecznie

Af =

10 72% +ctg19g i82f 1 o0 f
r20r or r2 0¥ 12092 r2sin?v 0p?

5.6 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a

Odpowiednio$¢ miedzy polami wektorowymi i jednoformami lub (n — 1)-formami pozwala zin-
terpretowa¢ ponizsze klasyczne wzory analizy wektorowej jako wersje Twierdzenia Stokes’a:

(i) /S (7ilrot X )do — /a (X (i) /D div X dv = /a ({lX)do

Analizujac wzory (i) i (ii) uzywaé¢ powinnismy pojecia gestosci, ktéra odpowiada tradycyjnemu
selementowi objetosci” dv, ,elementowi powierzchni” do czy elementowi dlugosci” df. Nie
dyskutowaliSmy jednak form nieparzystych oraz gestosci, dlatego postuzymy sie dotychczas
wprowadzonym jezykiem. Na potrzeby wzoru (i) zatozy¢ trzeba, ze S jest dwuwymiarowa zwarta
powierzchnia z brzegiem zanurzong w tréjwymiarowej zorientowanej rozmaitosci M z metryka.
Na potrzeby wzoru (ii) zalozy¢ nalezy, ze D jest n-wymiarowa zwarta rozmaitoscia z brzegiem
zanurzona w n-wymiarowej zorientowanej rozmaitosci M. Zajmiemy sie najpierw wzorem (ii).
W naszym jezyku ,element objetosci” to forma objetosci zgodna z orientacjg i zwigzana z
metryka, zatem napisa¢ mozemy

/ div X dv = / (div X)Q =
D (D)
Dalej uzywamy definicji dywergencji i stosujemy twierdzenie Stokes’a

= d(Z XQ) = / 1 XQ =
(D) (0D,0n)

Korzystajac z uktadéw wspotrzednych typu opisanego w definicji rozmaitosci z brzegiem oraz ze

stosownego rozktadu jednosci na brzegu 0D (&; )i, rachunek mozemy kontynuowaé nastepujaco

_Z/ &X/det G; da? A~ A dal. (11)
el

W powyzszym wzorze catkujemy po dziedzinie uktadu wspotrzednych @; = (z7,..., 27

i) i ) na
brzegu z orientacja zgodna z kolejnoscia wspotrzednych (22, ..., 2"). X} jest pierwsza wspot-
rzedng pola wektorowego w uktadzie wspolrzednych ¢ = (z},2?,...,2") za$ G; to macierz
iloczynu skalarnego wyrazona w bazie zwigzanej z uktadem wspoétrzednych. Po prawej stronie
réwnosci (ii) do odpowiada formie objetosci na brzegu zapisanej dla metryki g obcietej do brze-
gu. W uktadzie wspotrzednych ¢ forma ta ma posta¢ v/det S;da? A --- A dz?. Macierz S; jest
podmacierzg macierzy G; odpowiadajaca wspoétrzednym od 2 wzwyz, tzn.

g1 ‘ Giz2 -+ G
G2

Gi=| "
gln
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Poszukajmy teraz wektora normalnego do powierzchni 0D skierowanego ,na zewnatrz”. Niech
i = a*0, (dla uproszczenia notacji wektor % oznaczaé bedziemy 0. Pomija¢ takze bedziemy
indeks numerujacy uktady wspotrzednych. Warunek ,skierowania na zewnatrz” oznacza, ze

a' > 0. Wektor 7 ma by¢ prostopadty do 9; dla j > 1, czyli

0=g(1,0;) = gikaié;“ = gijai j> 1 (12)
Jednoczes$nie wektor n ma by¢ dlugosci 1, czyli
1 = g(7i,7) = Gija'a = Z(Z Gija')a’ = Zgilaial. (13)
i i
Wyrazenia (12) i (13) mozna razem zapisa¢ macierzowo
Guu Gi2 -+ G a; 1/a'
Sl IR <14>
g;zl 9;12 - g;"m d” 0

Macierz G jest odwracalna. Wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej oznaczamy tradycyjnie
G¥. Uzywajac macierzy odwrotnej rozwigzemy réwnanie (14).

a' =G0 /" = a'= VG,
ad =G ja! = d = le/\/@, j>1
Obliczmy teraz g(7, X)
g(ﬁ7 X) = gijain = gilain = Xlgﬂgﬂ/\/@ = Xl/\/ﬁ.
Po prawej stronie wzoru (ii) we wspdtrzednych mamy wiec (sktdanik pochodzacy od jednego

uktadu wspétrzednych)

/(~+ a(X1/VGI)Vdet Sdz? A - - Ada. (15)

)

Potrzebujemy zwiazek miedzy detG a detS. W tym celu rozwazmy przejscie od bazy e =
(01,0, ...,0,) do bazy f = (7, 0z, ..., 0,). Macierz przejscia [id|} ma postac

at 0 0 0
a2 10 - 0
[id]$ = a@ 001 -+ 0
L a” 00 I
Macierz iloczynu skalarnego w bazie f to
1[0 --- 0
0
: S ’
0
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a operacja zmiany bazy daje

a 0 0 0 a 0 0
(1)0' 0 a2 10 0 a1
. — | a 1 0 G a’ 1
: S :
0 _a”OO 1_ _a"OO

Liczymy wyznacznik

det S = (a')*det G

i pierwiastek

Vdet S = a'Vdet G

ale a' = VG, zatem
Vdet S = vVG1y/det G

Po podstawieniu powyzszego zwiazku do (15) prawa strona (ii) przyjmuje postaé

k)
/~ | (Xl/\/T)\/T detngTQ/\-../\dxn

(O, +

/(~ )aledetgde/\---/\da:"
O+

i jest réwna lewej stronie (11).

Zajmiemy sie teraz wzorem (i). Analizujac (ii) ustaliliémy, ze caltka

/(ﬁ\X)daz/ 1x 82
aD oD

Skorzystamy z tego przeksztatcajac lewa strone (i):

/S(ﬁll”OtX)dU:/Szrotxﬂz/sd(GoX):/856*0)(.

Zapiszmy teraz forme pod catka w uktadzie wspotrzednych
GoX = QUXde]

Jesli
I>r— (I'I(T),$2(T),$3(T)> €08

jest parametryzacja brzegu 95 to

/as GoX = /zgij(T)Xi(T)ftde

Jednostkowy wektor styczny to
1

-1 g
or]
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natomiast
0, = 'Oy + 220, + 3305,

Iloczyn skalarny pod caltka mozna zapisa¢ jako
ginii‘j - g(Xv aT) - g(ij/?}HaTH

Jesli wezmiemy pod uwage, ze

dt = |0,||dr

rachunek (16) mozna kontynuowaé

| GoxX = [gyxirdr = [(xlijjorlar = | (X|iar.

g

5.7 Gwiazdka Hodge’a

W bardzo podobny sposéb do tego, w jaki definiowalismy wieloformy na przestrzeni wektorowej,
zdefiniowa¢ mozna wielowektory. Skorzystamy tu z prawdziwego dla skonczenie-wymiarowych
przestrzeni wektorowych faktu iz (V*)* jest kanonicznie izomorficzna z V. Mozemy zamienié
rolami V' i V* traktujac V jako zbiér funkeji liniowych na V* i rozwazaé¢ takze zbior funkcji
wieloliniowych antysymetrycznych na V*, czyli A*V. Swéj odpowiednik wektorowy ma tez
konstrukcja iloczynu zewnetrznego. W jezyku tensorowym mamy

VAW =wRUW—wRQV

oraz
AN WARREAN A Z SEN 0Vg(1) @ Vg(2) @ * * + & Vg(k)-

€Sk

Poniewaz (V @ V)* ~ V* ® V* mozemy obliczy¢ a A  na v A w:
(aNBvAhw)y=(a@F-—FRa,1Qw—wRv) =
a(v)f(w) — a(w)B(v) = Bv)a(w) + Blw)a(v) = 2]a(v)f(w) — a(w)B(v)]
i ogoblnie

(" N® A ANa" vy Avg Ao Av,) = k! Z sgnaal(vo(l)) . ak(vg(k)).
oESk

Oznacza to, ze jesli e i € sa para baz dualnych w V' i V* to uktady e;, Aej, A- - -Ae;, , @A A - -Aelk
dla iy <ig < - <, Jj1 < J2 < --- < Ji prawie sg para baz dualnych. Prawie, bo gdzie$ trzeba
podzieli¢ przez k!. Majac iloczyn skalarny ¢ na V' mozemy utozsamiaé wektory z kowektorami
przy pomocy izomorfizmu G. Iloczyn skalarny mozemy wprowadzi¢ takze na V*:

g(v,w) = (v|w) = (G(v),w) = Gyp'v! gl B) = (a]f) = (@, G7(B)) = G aif;
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Zgodnie z konwencjg, GY to wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej do G. Izomorfizmy G i
G~ mozemy rozszerzy¢ na dowolne iloczyny tensorowe. Na przyktad jedli a ® 3 € V* @ V* to
G a®B) =G a)@GHB) € V®V. Zakladajac, ze rozszerzenie jest liniowe otrzymujemy

—1 g i i i1 iz ik d
G (Qiyiy - €' QE? R - ®EF) = Wiy, GG GMEe; Ry, @ Qe

Korzystajac z rozszerzenia G i G~ definiujemy iloczyn skalarny na przestrzeni k-form A* V*
wzorem

1

= H(G*l(oél)/\G*l(oéQ)/\. . '/\Gil(ak),ﬂl/\ﬂQ/\. _ '/\ﬁk>,

(@' NN NP | BEABEN - ABY)

na dowolne wieloformy (niekoniecznie proste) rozszerzamy poprzez warunek liniowosci.

Rys. 34: Sir William Vallance Douglas Hodge.

Gwiazdka Hodge’a: Na rozmaitosci M z metryka g mamy iloczyn skalarny na kazdej prze-
strzeni stycznej, zatem wszystko o czym byta mowa powyzej prawdziwe jest punkt po punkcie.
Jesli dodatkowo rozmaitos$¢ jest zorientowana i w zwiazku z tym wyposazona w kanoniczng
forme objetosci, zdefiniowa¢ mozna przydatne odwzorowanie

*: QM (M) — Q"F(M)

wzorem 1

*Qx = E’Lg—l(a)Q.

Mamy tu do czynienia z pewna kolizja oznaczen: Q¥ oznacza zbior k-form ma M i jednoczeénie
Q) jest formg objetosci. Mysle jednak, ze damy rade odréznia¢ o ktéra ,,omege” kiedy chodzi.
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Sprawdzmy najpierw jak nasza definicja dziala w praktyce. Zaczniemy od najprostszego przy-
padku: M = R3, orientacja kanoniczna, iloczyn skalarny kanoniczny, G = 1, Q = da! Adz? Ada3.

wdz! = 1g-1(gp1ydzt Ada? Ada® =19 da’ Ada? Ade® = da? A da?
#dr? = 1g-1(g,2)dzt A dz? A da? = 19,dzt A dae® Ada® = —dat A da?
*da?® = 1g-1(gp5)da’ Ada? Ada? = 15,dat Ada® Ade® = dat A da?

x(dz! A dx?) = %qu(ddexz)dxl Adz? A da? =19, 00,d2t Ada? Adz® = % -2 - da?

Popatrzmy teraz na rachunki w uktadzie sferycznym:

1 0 0
Q=r’sinddrAddAndp, G=|0 r? 0
0 0

72 sin? ¢
*dr =15 Q = r?sind dd A dyp

xd) = ZT%QTQ = 519,02 = —sinddr Adp

1 _ 1
r2 sin219@8<9Q - sinﬂdr A dv

xdp =

xdr A d = %T%zarwﬂﬂ = sinddyp

Zauwazmy, ze

% drt = xdz? A dz® = da’, **dr/\dgz):*(—, dﬁ)zdr/\dcp
sin )
7 drugiej strony na R?
sdr! = dz?,  xdz? = —dz!, s xdz! = xdz? = —dzt

Wydaje sie wiec, ze ztozenie *xx jest réwne identycznosci z doktadnoscia do znaku. Znak ten
musi mie¢ co$ wspolnego z rzedem formy i wymiarem przestrzeni.

Fakt 11 Zachodzg nastepujgce réwnosci
1. x1 =90
2. xQ =1
3 xxa=(—1)"Ra aecQF(M)
4. aAxB=(a|)Q «a,B € QM)

Dowéd: Zauwazmy, ze * jest operacja punktows, zatem mozna wybra¢ wygodny uktad wspot-
rzednych. W tym przypadku jest to taki uktad wspotrzednych, dla ktérego w ustalonym punkcie
baza (01, 0s,...,0,) jest ortonormalna. Pracowa¢ bedziemy w takim uktadzie wspotrzednych.
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Wtedy G~!(dz") = 0;. Zaczynamy od dowodu punktu (3). Kazda k-forma jest kombinacja li-
niowg form bazowych dz* Adx®2 A - - - Ada? z funkcyjnymi wspotczynnikami. * jest liniowa nad
funkcjami, wiec mozna sprawdzi¢ tylko na formach bazowych. Zalézmy, ze i1 < 1o < --- < 4y,

) ) ) 1 . ) )
*drt Adz? A - ANda™ = Hlailx\aizm.mikd:vl A« Adx"™ = sgnodx A dzt2 A Ade,
gdzie i1 < igyo < --- <1, oraz o jest permutacja

(1 2 ok k41 .- n)
g — . . . . .

11 19 (7 Zk‘—}—l Un

Aplikujemy * drugi raz

s xdz Adz A - Adaz't = ssgnodz™tt Adzt2 AL Adatt =
sgnosgn pda™ Adz A - Adat

Permutacja p ma postac

_( 1 2 - n—k n—k+1 --- n)

I+l T2 i1 R

Pozostaje do obliczenia sgn o sgn p: Pamietajac, ze znak jest homomorfizmem grupy permutacji
w grupe {—1, 1} z mnozeniem zauwazamy, ze

Sgn o sgn p = sgn psgn o — sgn p sgn ol = sgn(po a’l)

Ostatnie ztozenie jest permutacja

-1 _ i1 b vt g lgpg1 N
poo = . . . . . ,
Zk—l—l /Lk+2 P ZTL Zl PR Zk

ktérej znak jest réwny (—1)5"=*) Dla dowodu punktu (2) zauwazmy, ze G~1(Q) = 9, A 0, A
-+ N\ Oy, dalej

1 1
*Q:—|z((91/\82/\~~/\(9n)(2:—'n!:1
n! n!

Punkt (1) wynika z (3) i (2), a wlasciwie jest jedyna sensowna definicja gwiazdki zero-formy,
ktéra pasuje do pozostatych wzoréw. W punkcie (4) zauwazmy, ze obie strony sa dwuliniowe,
mozna wiec sprawdzaé na formach bazowych. Niech wicc o = dat Adax®2 A--- Ada® i 8 =
da/t Adz?2 A- - - Ada’k. Forma *3 jest, z doktadnodcig do znaku, iloczynem zewnetrznym rézniczek
dale+t Adxde+2 A- - Adadn ) gdzie {1, oy - Jky Jhtts - -5 dnt = 11,2, ...,n}. W tej sytuacji aA*3
jest rozna od zera jedynie gdy {iy,...,ix} = {Jj1,...,Jr}. Jesli dodatkowo zalozymy naturalne
uporzadkowanie indekséw oznacza to, ze i; = j; dlal = 1,...,k and o« = . Podobnie («| )
jest rézna od zera jedynie gdy a = (3, gdyz

1 . A .
(a|B) = E,lail/\"‘/\aikdle Ada?? A - AdalE

82



Ostatecznie, gdy a = 3 prawa strona to
(a|a)Q=Q
a lewa
a A xa = sgnodz™ Adz™ Ao Ada' Adatt A dat A Ada't = (sgno)?Q.

Dla porzadku zapiszmy, ze o jest permutacja

(1 2 ok k41 .- n)
g — . . . . .

11 1y - 7 Zk‘-l—l Un

t

6 Rodzniczkowanie pdl i form

W geometrii rézniczkowej interesuje nas czesto jak dane pole tensorowe zmienia sie od punktu
do punktu na rozmaitosci. A wlasciwie czesciej chodzi o to, czy sg jakie$ kierunki w ktérych sie
nie zmienia. Tu jednak napotykamy na pierwszg pojeciowa trudnosé: zazwyczaj nie wiadomo
jak poréwnywaé wartosci rozmaitych pél (p6l wektorowych, form rézniczkowych...) w réznych
punktach na rozmaito$ci. Mozemy poréownywaé wartosci funkcji w réznych punktach, ale nie
mozemy porownywaé¢ wartosci pola wektorowego w réznych punktach. Wiadomo co to znaczy
SJfunkcja f jest stata na M7, ale nie wiadomo co to jest state pole wektorowe. Na przyktad na
sferze dwuwymiarowej we wspéhrzednych (¢, ¢) pole wektorowe X = J, bylibysmy by¢ moze
sktonni uznac za state, ale to samo pole wektorowe we wspotrzednych stereograficznych wygla-
da juz zupetnie inaczej 0, = —x0, + y0, i pomyst z nazwaniem go stalym polem wydaje si¢
cokolwiek dziwny. Roznica polega na tym, ze wigzka M x R — M, ktérej cieciem jest funk-
cja jest trywialna, wiec wartosci funkcji w roznych punktach nalezg do tej samej przestrzeni.
Wiazka, ktorej cigciem jest pole wektorowe 1y, : TM — M juz trywialna nie jest — wartosci w
roznych punktach naleza do réznych przestrzeni stycznych. Przestrzenie te sg co prawda izomor-
ficzne, ale nie kanonicznie. Zeby poréwnywaé¢ wartosci pola wektorowego w réznych punktach
potrzebujemy albo dodatkowej struktury (ktéra nazywa sie, zgodnie z tym do czego stuzy, po-
wigzaniem lub z taciny koneksjg) albo jakiej$ metody na sprowadzanie wartosci z otoczenia do
jednego punktu. Zaczniemy od tego drugiego sposobu. Do sprowadzania wartosci pol wektoro-
wych albo kowektorowych do jednego punktu postuzy nam potok pola wektorowego. Operacja
badania zmiennosci réznych poél tensorowych, czyli obliczania pochodnych tych pél, odbywaé
si¢ bedzie wzdhuz ustalonego pola wektorowego.

6.1 Pochodna Liego.

Podstawowym pojeciem potrzebnym do zdefiniowania pochodnej Liego jest potok pola wektoro-
wego. Odwozorowanie rézniczkowalne ¢ : R x M — M nazywamy grupq dyfeomorfizmow, jezeli
spetione sg dwa warunki

L.Vge M ¢(0,q) =q,
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