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2. seria zada« domowych

Zad. 1. Zapisa¢ form¦

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy + d(log(x2 + y2)dz)

we wspóªrz¦dnych (u, v, φ) ∈]0,∞[×]0,∞[×]0, 2π[

x = uv cosφ, y = uv sinφ, z =
1
2

(u2 − v2)

Zad. 2. Zapisa¢ poni»sze dwuformy w bazie kanonicznej

1. ω =
∑
0¬k<l¬n sin π

4 (l − k)fk ∧ f l

2. ω =
∑
0¬k<l¬n sin π

4 (l − k) cos π
12(l − k)fk ∧ f l

gdzie f i sa liniowo niezalezne.

Zad. 3. Niech

ω =
(1
x
− z

x2

)
dx+

(
1
y
− x

y2

)
dy +

(1
z
− y

z2

)
dz, na R3+

Pokaza¢, ze dω = 0 oraz (*) znale¹¢ funkcj¦ f tak¡, »e ω = df .

Zad. 4. Obliczy¢ krzywe caªkowe pola wektorowego na R3

X = (x+ y + z)
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+

∂

∂z

Calki i twierdzenie Stokesa, lemat Poincare

Zad. 5. Niech ∫
S
(−y dx+ xz dy) ∧ dz (1)

S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z201, z  0} (2)

gdzie S jest zorientowana na zewnatrz sfery. Obliczy¢ caªk¦ na dwa sposoby

1. stosuj¡c twierdzenie Stokesa



2. bezposrednio

Zad. 6. Oblicz caªk¦ z formy ω = x2dy + y2dx po brzegu powierzchni zadanej przez

x2 + (y/2)2 + (z/2)2 = 1, x  0, y  0, z  0

Zad. 7. Oblicz
∫
S Ω(rotF, ·, ·) gdzie F = [2z, 3x, 5y] a S jest powierzchni¡ zadan¡ parametrycz-

nie przez [0, 3]× [0, 2π] 3 (r, θ) 7→ [r cos θ, r sin θ, 4− r2].

Zad. 8. Pokaz, ze kazda 3-forma na R3 \ {0} jest zupelna.

Zad. 9. Pole od dipola magnetycznego dane jest wzorem

~B(~r) =
µ0
4π

3~r(~m · ~r)− ~mr2

r5
, r 6= 0 (3)

gdzie ~m to moment magnetyczny, µ0 stala.

1. Pokaz, ze ∇ · ~B = 0, ∇× ~B = 0

2. Znajdz takie pole wektorowe ~A, ze ~B = ∇× ~A

3. Znajdz taka funkcje f , ze ~B = ∇f

Wskazówka: Wprowadzic dwuforme b = Ω( ~B, ·, ·) i jednoforme c = g( ~B, ·)

Klasyczne wersje dla pola wektorowego F

1. Praca pola sily ∫
γ
g(~F , ·) (4)

2. Strumien pola wektorowego przez powierzchnie∫
S

Ω(~F , ·, ·) (5)

Zad. 10. Znajd¹ prac¦ pola siª

1. F = [6z, y2, 12x] wzªu» krzywej [0, 2π] 3 t 7→ [sin t, cos t, t/6].

2. F = [y2 − x2, x2 + y2] wzdªu» brzegu trójk¡ta ograniczonego prostymi y = 0, x = 3 i
y = x. Orientacja brzegu przeciwna do ruchu wskazówek zegara.



3. F = [x2y3, 1, z] wzdªu» krzywej b¦d¡cej przeci¦ciem powierzchni walca x2 + y2 = 4 i
póªsfery x2 + y2 + z2 = 16. Krzywa jest zorientowana przeciwnie do ruchu wskazówek
zegara gdy patrzymy na ni¡ z góry.

Zad. 11. Znajd¹ strumie« pola

1. F = [0, y,−z] przez powierzchni¦ skªadaj¡c¡ si¦ z paraboloidy y = x2 + z2, 0 ¬ y ¬ 1 i
koªa x2 + z2 ¬ 1, y = 1 zorientowan¡ na zewn¡trz. Jaki jest strumie« przez sam kawaªek
paraboloidy?

2. F = [x, y, z4] przez powierzchni¦ (boczn¡) sto»ka z =
√
x2 + y2 poni»ej pªaszczyzny z = 1.

Sto»ek jest zorientowany w dóª.

Zad. 12. Znajd¹ potencjaª skalarny i potencjaª wektorowy o ile pola te potencjaªy dopuszczaj¡.

1. F = [2xy + yz, x(x+ z), xy]

2. F = [x(y − 2z),−y2, z(z + x)]

3. F = [32x
2 + yz,−y2 + xz,−12z

2 + xy]

Zad. 13. Oblicz strumie« pola

~E = a
(
x

r2
êx +

y

r2
êy +

z

r2
êz

)
przez powierzchni¦ walca

x2 + y2 = R2, 0 ¬ z ¬ h

Zad. 14. Czy pole ~B = yêx + (x+ y+ 2z)êy + (2y− z)êz posiada potencjaª skalarny? Czy pole
~B posiada potencjaª wektorowy? W przypadku pozytywnej odpowiedzi znajd¹ te potencjaªy

Pola powierzchni:

Zad. 15. Znajd¹ pole powierzchni

1. torusa o promieniach R i r.

2. kawaªka paraboloidy hiperbolicznej z = xy ograniczonej przez powierzchni¦ walca x2 +
y2 = 49

3. kawaªka sto»ka z =
√
x2 + y2 znajduj¡cego si¦ w walcu x2 + y2 ¬ 2x

4. sfery S4

Zad. 16. Oblicz dªugo±¢ krzywej

1. zadanej parametrycznie przez [0, 2] 3 t 7→ [t3,
√
3
2t
2, t]

2. zadanej w sposób uwikªany przez x2 + y2 = z2 + 1, x = z sin z + cos z i 0 ¬ z ¬ 7.


