Geometria Rozniczkowa |
wyktad drugi

Powierzchnie zanurzone, o ktérych rozmawialiSmy na poprzednim wyktadzie sg bardzo istotng
klasa przyktadéw rozmaitosci rozniczkowych. Pod koniec dzisiejszego wyktadu okaze sie, ze
przyktady te sa nie tylko bardzo istotne, ale takze bardzo ogdlne. Na razie zajmijmy sie jednak
definiowaniem bardziej abstrakcyjnego pojecia rozmaitosci nie odwotujacego sie do zanurzenia
w przestrzen R”.

Definicja 1. Rozmaitoscig M wymiaru n nazywamy przestrzen topologiczna Hausdorffa taka,
ze kazdy punkt p € M ma otoczenie otwarte O homeomorficzne z pewnym otwartym zbiorem
przestrzeni R™.

Przypominamy, ze w tym kontek$cie homeomorfizm oznacza ciggly bijekcje, ktorej odwrotnosé
tez jest cigglta. Powyzsza definicja wyraza taka intuicje, ze rozmaitosé jest to zbior, ktory lokal-
nie wyglada jak kawalek R™, natomiast nie wspomina o strukturze rézniczkowej. Nie ma wiec
sensu jakiekolwiek rézniczkowanie funkcji okreslonej na rozmaitosci w powyzszym sensie, moz-
na za to méwié¢ o odwzorowaniach ciagltych. Zeby podkresli¢ fakt braku struktury rézniczkowej
o takich rozmaitosciach méwi sie czesto dodajac przymiotnik topologiczne. Przypominamy row-
niez, ze przestrzen Hausdorffa jest to taka przestrzen topologiczna w ktorej kazde dwa punkty
maja roztaczne otoczenia. Wiekszos¢ przestrzeni topologicznych, z ktorymi spotyka sie fizyk
ma te wtasnosé. Podanie przyktadu przestrzeni, ktora nie jest przestrzenig Hausdorffa wymaga
namystu. Ja mam w zanadrzu nastepujacy przyklad: punktami przestrzeni sa krzywe (niektore
dosy¢ proste) na rysunku. Te krzywe, ktére znajduja sie w centralnej czesci asymptotycznie

daza do prostych xr =11 x = —1.

Otoczenia sktadaja sie z sasiadujacych krzywych. W ten sposob proste x = 112 = —1 nie maja
roztacznych otoczen. Przyktad jest opisany w sposob nie bardzo precyzyjny, nie koncentrujemy
sie jednak na kwestiach hausdorffowosci lub niehausdorffowosci.

Sama struktura topologiczna i homeomorfizmy z R™ nie wystarcza do naszych celéw. My
chcielibysmy zajmowaé sie analizg na rozmaitosciach, w szczegélnosci chcieliby$my co$ roz-
niczkowa¢. W tym celu potrzebujemy bogatszej struktury. Zaobserwujmy najpierw, ze pojecie
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wymiaru ma sens, poniewaz nie ma homeomorfizméw z R" do R™ dla m # n (bez dowodu).
Odwzorowanie ¢ : M O O — R" bedace homeomorfizmem (wystepujacym w definicji roz-
maitosci) nazywamy lokalng mapg na rozmaitosci M, lub lokalnym ukltadem wspélrzednych.
Kolekcje lokalnych map o tej wtasnosci, ze kazdy punkt rozmaitosdci nalezy do dziedziny przy-
najmniej jednej mapy nazywamy atlasem na rozmaitosci M. W przypadku, kiedy dwie mapy
maja dziedziny o niepustym przecieciu mozemy méwi¢ o odwzorowaniu zmiany wspotrzednych:

onu d R"
X /
Yot
Rn

Odwzorowanie ) o p~! : R® — R" ma dobrze nam znane dziedzine i przeciwdziedzine. W
szczegdlnosci potrafimy sprawdzaé rozniczkowalnosé takich odwzorowan. Mowimy, ze atlas
jest klasy C*, jedli wszystkie odwzorowania zmiany wspétrzednych sa klasy C*¥. Mozna moéwié
takze o atlasie gtadkim (C*°) oraz analitycznym (C¥).

Definicja 2. Rozmaitoscig rézniczkowq klasy C* nazywamy rozmaito$é wraz z atlasem klasy
CF. Méwimy takze o rozmaitosciach gladkich, tzn klasy C* oraz analitycznych, tzn C¥.

W trakcie naszego wyktadu rozwaza¢ bedziemy wtasciwie jedynie rozmaitosci gtadkie. Przy
okazji warto zaobserwowaé, ze jedli na rozmaitogci istnieje struktura C!, to istnieje takze struktu-
ra gtadka. Dzigki temu powierzchnie zanurzone o ktorych méwiliémy na poprzednim wyktadzie
sa takze rozmaito$ciami gtadkimi, cho¢ domagalisémy sie zawsze, aby wszystkie odwzorowania
byty klasy C'. W szczegdlnoéci wystepujacy w definicji powierzchni zanurzonej uktad wspot-
rzednych w otoczeniu punktu, taki, ze przynalezno$¢ do powierzchni oznacza znikanie ostat-
nich wspotrzednych dostarcza lokalnej mapy - nalezy wziaé¢ pierwsze nieznikajace k wspotrzed-
nych. Formalnie oznacza to, ze sktadamy uktad wspétrzednych ® z rzutem na podprzestrzen w
RF € R™ zachowujac klase rézniczkowalnodci.

Przyktad 1. W przestrzeni X = C?\ {(0,0)} wprowadzamy relacje réwnowaznosci
(z,w) ~ (Z0") <= 3FpeC.: z=pz w=pw.

Rozwazamy zbior M = X/. klas abstrakcji wzgledem powyzszej relacji. Jest to w naturalny
sposob przestrzen topologiczna - wyposazona jest w topologie ilorazows. Zbior O C M jest
otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 7~1(O) jest otwarty w X. Symbolem 7 oznaczamy kanoniczna
projekcje m: X — M na przestrzen ilorazowa. Wprowadzmy teraz w M strukture rozmaitosci
gtadkiej: Wyrdzniamy dwa zbiory otwarte O,U C M:

O ={[z1]: zeC},
U={1,w]: weC}.

Zauwazmy, ze [0,1] = {(0,w)}, [1,0] = {(2,0)} oraz [1,0] € U, [0,1] € O, ponadto U =
M\ {[0,1]} i O = M \ {[1,0]}. Mamy wiec

M=0uUlU.
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Otwartos¢ obu zbioréw takze nie podlega dyskusji. Potrzebujemy teraz odwzorowania w R™ ze
stosownym n. Definiujemy zatem

p:0—R: o[z, 1]) = (R(2),S(2))
v — R o([Lw]) = (R(w), =S(w))

Obrazy obydwu map to cala przestrzen R2, ¢, 1) s3 homeomorfizmami. SprawdZzmy teraz czy
zadaja strukture rozmaitosci rézniczkowej. Dla utatwienia rachunkéw oznaczamy

z=x+1y ¢([z1]) = (z,y)
w=a+bi ¢([1,w]) = (a,—b).

Przeciecie O NU sktada sie z klas abstrakeji par takich, ze zadna wspotrzedna nie jest réwna
zero. Mozemy w kazdej takiej klasie znalezé reprezentantéw obu typéw (z,1) i (1, w). Warunek
réwnowaznosci [z, 1] = [1, w| oznacza, ze

I a—ib  a b
atib 2+ @10 a2 tb
Odwzorowanie zamiany wspotrzednych, ktére parze (a,b) przypisuje pare (z,y) jest postaci

p o R\ {(0,0} 3 (0,8) — (s, ) € B2\ {(0,0)

1 . .
z=—, czyli x+iy=
w

/Ri\ {(0,0)}

onu poyp~1
x

R2\ {(0,0)}

Wida¢, ze odwzorowanie zamiany wspotrzednych jest odwzorowaniem gtadkim. Jest to inwersja
wzgledem okregu jednostkowego

Jak Panstwo sadza, ktérag z dobrze znanych dwuwymiarowych powierzchni wtasnie opisali-
smy? Odgadnaé¢ to mozna przygladajac sie wzorom dotyczacym zamiany zmiennych. Wzory te
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wygladaja zupeklie tak samo jak wzory zwigzane z zamiang zmiennych stereograficznych na
sferze S? zwigzanych z biegunami péinocnym i potudniowym. Istotnie, wezmy S? = {(z,y, 2) €
R3: 2% +y?+ 22 = 1} i zapiszmy wspoélrzedne stereograficzne wzgledem obu biegunéw:

P T g T
11—z 1+ 2
y = 7 B=_"
1—z 1+ 2
@) g
(X,Y)
A B

AQ + BZ A2 + BZ
Spodziewamy sie wiec, ze nasza rozmaito$é M to sfera S2. Bezposrednie odwzorowanie F :
M — R3, ktérego obrazem jest S? mozna zdefiniowaé¢ nastepujaco:

F(lz +iy,1]) = ( 2), F([0,1] = (0,0,1).

Nalezaloby oczywiscie sprawdzi¢, czy jest to odwzorowanie klasy przynajmniej C'!, odwracalne
po obcieciu do obrazu i czy jego odwrotnosé jest takze klasy C!. Rachunki te jednak po-
miniemy. Standardowo rozmaito$¢ M oznaczana jest CP! i nazywana zespolona przestrzenig
projektywna wymiaru (zespolonego) 1. Startujac z C™™! konstruujemy w identyczny sposéb
CP"™. Wlaénie pokazaliémy, ze CP! jest dyfeomorficzna z S?. Pozostale zespolone przestrze-
nie przestrzenie projektywne nie maja takich prostych reprezentacji. Mozna takze konstruowac
rzeczywiste przestrzenie projektywne RP™ dzielagc R™"*! bez zera przez stosowng relacje réwno-
waznoéci. Nietrudno stwierdzié, ze RP! ~ S*.

[ )

Inne przyktady znanych (lub nie) dwuwymiarowych powierzchni tworzy¢ mozna wprowadzi-
jac stosowne relacje réwnowaznosci w R

2x 2y 1—a2?—y
T4+a2+y2 14+ a2+y2" 14 a2+ g2

Przyklad 2. Pierwsza relacja to:
(z.y)~(y) = y=y.a'-zel

Jest oczywiste, ze R?/. jest dyfeomorficzne z walcem. Kazda klasa réwnowazno$ci ma repre-
zentanta w pasku [0, 1[xR, proste z = 0 i z = 1 utozsamiamy.
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Przyktad 3. Druga relacja (dla wygody zmniejszymy troche rozmiar w pionie) jest relacja w
Rx]—1,1]
(2,y) ~ (@) <= ' —az=keZ, y=(-1)'%
Znowu obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w pasku [0, 1[x] — 1,1]
oraz ze odcinki x = 0 i x = 1 utozsamiamy zmieniajac jednak ich orientacje. Wynikiem jest
wstega Moebiusa.

Do opisania wstegi Moebiusa potrzebne sa dwie mapy: z dziedzina U = {[(z,y)] : * ¢ Z}
oraz O = {[(z,y)] : x €]k — 5,k + [}:

Dla kazdej klasy lezacej w U istnieje reprezentant («,y) taki, ze o €]0, 1[. Definiujemy od-
wzorowanie
p U =R play]) = (0, y).
Dla kazdej klasy lezacej w O istnieje reprezentant (3, y) taki, ze 5 E]%, %[ Definiujemy odwzo-
rowanie

V0 =R o([B.y]) = (B,y).

Przyjrzyjmy sie jeszcze zamianie wspotrzednych. Zbior O NU sktada sie z dwoch sktadowych
spojnych A i B

W obszarze A zamiana zmiennych ma posta¢ v o = (a,y) — (1 + «, —y), za$ w obszarze B
zamiana ta jest identycznoscig.

[ )
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Przyktad 4. Ostatniego przykladu dostarcza nastepujaca relacja w R%:
()~ (2/,y) <= o —x=kecZ y—(-1)yecZ

Obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w kwadracie [0, 1[x[0, 1], przy
czym brzegi kwadratu sg utozsamione jak na rysunku

Powstala rozmaito$é nosi nazwe butelki Kleina. Nie da sie ona zanurzyé w przestrzen R3,
potrzebujemy do tego wymiaru 4. W przestrzeni R?® mozemy jg zwizualizowaé jedynie dopusz-
czajac samoprzeciecie:

&

Majac dwie rozmaitosci rézniczkowe M i N mozemy wypowiadaé¢ sie o rézniczkowalnosci
odwzorowan miedzy nimi.

Definicja 3. Méwimy, ze odwzorowanie f : M — N jest klasy C* jesli dla kazdej pary lokalnych
map (O, @) na M i (U, 1)) na N odwzorowanie ¢ 1o for) : R™ — R™ jest klasy C*. Rozmaitosci
M i N musza byé¢ klasy przynajmniej C*.

Latwo stwierdzi¢, ze roézniczkowalnosé¢ wystarczy sprawdzaé w wybranych mapach dbajac aby
ich dziedziny pokrywaty M i zbiér f(M) C N.
Na sam koniec zanotujmy twierdzenie

Twierdzenie 1 (Whitney). Kazda parazwarta rézniczkowalna i spdjna powierzchnia wymiaru
n moze zostaé zanurzona w przestrzeni R,

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze szczegdlne przyktady powierzchni zanurzonych sa w istocie
bardzo ogdlne.



