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Zgodnie z definicjπ ca≥ki na rozmaitoúci

ÿ

iœI

⁄

Ï̃i(Õi)
fi(0, x2, . . . , xn)dx2 · · · dxn =

⁄

(ˆM,ˆı)
Ê,

gdyø (Õi, Ï̃i) stanowi atlas na ˆM zgodny z orientacjπ a obciÍcie (–i) do brzegu jest rozk≥adem
jednoúci na brzegu.⇤

1.2 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a
W tej czÍúci zajmiemy siÍ interpretacjπ poniøszych wzorów analizy wektorowej w jÍzyku Twier-
dzenia Stokes’a.

⁄

S
(n̨|rotX)d‡ =

⁄

ˆS
(̨t |X)d¸ (2)

⁄

D
divX dv =

⁄

ˆD
(n̨|X)d‡. (3)

DyskutowaÊ bÍdziemy obiekty, które zdefniowaÊ moøna na rozmaitoúci M wyposaøonej w
strukturÍmetrycznπ g, tzn. na przestrzeni stycznej w kaødym punkcie dany jest iloczyn skalarny,
czyli forma dwuliniowa, niezdegenerowana, symetryczna i dodatnio okreúlona.
Przypomnijmy sobie kilka faktów algebraicznych. Niech V bÍdzie przestrzeniπ wektorowπ

skoÒczenie-wymiarowπ a g iloczynem skalarnym okreúlonym na tej przestrzeni. Iloczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G : V æ V ú, G(v) = g(v, ·).

Fakt, øe iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, øe odwzorowanie G jest samosprzÍøone.
Fakt, øe iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, øe G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwiπzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g̃, która s≥uøy
do definiowania d≥ugoúci wektora:

g̃(v) = g(v, v), ÎvÎ =
Ò
g̃(v).

My pracowaÊ bÍdziemy gównie z g i G. Jeúli w V wybierzemy bazÍ e = (e1, e2, . . . en) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzÍøony izomorfizm przedstawiÊ moøemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g]e. Dla wygody bÍdziemy takøe uøywaÊ
oznaczenia Ge. BÍdziemy takøe pomijaÊ symbol bazy, jeúli bÍdzie jasne jakiej bazy uøywamy.
Wyrazy macierzowe Gij majπ postaÊ

Gij = g(ei, ej).

ZwróÊmy uwagÍ na po≥oøenie indeksów, które, jakkolwiek historyczne, ma jednak uzasadnienie.
Tradycyjnie indeksy przy wspó≥rzÍdnych wektora piszemy na górze oraz sumujemy po powta-
rzajπcych siÍ indeksach górnym i dolnym. W tej sytuacji, jeúli v = viei oraz w = wiei to

g(v, w) = Gijviwj

albo
g(v, w) = ([v]e)T Ge[w]e.
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Jeúli Á = (Á1, . . . , Án) oznacza bazÍ dualnπ do e to

G(v) = GijviÁj œ V ú.

ZapisaÊ teø moøna
g = GijÁi ¢ Áj.

Zamiana bazy w macierzy formy dwuliniowej odbywa siÍ wed≥ug wzoru

Gf = QTGeQ,

gdzie Q jest macierzπ odwzorowania identycznoúciowego na V zapisanego w bazach f i e,
dok≥adniej

Q = [idV ]ef .

Zamieniajπc bazÍ w macierzy odwzorowania uøywamy macierzy przejúcia wzajemnie odwrot-
nych. Tu obk≥adamy wyjúciowπ macierz macierzπ przejúcia i do niej transponowanπ. Odzwier-
ciedla to charakter macierzy G. Jest to oczywiúcie takøe kwadratowa tabelka liczb, ale funkcjo-
nujπca inaczej niø zwyk≥a macierz odwzorowania.
Tensor metryczny na rozmaitoúci zadaje powyøej opisanπ strukturÍ punkt po punkcie na

przestrzeniach stycznych i kostycznych. Mamy wiÍc iloczyn skalarny g na kaødej z przestrzeni
stycznych, moøemy liczyÊ d≥ugoúci wektorów stycznych oraz dysponujemy izomorfizmem samo-
sprzÍøonym

G : TM ≠æ TúM.

Izomorfizm ten pozwala utoøsamiaÊ wektory z kowektorami, co jest wykorzystywane w teoriach
fizycznych, choÊ zazwyczaj pomijane milczeniem jako oczywiste. Majπc do dyspozycji lokalny
uk≥ad wspó≥rzÍdnych (O,Ï), Ï = (x1, x2, . . . , xn) mamy takøe w kaødym punkcie bazÍ prze-
strzeni stycznej i przestrzeni kostycznej. Moøemy zatem uøywaÊ macierzy zwiπzanej z tensorem
metrycznym. Wyrazy macierzowe Gij sπ teraz nie liczbami a funkcjami g≥adkimi naM . Za≥óømy
teraz, øe rozmaitoúÊ M jest orientowalna oraz øe wybrano na niej orientacjÍ ı. OrientowalnoúÊ
wiπøe siÍ z istnieniem nieznikajπcych n-form nazywanych formami objetoúci. Istnienie tensora
metrycznego i wybranej orientacji pozwala zdefiniowaÊ w kanoniczny sposób formÍ objetoúci
zwiπzanπ z metrykπ. Jeúli uk≥ad wspó≥rzÍdnych jest zgodny z orientacjπ, to metryczna forma
objÍtoúci  ma postaÊ

 =
Ô
detG dx1 · dx2 · · · · · dxn

Struktura metryczna i orientacja pozwala utoøsamiaÊ pola wektorowe i jednoformy oraz
pola wektorowe i n≠ 1 formy. Jeúli X jest polem wektorowym na M , to G ¶X jest jednoformπ
a iX jest (n≠ 1)-formπ.

Gradient: Gradient jest polem wektorowym odpowiadajπcym róøniczce funkcji. Jeúli f jest
funkcjπ g≥adkπ na M

grad f = G≠1 ¶ df.

Definicja ta jest niezaleøna od wspó≥rzÍdnych. Pozwala jednak w ≥atwy sposób zapisywaÊ gra-
dient w dowolnych wspó≥rzÍdnych bez uciπøliwego zamieniania zmiennych w operatorach róø-
niczkowych. Prawid≥owa definicja gradientu pozwala takøe odpowiedzieÊ na pytanie, czy dane
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pole wektorowe X jest gradientem funkcji, tzn. czy ma potencja≥ sklarny. Pole majπce poten-
cja≥ skalarny odpowiada jednoformie, która jest róøniczkπ, zatem jej rózniczka musi byÊ zero.
Warunkiem koniecznym potencjalnoúci pola jest wiÍc, aby

d(G ¶X) = 0.

Istnienie bπdü nieistnienie potencja≥u zaleøy juø dalej od kszta≥tu obszaru, jak w Lemacie Po-
incarè.
Rotacja: Na trójwymiarowej zorientowanej rozmaitoúci z metrykπ zdefiniowaÊ moøna rotacjÍ
pola wektorowego (rotA) nastÍpujπcym wzorem

d(G ¶ A) = ırotA.

Sprawdümy, øe na R3 z kanonicznym iloczynem skalarnym i kanonicznπ orientacjπ otrzymamy
znane nam juø wzory na rotacjÍ pola wektorowego w kartezjaÒskim uk≥adzie wspó≥rzÍdnych.
Niech

A = Ax
ˆ

ˆx
+ Ay

ˆ

ˆy
+ Az

ˆ

ˆz
.

Korzystajπc z faktu, øe kanoniczne wspó≥rzÍdne w R3 sπ ortonormalne otrzymujemy

G ¶ A = Axdx+ Aydy + Azdx.

Po zróøniczkowaniu otrzymujemy

d(G¶A) =
ˆAx
ˆy
dy·dx+

ˆAx
ˆz
dz·dx+

ˆAy
ˆx
dx·dy+

ˆAy
ˆz
dz·dy+

ˆAz
ˆx
dx·dz+

ˆAz
ˆy
dy·dz =

A
ˆAy
ˆx
≠
ˆAx
ˆy

B

dx · dy +
A
ˆAz
ˆy
≠
ˆAy
ˆz

B

dy · dz +
A
ˆAx
ˆz
≠
ˆAz
ˆx

B

dz · dx

Oznaczmy teraz B = rotA. Forma objetoúci w kanonicznych wspó≥rzÍdnych to  = dx·dy·dz.
Mamy zatem

ıB = Bxdy · dz +Bydz · dx+Bzdx · dy

i z porównania obu wzorów otrzymujemy

rotA =
A
ˆAz
ˆy
≠
ˆAy
ˆz

B
ˆ

ˆx
+
A
ˆAx
ˆz
≠
ˆAz
ˆx

B
ˆ

ˆy
+
A
ˆAy
ˆx
≠
ˆAx
ˆy

B
ˆ

ˆz

co zgadza siÍ z tradycyjnym wzorem na rotacjÍ. Zaletπ naszej definicji jest, øe moøemy teraz za-
pisaÊ rotacjÍ w dowolnym uk≥adzie wspó≥rzÍdnych nie dokonujπc uciπøliwej zamiany zmiennych.

Fakt 2
rot grad f = 0.

Dowód:
ırot grad f = d(G ¶ grad f) = d(G ¶G≠1 ¶ df) = ddf = 0.
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ZwÍøenie w formπ objÍtoúci jest równe zero jedynie dla pola zerowego, zatem istotnie rot grad f =
0. ⇤
Powyøszy fakt wskazuje, øe jednπ z metod sprawdzania potencjalnoúci pola jest obliczenie jego
rotacji. Fakt, iø rotacja gradientu znika, wynika ze znikania drugiej róøniczki.

Dywergencja: Na metrycznej orientowalnej rozmaitoúci dowolnego wymiaru zdefiniowaÊ moø-
na dywergencjÍ pola wektorowego wzorem

(divX) = d(ıX).

Dywergencja nie zaleøy od orientacji wzglÍdem której wybrana jest forma objÍtoúci , gdyø
pojawia siÍ ona po obydwu stronach równania. Ewentualna zmiana znaku odbywa siÍ jedno-
czeúnie po obu stronach równania. W kartezjaÒskim uk≥adzie wspó≥rzÍdnych ≥atwo jest wypisaÊ
dywergencjÍ:

d(ıX) = d(Xxdy · dz +Xydz · dx+Xzdx · dy) =
ˆXx
ˆx
dx · dy · dz +

ˆXy
ˆy
dy · dz · dx+

ˆXz
ˆz
dz · dx · dy =

A
ˆXx
ˆx
+
ˆXy
ˆy
+
ˆXz
ˆz

B

dx · dy · dz,

Zatem
divX =

ˆXx
ˆx
+
ˆXy
ˆy
+
ˆXz
ˆz

Takøe i w tym przypadku bardzo ≥atwo jest wypisaÊ dywergencjÍ w innym uk≥adzie wspó≥rzÍd-
nych korzystajπc z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

Fakt 3
div rotX = 0

Dowód:
(div rotX) = d(ırotX) = d(dG ¶X)) = 0

⇤
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