8.6 Wieloformy, wielowektory, Gwiazdka Hodge’a

Material zawarty w tym podrozdziale oméwiony zostanie na ¢wiczeniach.

W bardzo podobny sposéb do tego, w jaki definiowaliémy wieloformy na przestrzeni wekto-
rowej, zdefiniowa¢ mozna wielowektory. Skorzystamy tu z prawdziwego dla skonczenie-wymia-
rowych przestrzeni wektorowych faktu iz (V*)* jest kanonicznie izomorficzna z V. Mozemy
zamienié¢ rolami V' i V* traktujac V jako zbiér funkcji liniowych na V* i rozwazaé takze zbior
funkcji wieloliniowych antysymetrycznych na V*, czyli A* V. Swéj odpowiednik wektorowy ma
tez konstrukcja iloczynu zewnetrznego. W jezyku tensorowym mamy

VAW =wQRQuwW—wRU

oraz
(AN WARREAN A Z SgN 0V (1) & Vg(2) @+ + + @ Vg (k)-

ogES),

Poniewaz (V @ V)* ~ V* ® V* mozemy obliczy¢ a A f na v A w:

(aNBvAw) =(@@F-FRa,v@w—wRV) =
a(v)B(w) — a(w)b(v) = Bv)a(w) + Bw)a(v) = 2[a(v)B(w) — alw)B(v)]
i ogblnie
(@' Na? A AP o Ava A Awg) = kDD sgnoal (voay) - oF (V)

oESE

Oznacza to, ze jesli e i € sa para baz dualnych w V' i V* to uktady e;, Aej, A - -Ae;, , €1 AE2A- - -Nelk
dlaiy <19 < -+ < g, j1 < jo < --- < ji nie sa para baz dualnych. Gdzies trzeba podzieli¢ przez
k!. Majac iloczyn skalarny g na V' mozemy utozsamia¢ wektory z kowektorami przy pomocy
izomorfizmu G. Iloczyn skalarny mozemy wprowadzi¢ takze na V*:

g(v,w) = (v|w) = (G(v),w) = Gyv'v! gl B) = (a]f) = (@, G7(B)) = G af3;

Zgodnie z konwencjg, GY to wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej do G. Izomorfizmy G i
G~! mozemy rozszerzyé¢ na dowolne iloczyny tensorowe. Na przyktad jesli a ® 3 € V* @ V* to
G Ha®p) =G a)@GH(B) € V®V. Zakladajac, ze rozszerzenie jest liniowe otrzymujemy

-1 - g i i 1171 (127 )
G (Qilig---@kfl®€2®"‘®5k):@iliggljlng"'gk]ke]’l®€jz®"'®ejk'

Korzystajac z rozszerzenia G i G~ definiujemy iloczyn skalarny na przestrzeni k-form AF V*
wzorem

(@ AQ2A- - AaF | BEAGEA- - A ) = ;(Gl(al)/\Gl(aQ)/\- CAGYa), BEABEA- AR,

na dowolne wieloformy (niekoniecznie proste) rozszerzamy poprzez warunek liniowosci.

Gwiazdka Hodge’a: Na rozmaitosci M z metryka g mamy iloczyn skalarny na kazdej prze-
strzeni stycznej, zatem wszystko o czym byla mowa prawdziwe jest punkt po punkcie. Jesli
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dodatkowo rozmaitos$é jest zorientowana i w zwiazku z tym wyposazona w kanoniczna forme
objetosci zdefiniowa¢ mozna przydatne odwzorowanie

s QF (M) — Q" F(M)

wzorem 1

Q= EZGfl(a)gl

Mamy tu do czynienia z pewng kolizjg oznaczen: QF oznacza zbiér k-form ma M i jednoczeénie
Q) jest formg objetosci. Myéle jednak, ze damy rade odrézniac¢ o ktéra ,,omege” kiedy chodzi.
SprawdZzmy najpierw jak nasza definicja dziata w praktyce. Zaczniemy od najprostszego przy-
padku: M = R3, orientacja kanoniczna, iloczyn skalarny kanoniczny, G = 1, Q = dz! Adz? Ada®.

sdr! = 1g-1(gp1)dz’ Ada? Ada? =19, dat Adae® Ada® = da? Ada?
*dz? = 1g-1(gz2)dzt A da? Ada® =19,dat Ada? Ada® = —da! A da®
xda? = ZG—I(dIS)dxl Adz? Ada? = ag,dat Ada? Ada? = dzt A da?

#(dzt A da?) = Sig-1(dpindeydzt A dz? A da® =19, 09,dzt Adz? Ada® = 5 -2 - da?

Popatrzmy teraz na rachunki w uktadzie sferycznym:

1 0 0
Q:r2sin19dr/\d19/\d<p, G=10 r? 0
0 0 7r2sin?¢

xdr =15 Q = r?sind dd A dyp
*d) = Z}Q&Q = 519,00 = —sinddr Adyp

_ 1 _ 1
*ng o ml%g - sinﬁd,r A dv

xdr A dd = %%Z&/\%Q = sin ddyp

T

Zauwazmy, ze

1
% drt = xdz? A da® = da’, **dr/\dg0:>k<—,d19>:dr/\d<,0
sin ¥

7 drugiej strony na R?
1

xdr! = dz?,  xdz? = —d2!, *xdz! = xdz? = —dzt.

Wydaje sie wiec, ze ztozenie *xx jest réwne identycznosci z doktadnoscia do znaku. Znak ten
musi mie¢ co$ wspolnego z rzedem formy i wymiarem przestrzeni.

Fakt 14 Zachodzqg nastepujgce rownosct
1. x1 =0
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2. xQ =1
8 xxa=(—1)"Ra acQF(M)
boansB=(aP)Q a.p (M)

Dowdéd: Zauwazmy, ze * jest operacja punktows, zatem mozna wybra¢ wygodny uktad wspot-
rzednych. W tym przypadku jest to taki uktad wspotrzednych, dla ktérego w ustalonym punkcie
baza (01,0s, . ..,0,) jest ortonormalna. Pracowaé¢ bedziemy w takim uktadzie wspétrzednych.
Wtedy G~!(dz") = 0;. Zaczynamy od dowodu punktu (3). Kazda k-forma jest kombinacja li-
niowg form bazowych dz* Adz® A - - - Ada®™ z funkcyjnymi wspotczynnikami. x jest liniowa nad
funkcjami, wiec mozna sprawdzi¢ tylko na formach bazowych. Zalézmy, ze i1 < 1o < --- < 4y

) . . 1 ) ) )
xdz Adz? A--- Ada't = HZaﬁx\a@A.‘.A&kdxl A Ada" =sgnodx™tt Adz 2 A - Ada™,
gdzie i1 < igyo < --- <1, oraz o jest permutacja

(1 2 ok k41 .- n)
g = .. . . .

S R e T 7}

Aplikujemy * drugi raz

s xdz Adz Ao Ada™ = ssgnodz Adz2 A Ade't =
sgnosgn pdz™ Adz? A - Ada

Permutacja p ma postac

< 1 2 - n—k n—k+1 --- n)

U1 T2 " in 1 SRR

Pozostaje do obliczenia sgn o sgn p: Pamietajac, ze znak jest homomorfizmem grupy permutacji
w grupe {—1, 1} z mnozeniem zauwazamy, ze

Sgnosgn p = sgn psgn o = sgn p sgn ol = sgn(po a’l)

Ostatnie ztozenie jest permutacja

3 i i R P T eeom
pOO'lz -1 '2 k:n k-n-l—l ' ’
Y1 k42 In 1 E 7

ktoérej znak jest réwny (—1)%"=*) Dla dowodu punktu (2) zauwazmy, ze G~1(Q) = 0y A 0 A

- A Oy, dalej

1 1
*Q:—‘z(al/\ﬁg/\/\ﬁn)ﬁz—'n'zl
n: n.

Punkt (1) wynika z (3) i (2), a wlasciwie jest jedyna sensowna definicja gwiazdki zero-formy,
ktéra pasuje do pozostatych wzoréw. W punkcie (4) zauwazmy, ze obie strony sa dwuliniowe,
mozna wiec sprawdza¢ na formach bazowych. Niech wiec o = da* Adz2 A -+ Ada'* i 3 =
da/t Adz?2 A- - - Ada?% . Forma *[3 jest, z doktadnoscig do znaku, iloczynem zewnetrznym rézniczek
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daderr Adak+2 A« - - Adadn | gdzie {J1, Jo, - - s Jky Jhats - - -5 dnt = {1,2,...,n}. W tej sytuacji aAxf3
jest rozna od zera jedynie gdy {iy,...,ix} = {j1,...,jr}. Jesli dodatkowo zalozymy naturalne
uporzadkowanie indekséw oznacza to, ze i = jy dlal =1,...,k and o = 3. Podobnie («|3)
jest rézna od zera jedynie gdy a = 3, gdyz

(a|p) = kl!lailA---/\@ik da/t Adx?2 A - A dad¥
Ostatecznie, gdy o = 3 prawa strona to
(] )2 =Q
a lewa
a A xa =sgnodz™ Ade A Ada' Ada' Ada'2 A Ada't = (sgnoo)?Q.

Dla porzadku zapiszmy, ze o jet permutacjag

(1 2 ok k41 .- n)
g = . . . . .

11 19 - 7 ik‘—i—l Un

O

9 Roézniczkowanie pdl i form

9.1 Pochodna Liego

Zanim przejdziemy do wtasciwej czesci wyktadu wypada wspomnieé¢ osobe, kora uzyczyta na-
zwiska badanemu dzi$ przez nas pojeciu. Marius Sophus Lie (17.12.1842 - 18.02.1899) byt
matematykiem norweskim. Jego badania i osiagniecia stanowia podstawe dzisiejszej geometrii
rozniczkowej. Sophus Lie zajmowal sie miedzy innymi badaniem réwnan rozniczkowych zwy-
czajnych i czastkowych. Studiowanie struktury, a zwlaszcza symetrii rownan rézniczkowych
dato poczatek miedzy innymi teorii grup i algebr Liego.

W geometrii rozniczkowej interesuje nas czesto jak dane pole tensorowe zmienia sie od punk-
tu do punktu na rozmaitosci. A wlasciwie czesciej chodzi o to, czy sa jakies kierunki w ktorych
sie nie zmienia. Tu jednak napotykamy na pierwsza pojeciowa trudnosé: zazwyczaj nie wiado-
mo jak poréwnywaé rozmaite pola (pola wektorowe, formy rézniczkowe...) miedzy punktami
na rozmaitosci. Mozemy poréwnywaé wartosci funkcji w réznych punktach, ale nie mozemy
poréwnywaé wartosci pola wektorowego w réznych punktach. Wiadomo co to znaczy ,funkcja
f jest stala na M7, ale nie wiadomo co to jest state pole wektorowe. Na przyktad na sferze
dwuwymiarowej we wspotrzednych (1, ¢) pole wektorowe X = 0, bylibySmy by¢ moze sktonni
uznaé za state, ale to samo pole wektorowe we wspoélrzednych stereograficznych wyglada juz
zupenie inaczej 0, = —x0, +y0, i pomyst z nazwaniem go stalym polem wydaje si¢ cokolwiek
dziwny. Roznica polega na tym, ze wiazka M x R — M, ktérej cigciem jest funkcja jest try-
wialna i wartosci funkeji w roznych punktach naleza do tej samej przestrzeni. Wiazka, ktorej
cieciem jest pole wektorowe 7y, : TM — M juz trywialna nie jest: wartosci w réznych punk-
tach naleza do réznych przestrzeni stycznych. Przestrzenie te s co prawda izomorficzne, ale nie
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X(q) @™ (. q)- (27)

dt|i=o
Dowdéd: Dowdd oparty jest na twierdzeniu Cauchy’ego o istnieniu i jednoznacznosci wraz z
twierdzeniem o zaleznosci rozwigzania od warunkéw poczatkowych. W uktadzie wspotrzednych
nasze réwnanie rézniczkowe ma postac

dz?
dt

Jest to uktad rownan rézniczkowych na R™. Z Twierdzenia Cauchy’ego wynika zatem istnienie
krzywej catkowej t — ©;(q) okreslonej na pewnym otoczeniu I zera w R z warunkiem po-
czatkowym ¢o(q) = ¢. Z jednoznacznosdci rozwiazania wynika takze, ze jesli tylko wszystkie
napisy maja sens to ¢;(¢s(q)) = piis(q). Z twierdzenia o zaleznosci rozwigzania od warun-
kéw poczatkowych wynika, ze dla kazdego punktu ¢ € M istnieje otoczenie O, C M oraz
odcinek zawierajacy I, C R zawierajacy 0 taki, ze rozwigzanie z warunkiem poczatkowym
(s,p) € I, x O, istnieje dla czasu z odcinka [s —e, s+ €] oraz € jest niezalezny od (s,p). Oznacza
to, ze 2 na ktérym okreslona jest jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw moze byé¢ wzigte

jako Q= quz\l(]q X Oq)D
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"POCHODNA LIEGO JEDNOFOKMY

(DEF:NlcQﬁ :

. A X
L () =chl:\gno ACY —(q))

THIERDZENIE : L o= dau+ a, dd
DOWOD:

Nieda ‘ﬁ'el_q'm ) iedn takze s > ¥(s) bgdiit ku,au‘g rvePrre:_wLJu/PcQ . /Je:.'rmﬂ,
X#9)= ¢ (¥(»).

Wy ) ORI
(1, ) = e X(3),v) = ;’%th(x (X(t0)) ™k 0)) - a N (X)), B X(03)) =

X (%)
- Sy - e, <)) -
= dd?lm SRV ERGI (I
<¢(o<,1;>
dida vy B <P 0N = (i 9D
€T a TR a8 -> L= digts iy
D

Wréémy teraz na chwile do wzoru Tulczyjewa. Przypomina on nieco inny wzér (Cartana) na
rozniczke formy obliczong na dwoch polach wektorowych. Dla jednoformy przyjmuje on postaé

da(X,)Y) = Xa(Y) - Ya(X) + a([X,Y]).

Pierwszy i drugi sktadnik tego wzoru mozemy wyznaczy¢ postugujac sie odpowiednio dobranym
odwzorowaniem podobnym do x. Oznaczymy przez ¢, potok pola X, za$ przez 1, potok pola
Y. Na przyktad Xa(Y) to

Xa(Y) = %(a(w(@): Teu(Y(q)))

Wektor Ty, (Y (q)) to t@Vy(t,0) dla odwzorowania x(¢,s) = ¢;(1(q)). Sktadnik Y (X) to

Ya(X) = % (a(vs(q)), Ts(X(q)))

Wektor Tt (X (q)) to t10y(0,s) dla odwzorowania Y(t,s) = 1(¢:(q))). Odwzorowania y i

X nie zazwycza] pokrywajq sie. Konkretny przyktad zobaczg panstwo na ¢wiczeniach. Miarg
braku zgodnosci jest wtasnie [ X, Y], ktéry jako poprawka pojawia sie w trzeciej czesci wzoru.
g i s 1]y y € ) CZ€



Kolejnym zadaniem bedzie znalezienie pochodnej Liego funkeji na rozmaitosci f. Definicja
formalna jest bardzo podobna jak dla jednoformy:

(Lx)(a) = lim 7 (F(2()) ~ ()

Jest do$¢ oczywiste, ze

Lxf=X[=df(X)=uX)df
Sprawdzimy teraz jak pochodna Liego dziata na iloczyn fa. lloczyn funkeji i jednoformy to tez
jednoforma, wiec mozemy uzy¢ $wiezo wyprowadzonego wzoru:

Lx(fa)=uX)d(fa)+ du(X)(fa) =(X)(df Ao+ fda) +d(fo(X)a) =
(W(X)df)a—((X)a)df + fo(X)da +o(X)a)df + fd(x(X)a) =
(Lxfla+ f(X)da+de(X)a)) = (Lxfla+ fLxx

Uzyskaliémy co$ w rodzaju reguty Leibniza:

ﬁx(fa) = (ﬁxf)Oé -+ fﬁxa.

Pora rozszerzy¢ pojecie pochodnej Liego na wieloformy. Formalnie definicja wyglada identycz-
nie.

Definicja 26 Pochodng Liego k-formy w w kierunki pola X nazywamy k-forme, ktorej wartosé
w punkcie q¢ dana jest wzorem

(Lxw)(g) = lim + ((5w)(g) — (1))

t—0 ¢

Zobaczmy jak to dziala na iloczynie zewnetrznym:

Lx(n ) =lim (g (@ A B) — a A §) =
lim (@jo A i3 — pla NS+ gla A —anf)=
lim (gia A (95 = B) + +(pja —a) Af) =

i (457 iy (F9) no =
(ﬁx&) A ﬁ +aA ACX(ﬂ)

Tym razem to juz nie ,co$ w rodzaju”, tylko poprostu reguta Leibniza. Wyglada na to, ze
pochodna Liego jest rézniczkowaniem algebry zewnetrznej form rézniczkowych. Ze wzgledu na
przemiennos¢ d i pull-backu obowiazuje takze wzor

£de = dEXw.

Wzér wyprowadzony wcezedniej dla jednoform okazuje sie obowigzywaé takze dla wieloform.
Rachunek przeprowadzimy na wspotrzednych i skorzystamy z liniowosci:

Lx(fdx™ A--- Ada'™) =

k
(Lxf)(dz™ A Ada™) + £35S dat Ao A Lxda® A - Adais =

J=1

k
(X f)dz Ao Ada™ 4+ £ da Ao ADXT A Ada’ (28)

J=1
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1(X)d(fdz" Ao Ada'™) = o(X)df Adz™ A~ Adat =

(X f)dz™ A+ Ada™ + (29)

d(2(X) fdz™ A -+ Ada'*) =

k — .
d(f Z(—l)']_lXZ]dle /\ P /\dsz /\ e /\dx’bk —

j=1
+ Y dzt A AdXY A Ada’ o (30)
j=1

Dodajac (29) i (30) otrzymujemy (28), gdyz wyrazy zaznaczone na zielono upraszczaja sie.
Poodsumujmy wtasnosci pochodnej Liego w dziataniu na formy rézniczkowe:

Fakt 15 1. Pochodna Liego k-formy jest k-formg,
2. Pochodna Liego jest operacjq liniowq, tzn dla a,b € R Lx(aa+ bf) = alxa + bLx[3,
3. Spetniona jest requtq Leibniza Lx(a A () = (Lxa) NG+ a A Lxf,

4. W dziataniu na formy prawdziwy jest wzor Lx = 1(X)d+ di(X).

Pozostaje sprawdzenie jak pochodna Liego dziata na pola wektorowe.
Definicja 27
1
LxY = %g% n (To—e(Y(e(q)) — Y(q)) -

Zgodnie z definicja transportujemy wartosé pola Y z punktu ¢;(¢) do punktu ¢. Tym razem
musimy uzy¢ odwzorowania stycznego T¢_;. Powstalg krzywa jest krzywa w przestrzeni wek-
torowej T,M. Warto$¢ pochodnej Liego to wektor styczny do tej krzywej.

Fakt 16
EXY = [X7 Y]

Dowdéd:
(ExY)f =l 7 (To (Y (gla)f ~ Y (0)f) =

lim ~ (To_o (Y (e(@)f — Y (@e@))f + Y (@) f — Y(@)f) =

t—0 ¢
Fragment zaznaczony na czerwono to

lim - (V (00(0))f ~ Y ()f) = X(V)
Fragment zaznaczony na niebiesko to
i (o (V@) = Y G)f) = g Vita) (2225 L) = v
Ostatecznie

LxYf=XY[)-Y(X[)=[X.Y]f

7 dowolnosci f wynika teza.[]
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