
9.2 Pochodna kowariantna
W poprzednim podrozdziale zajmowaliúmy siÍ róøniczkowaniem pól tensorowych wzd≥uø pola
wektorowego, czyli pochodnπ Liego LX . WartoúÊ pochodnej Liego zaleøy w sposób bardzo
istotny od pola wektorowego wzd≥uø którego róøniczkujemy. ZaleønoúÊ ta jest powaøniejsza
niø tylko zaleønoúÊ od wartoúci pola w danym punkcie q - jest to zaleønoúÊ od tego jakie jest
pole w otoczeniu q. Oczywiúcie pochodna Liego róøniczkuje swój argument, to znaczy jeúli
argument pomnoøymy przez funkcjÍ, wynik bÍdzie zaleøa≥ od pochodnych tej funkcji: Dla pola
wektorowego otrzymamy

LX(fY ) = [X, fY ] = f [X, Y ] + (Xf)Y = fLXY + (LXf)Y (31)

a dla formy –
LX(f–) = (LXf)–+ fLX– (32)

Wzory (31) i (32) wyraøajπ regu≥Í Leibniza dla pochodnej Liego. Okazuje siÍ, øe podobnie jest
jeúli pomnoøymy przez funkcjÍ pole wzd≥uø którego róøniczkujemy. Porównajmy LX z LfX dla
g≥adkiej funkcji f . Najpierw pochodna Liego pola wektorowego

LfXY = [fX, Y ] = f [X, Y ]≠ (Y f)X = fLXY ≠ Èdf, Y ÍX (33)

potem pochodna formy

LfX– = ı(fX)d–+ d(ı(fX)–) = fı(X)d–+ d(fı(X)–) =
= fı(X)d–+ df · ı(X)–+ fdı(X)– = fLX–+ df · ı(X)–

(34)

W obu wzorach (33) i (34) pojawia siÍ róøniczka funkcji f , co wskazuje na zaleønoúÊ od wartoúci
pola w otoczeniu q, a nie jedynie w punkcie q. My jednak ca≥y czas poszukujemy odpowiednika
róøniczkowania po wspó≥rzÍdnych, które jest moøliwe na Rn, lub ogólniej, na przestrzeni afi-
nicznej. We wspó≥rzÍdnych (xa) zwiπzanych z punktem q0 i bazπ (ea) w przestrzeni modelowej
V róøniczkowanie to wyglπda nastÍpujπco

Dv(X) = va(ˆaXb)eb, (35)

gdzie v = vaea oraz X = Xbeb. Wzór jest poprawny, tzn jest niezmienniczy ze wzglÍdu zmianÍ
bazy w V i zmianÍ punktu poczπtkowego a0. Wzór (35) jest poprawny dlatego, øe wiπzka styczna
do przestrzeni afinicznej jest trywialna: przestrzeÒ styczna w kaødym punkcie jest kanonicznie
izomorficzna z V . Jeszcze inaczej moøna powiedzieÊ, øe wzór (35) jest poprawny poniewaø
wiemy co to znaczy przesuwaÊ wektor styczny wzd≥uø krzywej w A. Rozwaøajπc powierzchniÍ
M µ A nie moøemy uøyÊ wzoru (35), bo na powierzchni nie mamy wyróønionej klasy uk≥adów
wspó≥rzÍdnych. Jeúli zaú uøyjemy dowolnych wspó≥rzÍdnych wzór przestanie byÊ niezmienniczy,
czyli nie bÍdzie definiowa≥ øadnego obiektu geometrycznego. Pole wektorowe X : M æ TM
moøemy oczywiúcie zapisaÊ w bazie (ea) otrzymujπc X = Xaea (zatem na oko podobnie jak
poprzednio), z tπ jednak róønicπ, øe funkcje Xa okreúlone sπ jedynie w punktach naleøπcych
do M . Moøemy takøe, korzystajπc z zanurzenia M w A wyliczyÊ DvX jeúli tylko v œ TM .
Problem w tym, øe otrzymany wektor najprawdopodobniej nie jest styczny do M . Z tego da
siÍ wybrnπÊ jeúli w V mamy wyróøniony iloczyn skalarny. (Tak jest oczywiúcie jeúli A = Rn.)
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Iloczyn skalarny pozwala roz≥oøyÊ przestrzeÒ TqA = V stycznπ do A w punkcie q na sumÍ
prostπ przestrzeni TqM = Wq i W‹q , tzn

V = Wq üW‹q (36)

Moøemy teraz napisaÊ definicjÍ

Definicja 28 Niech M bÍdzie powierzchniπ zanurzonπ w przestrzeni afinicznej A z wyróø-
nionym iloczynem skalarnym. Pochodnπ kowariantnπ pola wektorowego X na M w kierunku
wektora stycznego v œ TqM nazywamy wektor

ÒvX = (DvX)Î, (37)

gdzie (·)Î oznacza rzut na Wq zwiπzany z rozk≥adem (36).

W powyøszej definicji wspó≥rzÍdne nie sπ uøywane, nie ma wiÍc wπtpliwoúci, øe (37) definiuje
pewien wektor z Wq. Wyraøenie na wspó≥rzÍdnych teø bÍdzie nam potrzebne. Wprowadümy w
tym celu w otoczeniu q wM uk≥ad wspó≥rzÍdnych (Ïi), i = 1 . . . k. Wektory ˆi tworzπ wiÍc bazÍ
Wq. Potrzebujemy jeszcze n≠k wektorów rozpinajπcychW‹q . Oznaczymy je n–, – = 1 . . . n≠k.
Kaødy z wektorów ea zapisaÊ moøemy w bazie z≥oøonej z ˆi oraz n– otrzymujπc

ea = Aiaˆi + A
–
an–

Macierz A, której pierwsze k wierszy to Aia a dalsze n≠k wierszy to A–a jest macierzπ przejúcia z
bazy (ea) do bazy (ˆi, n–). Wyrazy macierzowe Aia i A–a sπ funkcjami naM , moøna je wiÍc wyra-
ziÊ jako funkcje wspó≥rzÍdnych (Ïi). Pole wektorowe X zapisujemy w bazie ea: X = Xa(Ïi)ea,
wektor v zapisujemy w bazie (ˆi) i wyznaczamy

DvX = vi(ˆiXa)ea.

Øeby wziπÊ czÍúÊ stycznπ do M uøywamy macierzy A:

DvX = vi(ˆiXa)(Ajaˆj + A
–
an–).

WidaÊ wiÍc, øe
ÒvX = vi(ˆiXa)Ajaˆj.

W powyøszym wzorze nie podoba mi siÍ jszcze to, øe pole X ca≥y czas mamy wyraøone w bazie
ea a nie w bazie ˆi, która jest dla niego naturalniejsza.

Xa = (A≠1)aiX
i,

zatem

ÒvX = viˆi((A≠1)akX
k)Ajaˆj = v

iˆi((A≠1)ak)X
kAjaˆj + v

i(A≠1)akˆi(X
k)Ajaˆj =

ˆi(Xj)viˆj + [ˆi((A≠1)ak)A
j
a]v
iXkˆj (38)

Zauwaømy, øe fragment wzoru zapisany na niebiesko nie zaleøy wcale od pola X ani od kierunku
w którym róøniczkujemy. Jest on zwiπzany z powierzchniπ na której o wszystko siÍ dzieje.
Niebieskie funkcje oznaczamy ‰jik, tzn

‰jik = ˆi((A
≠1)ak)A

j
a (39)
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i nazywamy symbolami ChristoÄela (Erwin Bruno ChristoÄel (1829-1900), matematyk niemiec-
ki). Z uøyciem symboli ChristoÄela pochodnπ kowariantnπ zapisujemy nastÍpujπco

ÒvX = ˆi(Xj)vi + ‰
j
ikv
iXk. (40)

Przyk≥ad 18 Policzmy (niektóre) symbole ChristoÄela na sferze S2 µ R3. Mamy n = 3,
k = 2, wspó≥rzedne xa to (x, y, z), wspó≥rzÍdne (Ïi) to (Ï, ◊) pochodzπce ze sferycznego uk≥adu
wspó≥rzÍdnych. Baza ea to (ˆx, ˆy, ˆz), baza (ˆi) to (ˆÏ, ˆ◊), jako wektor normalny moøemy
wziπÊ ˆr. Pos≥ugujπc siÍ znanymi wzorami

x = r cosÏ sin ◊

y = r sinÏ sin ◊

z = r cos ◊

i przyjmujπc r = 1 najdujemy wyrazy macierzowe macierzy A≠1

ˆÏ = ≠ sinÏ sin ◊ˆx + cosÏ sin ◊ˆy
ˆ◊ = cosÏ cos ◊ˆx + sinÏ cos ◊ˆy ≠ sin ◊ˆz
ˆr = cosÏ sin ◊ˆx + sinÏ sin ◊ˆy + cos ◊ˆz

Macierz A≠1 ma postaÊ

A≠1 =

S

WWWU

≠ sinÏ sin ◊ cosÏ cos ◊ cosÏ sin ◊

cosÏ sin ◊ sinÏ cos ◊ sinÏ sin ◊

0 ≠ sin ◊ cos ◊

T

XXXV ,

zatem

A =

S

WWWWWU

≠
sinÏ
sin ◊

cosÏ
sin ◊

0

cosÏ cos ◊ sinÏ cos ◊ ≠ sin ◊

cosÏ sin ◊ sinÏ sin ◊ cos ◊

T

XXXXXV
.

Skorzystamy ze wzoru (39) zauwaøajπc, øe moøna go zapisaÊ na dwa sposoby:

‰jik = ˆi((A
≠1)ak)A

j
a = ≠ˆi(A

j
a)(A

≠1)ak.

Przyk≥adowe rachunki:

‰ÏÏÏ = ≠ˆÏ
3
≠
sinÏ
sin ◊

4
(≠ sinÏ sin ◊)≠ ˆÏ

3cosÏ
sin ◊

4
(≠ cosÏ sin ◊) =

≠ cosÏ sinÏ+ cosÏ sinÏ = 0

‰Ï◊Ï = ≠ˆÏ
3
≠
sinÏ
sin ◊

4
(cosÏ cos ◊)≠ ˆÏ

3cosÏ
sin ◊

4
(sinÏ cos ◊) =

cos2 Ï cot ◊ + sin2 Ï cot ◊ = cot ◊

Pozosta≥e wspó≥czynniki ChristoÄela na sferze proszÍ wyznaczyÊ samodzielnie. Øeby oszczÍdziÊ
sobie rachunków moøna skorzystaÊ z faktu (który udowodnimy wkrótce), øe
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