9.2 Pochodna kowariantna

W poprzednim podrozdziale zajmowalisémy si¢ rozniczkowaniem poél tensorowych wzdtuz pola
wektorowego, czyli pochodna Liego Lx. Wartos¢ pochodnej Liego zalezy w sposéb bardzo
istotny od pola wektorowego wzdtuz ktorego rozniczkujemy. Zaleznosé ta jest powazniejsza
niz tylko zalezno$¢ od wartosci pola w danym punkcie ¢ - jest to zaleznos¢ od tego jakie jest
pole w otoczeniu q. Oczywiscie pochodna Liego rézniczkuje swoj argument, to znaczy jesli
argument pomnozymy przez funkcje, wynik bedzie zalezat od pochodnych tej funkcji: Dla pola
wektorowego otrzymamy

Lx(fY) =X, Y] = fIX. Y]+ (X)Y = fLXY + (Lx [)Y (31)

a dla formy «

Lx(fa)=(Lxf)a+ fLxa (32)

Wzory (31) 1 (32) wyrazaja regule Leibniza dla pochodnej Liego. Okazuje si¢, ze podobnie jest
jesli pomnozymy przez funkcje pole wzdtuz ktérego rézniczkujemy. Poréwnajmy Lx z Lyx dla
gtadkiej funkcji f. Najpierw pochodna Liego pola wektorowego

LyxY =[fX,Y]=[fIX.Y] = (Y[)X = fLxY = ({df, V)X (33)
potem pochodna formy

Lixa=1(fX)da+d((fX)a) = fo(X)da +d(fu(X)a) = ”

= fu(X)da+df A(X)a+ fdiu(X)a = fLxa+df N(X)a (34)
W obu wzorach (33) i (34) pojawia sie rézniczka funkcji f, co wskazuje na zalezno$¢ od wartosci
pola w otoczeniu ¢, a nie jedynie w punkcie q. My jednak caly czas poszukujemy odpowiednika
rozniczkowania po wspotrzednych, ktére jest mozliwe na R™, lub ogdlniej, na przestrzeni afi-
nicznej. We wspotrzednych (%) zwiazanych z punktem g i baza (e,) w przestrzeni modelowej
V' rézniczkowanie to wyglada nastepujaco

Dy(X) = v4(0,X°)ey, (35)

gdzie v = v%, oraz X = X’e,. Wzér jest poprawny, tzn jest niezmienniczy ze wzgledu zmiane
bazy w V' i zmiane punktu poczatkowego ag. Wzor (35) jest poprawny dlatego, ze wiazka styczna
do przestrzeni afinicznej jest trywialna: przestrzen styczna w kazdym punkcie jest kanonicznie
izomorficzna z V. Jeszcze inacze] mozna powiedzieé, ze wzér (35) jest poprawny poniewaz
wiemy co to znaczy przesuwal wektor styczny wzdtuz krzywej w A. Rozwazajac powierzchnie
M C A nie mozemy uzy¢ wzoru (35), bo na powierzchni nie mamy wyréznionej klasy uktadéw
wspoltrzednych. Jesli zag uzyjemy dowolnych wspotrzednych wzér przestanie by¢ niezmienniczy,
czyli nie bedzie definiowal zadnego obiektu geometrycznego. Pole wektorowe X : M — TM
mozemy oczywiscie zapisaé w bazie (e,) otrzymujac X = X%, (zatem na oko podobnie jak
poprzednio), z ta jednak réznica, ze funkcje X* okreslone sa jedynie w punktach nalezacych
do M. Mozemy takze, korzystajac z zanurzenia M w A wyliczy¢ D, X jesli tylko v € TM.
Problem w tym, ze otrzymany wektor najprawdopodobniej nie jest styczny do M. Z tego da
sie wybrna¢ jesli w V' mamy wyrdzniony iloczyn skalarny. (Tak jest oczywiscie jesli A = R™.)
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loczyn skalarny pozwala roztozy¢ przestrzen T,A = V styczna do A w punkcie ¢ na sume
prostg przestrzeni T,M = W, i W, tzn

V=W,o W, (36)
Mozemy teraz napisaé¢ definicje

Definicja 28 Niech M bedzie powierzchnig zanurzong w przestrzeni afinicznej A z wyroz-
nionym iloczynem skalarnym. Pochodng kowariantng pola wektorowego X na M w kierunku
wektora stycznego v € T, M nazywamy wektor

V., X = (D, X)], (37)
gdzie () oznacza rzut na W, zwiazany z rozktadem (36).

W powyzszej definicji wspdtrzedne nie sa uzywane, nie ma wiec watpliwosci, ze (37) definiuje
pewien wektor z W,. Wyrazenie na wspotrzednych tez bedzie nam potrzebne. Wprowadzmy w
tym celu w otoczeniu ¢ w M uktad wspohrzednych (¢'), i = 1. .. k. Wektory 0; tworza wige bazg
W,. Potrzebujemy jeszcze n — k wektoréw rozpinajacych WqL. Oznaczymy je n,, « =1...n—k.
Kazdy z wektorow e, zapisa¢ mozemy w bazie ztozonej z 0; oraz n, otrzymujac

ea = ALO; + A%y

Macierz A, ktérej pierwsze k wierszy to A’ a dalsze n—k wierszy to A% jest macierza przejscia z
bazy (e,) do bazy (i, n,). Wyrazy macierzowe AY i A® sa funkcjami na M, mozna je wiec wyra-
zi¢ jako funkcje wspotrzednych (p*). Pole wektorowe X zapisujemy w bazie e,: X = X%(p')e,,
wektor v zapisujemy w bazie (0;) i wyznaczamy

D, X = v"(0;X")e,.
Zeby wzialé czesé styczng do M uzywamy macierzy A:
D, X =v'(0;X*)(A10; + A%n,,).

Widaé¢ wiec, ze
VX = v"(0;X*)Al9;.

W powyzszym wzorze nie podoba mi si¢ jszcze to, ze pole X caly czas mamy wyrazone w bazie
e, a nie w bazie J;, ktéra jest dla niego naturalniejsza.

X0 = (AT)X,
zatem
VX = v'0;(A)iX") AL, = v 0, (A™ 1)) X AL, 4+ o' (A1) (X F) AL o, =
0;(X7)v'0; + [0:((A ) ALJv' X*8;  (38)

Zauwazmy, ze fragment wzoru zapisany na niebiesko nie zalezy wcale od pola X ani od kierunku
w ktorym rozniczkujemy. Jest on zwigzany z powierzchnia na ktérej o wszystko si¢ dzieje.
Niebieskie funkcje oznaczamy I',, tzn

T = 0i(A™)1) Al (39)
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i nazywamy symbolami Christoffela (Erwin Bruno Christoffel (1829-1900), matematyk niemiec-
ki). Z uzyciem symboli Christoffela pochodna kowariantng zapisujemy nastepujaco

Vo X = 0,( X' 4+ T 0 X", (40)

Przyktad 18 Policzmy (niektére) symbole Christoffela na sferze S? C R3. Mamy n = 3,
k = 2, wspotrzedne z% to (z,y, 2), wspolrzedne (p*) to (i, ) pochodzace ze sferycznego uktadu
wspotrzednych. Baza e, to (0,,0,,0.), baza (0;) to (0,,0s), jako wektor normalny mozemy
wzigé 0,. Poshugujac sie znanymi wzorami

X =1cospsind
y =rsingpsinf

z=1rcosb

i przyjmujac r = 1 najdujemy wyrazy macierzowe macierzy A~!
0, = — sin psin 60, + cos psin 60,
Oy = cos ¢ cos 00, + sin ¢ cos 00, — sin 00,
0, = cos @ sin 00, + sin ¢ sin 9, + cos 00,

Macierz A~! ma postaé

—sinpsinf cospcosf cospsind

Al =| cospsinf sinpcosf sinpsing |
0 —sinf cos 6
zatem .
_sing COS 0
sin sin
A= cospcosf sinpcosd —sinb

cospsing singpsinf  cosé
Skorzystamy ze wzoru (39) zauwazajac, ze mozna go zapisa¢ na dwa sposoby:
[} = 0i((A™)i) AL = —0,(A) (AT
Przyktadowe rachunki:

o _ _ _Sintp) o : B (cosw) _ i _
re, &p( e (—sinpsind) — 0, e (—cospsinf)

—cospsing + cospsingp =0

sin ¢ coS

PN (o _
siné’) (sinpcosf) =

Iy, =—0, ( ) (cospcosb) — 0, (

sin
cos? @ cot § + sin® p cot = cot @

Pozostate wspotczynniki Christoffela na sferze prosze wyznaczyé samodzielnie. Zeby oszczedzié
sobie rachunkéw mozna skorzystaé z faktu (ktéry udowodnimy wkrétce), ze
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Fakt 17 Wspotczynniki Christoffela na powierzchni zanurzonej sq symetryczne, tzn I‘;k = }CJ

Dowdéd: Symetria wpétezynnikéw Christoffela dla pochodnej kowariantnej pochodzacej od za-
nurzenia powierzchni w przestrzen afiniczna z iloczynem skalarnym wynika z symetrii drugich
pochodnych czastkowych. Istotnie, wyrazy macierzowe wystepujace we wzorze (39) pochodza
od zamiany zmiennych, tzn

TN

Wstawiajac powyzsza postaé wyrazéw macierzowych (A71)¢ do (39) otrzymujemy

) 2 P, ) 2.0 ] a ] )
m, = (g;k) Y N (g@) Al=Ty O

Fakt 19 Pochodna kowariantna @ przesuniecie rownolegte na powierzchni zanurzonej majg cha-
rakter wewnetrzny, tzn zalezq jedynie od iloczynu skalarnego (metryki) indukowanej na po-

wierzchni.

Dowéd: Zaczniemy od wyliczenia V,g, gdzie v jest dowolnym wektorem stycznym do M a
g jest forma dwuliniowg symetryczna reprezentujaca iloczyn skalarny, czyli inaczej tensorem
metrycznym na M. Tensor g pochodzi z obciecia iloczynu skalarnego z TA. W bazie (e,) ma-
cierz g ma postaé ga = (eq|es). Wyrazy macierzowe g, sa stale, tzn. nie zaleza od punktu
na powierzchni. Obciecie iloczynu skalarnego mozna zapisaé takze w bazie zwiazanej z ukta-
dem wspéhrzednych na powierzchni. Wtedy g¢;; = (0;|0;). Wyrazy macierzowe g;; sa funkcjami

wspotrzednych (¢%). W notacji tensorowej iloczyn skalarny zapiszemy jako

g= gide‘Qi ®dy’.

Do tej pory liczyliSmy pochodna kowariantng jedynie pol wektorowych. Mozna ja jednak roz-
szerzy¢ (poprzez regute Leibniza) na dowolne pola tensorowe. Jak pochodna kowariantna dziata
na formy (pola kowektorowe)? Niech o = a;;dg" bedzie polem kowektorowym a X = X*9; polem
wektorowym. Wtedy (a, X) jest funkcja na M. Pochodna kowariantna funkeji jest pochodna
zwykta, czyli dzialaniem wektora stycznego na funkcje

Vola, X) = v'0i(a; X7) = v*(9;;) X7 + v'aj(0; X7). (46)
7 drugiej strony, zgodnie z reguta Leibniza powinno by¢
Vola, X) = (Vya, X) + (o, V. X) = v'(V;0),; X7 +v'a;(8; X7 + T4 X*) (47)
Z poréwnania (46) 1 (47) wynika, ze
v (i) X7 = v} (Vi) ; X7 + vl T XF,

czyli . ' . .
v (V) X* = v} (i) X* — v, TI X"

Ostatecznie

(Via) = (dion — a;T%) dg. (48)
Dalej, korzystajac caty czas z reguty Leibniza, otrzymujemy
Vi(gixde’ ® dp*) = (Digji)d¢’ ® dp" + gird(Vide?) ® do® + ginde’ ® (Vidy").

Wynika z tego, ze
(Vig)jt = Bigjr — Tijgm — Tini- (49)



