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Przyklad 14 Przykladem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana
7 kanonicznym iloczynem skalarnym na R? (o formach objetosci doktadniej powiemy pdZniej)

dz A dy
Te samg forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorac pod uwage, ze
dzr = coswdr — rsinpdy, dy = sinedr 4 7 cos pdp
Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:
dx A dy = (cos @dr — rsin pdp) A (sin pdr + 7 cos pdy) =

(cos pdr) A (sin pdr) + (cos @dr) A (7 cos pdyp) 4+ (—rsin pdy) A (sin pdr)+

(—rsin edyp) A (1 cos pdp) =
cos psin pdr A dr + r cos? pdr A dg — rsin? pdp A dr — 72 sin ¢ cos pdp A dp

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektorow jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = 7 cos? pdr A dp — rsin® pdp A dr
Korzystajac z wlasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
do Adr = —dr Adyp,
zatem ostatecznie
dz A dy = (rcos® ¢ + rcos® p)dr Adp = rdr A de.
)

6 Roézniczka zewnetrzna.

Uzywalismy juz specjalnego oznaczenia na zbiér gladkich cie¢ wiazki stycznej (X (M)). Wy-
godnie jest takze wprowadzi¢ oznaczenie QF(M) na zbiér gtadkich cigé wiazki k-kowektoréw:
Ay o AFT*M — M. Wygodnie jest takze uwazaé, ze Q°(M) = C*(M) oraz iloczyn zewnetrz-
ny 0-formy i k-formy to po prostu mnozenie k-formy przez funkcje.

Fakt 7 Operator liniowy
d: Q8 (M) — QFFY(M)

spetniajgcy nastepujgce warunki: (1) d w dziataniu na 0-formy jest réwny zdefiniowanej wcze-
$niej rézmiczce funkcji; (2) jesli o € QF(M) i f€ QM) to dla A B) = da A B+ (—1)Fa A dB;
(3) d? =0, tzn d(da) = 0 dla dowolnej formy «, jest wyznaczony jednoznacznie.
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Dowdéd: Zalézmy, ze operator d istnieje. Wowcezas warunek (2) pozwala go zadaé jedynie na 0-
formach i 1-formach, poniewaz wszystkie inne wyprodukujemy korzystajac z liniowosci i reguty
Leibniza (czyli wlasnie warunku (2)). Na 0-formach wartos¢ d jest okreslona przez warunek (1).
Kazda 1-forma jest kombinacja liniowa wyrazen postaci fdg, gdzie f, g sa funkcjami gtadkimi.
Uzywajac wiec (2) i (3) dostajemy

d(fdg) =df Adg+ fddg = df Adg.
.
Fakt 8 Operator d istnieje.

Dowéd: W dziedzinie O lokalnego uktadu wspotrzednych (z¢) dziatanie d zadamy wzorem ,we

wspotrzednych”. Ze wzgledu na liniowo$é wystarczy wiedzieé¢ jak dziata d na forme a postaci

a(z)dz™ Adz™ A - Adaie

d(a(z)dz" Adz" A---Adz"™) = daAdz™ Adz2 A---Ada™ =) a—ajdxj Adzt Adz? A Ada®
j=1 9%

Pozostaje sprawdzi¢ wtasnosci (1)-(3). Warunek (1) jest spelniony automatycznie, warunek (2)
sprawdzamy rachunkiem: Wezmy

a =adz™ Adz A - Adazt, B = bdx’t Adz?2 A -+ Ada?,
gdzie a i b sa funkcjami we wspohrzednych (z'), wtedy
a A B =abdz™ Adz A - Adz™ Adz?t Adz?2 A Ada
Aplikujemy operator d:
d(a A B) =d(ab) Adz™ Ada A--- Ada™ Ada?* Ada?2 A~ Ada? =
(adb + bda) A dz™ Adz™ A --- Ada™ Adz?t Ada? A Adadt =
adb A dx™ Ada Ao Ada'™ Ada?t Ada? A Adadt
bda A dz™ Adx A Ada™ Ada?t Adz? A Adatt =
(da A da™ Ada™ A--- Ada™) A (bda? Ada?? A Ada) +
(—1)* (ada Ada™ A+ Ada™) A (dbAda? Ada?? A~ Ada) =
da A B+ (—1)*andj

Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdzi¢ dla funkcji:

"Of N Pf P\
ddf =d -dz' | = ——dz’ Adx' = —— — ——— |d2/ Adz' =0
/ (; ox’ x) ;;Gx’aﬂ v v ; T *
Ostatnia réwnos¢ wynika z réwnosci drugich pochodnych czastkowych mieszanych dla funkeji
gtadkich. Zachowania za wzgledu na zamian¢ zmiennych nie musimy sprawdzaé, gdyz mamy
jednoznacznos¢ [

Zanim zaglebimy si¢ dalej w teorie policzmy dwa przyktady:
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Przyktad 15 Znalez¢ d3, jesli 8 € QY(R?\ {(0,0,0)})

1 2 2
3= TELS (a:zd:c +yzdy — (2% 4y )dz)

&
Przyktad 16 Znalez¢ dw, jesli w € QY(R?\ {(0,0)})

xdy — ydx
W=
2 + zy + y?

)

Przy okazji powyzszych rachunkéw okazalo sie, ze istnieja niezerowe (i catkiem skompliko-
wane) formy, ktérych rézniczka jest zero. Uzywaé bedziemy nastepujacych nazw: jesli da = 0,
to a nazywa si¢ forma zamknietg, jesli a« = df3, to « jest forma zupetng. Kazda forma zupeina
jest zamknieta. Czy jest tez odwrotnie? Odpowiedz na to pytanie bedzie trescia nastepnego
wyktadu.

Oproécz wzoru ,na wspotrzednych” oraz niekonstruktywnej definicji poprzez wtasnosci, ma-
my takze wzor na rézniczke formy wyrazong poprzez jej wartosci na uktadzie pol wektorowych.
Wzor ten pokazuje zwiazek rozniczkowania form z nawiasem Liego pol wektorowych:

Fakt 9 (Wz6r Cartana) Jesli X1, Xo, ..., Xps1 € X (M) oraz w € Q¥(M), to

k
do(Xy, Xa, o, Xpr) = (- DX w(Xy, . Ko X))+
1=1
+ Z(—l)lJFJW([XZ, X]], X17 .. Xz ce X] c. 7Xk+1>

1<j

Dowéd: Sprawdzmy przede wszystkim, czy powyzszy wzor na dw okresla rzeczywiscie k +
1-forme. Na oko wida¢, ze wyrazenie po prawej stronie jest liniowe ze wzgledu na kazdy z
argumentow, antysymetrie tez dos¢ tatwo sprawdzi¢. Trzeba jeszcze jednak zwroci¢ uwage na
to, czy wartos¢ prawej strony zalezy jedynie od wartosci p6l w punkcie a nie na przyktad takze od
pochodnych tych pél. Na pierwszy rzut oka pochodne moga by¢ zaangazowane, gdyz we wzorze
wystepuje nawias pol a takze dziatanie pola na funkcje skonstruowang z formy i pozostalych
pol. Sprawdzi¢ to mozna na przyktad badajac jak zachowuje sie prawa stona, kiedy jedno z
pol pomnozymy przez funkcje. Ze wzgledu na antysymetrie wystarczy pomnozy¢ pierwsze pole.
Jedli rzeczywiscie wzor okresla (k + 1)-forme, to powinni$my otrzymaé wzor

dw(f X1, Xo, ., Xpp1) = fdw(Xy, X, o, X)), (14)
czyli zadnego rézniczkowania funkeji!!! Sprawdzamy: Gdy w pierwszej sumie wezmiemy ¢ = 1,

otrzymamy
lew(X27 s 7Xk+l)a
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