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7 Formy zamkniÍte i zupe≥ne
Policzmy róøniczkÍ nastÍpujπcej formy róøniczkowej okreúlonej na R2 \ (0, 0)

– =
ydx≠ xdy

x2 + y2

d– =
x2 + y2 ≠ 2y2

(x2 + y2)
dy · dx≠

x2 + y2 ≠ 2x2

(x2 + y2)
dx · dy =

x2 ≠ y2

(x2 + y2)
dy · dx+

y2 ≠ x2

(x2 + y2)
dy · dx =

x2 ≠ y2 + y2 ≠ x2

(x2 + y2)
dy · dx = 0

Okazuje siÍ wiÍc, øe forma ewidentnie niezerowa, majπca wspó≥czynniki wyraøajπce siÍ doúÊ
skomplikowanymi wzorami i nie bÍdπce sta≥ymi funkcjami ma róøniczkÍ równπ zero. Juø wiemy,
øe tak powinno byÊ jeúli forma – jest zupe≥na, to znaczy jeúli – = df dla pewnej funkcji
f : R2 \ (0, 0) æ R. Spróbujmy znaleüÊ takπ funkcjÍ. Dla form okreúlonych na ca≥ym R2
i majπcych znikajπcπ róøniczkÍ procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglÍdnie
prosta: Niech — = f(x, y)dx + g(x, y)dy bÍdzie g≥adkπ formπ na R2 takπ, øe d— = 0. Co to
oznacza dla wspó≥czynników f i g:

d— =
ˆf

ˆy
dy · dx+

ˆg

ˆx
dx · dy =

A
ˆg

ˆx
≠
ˆf

ˆy

B

dx · dy

d— = 0 ≈∆
ˆg

ˆx
=
ˆf

ˆy

Niech teraz (x0, y0) bÍdzie dowolnym punktem R2. Funkcja

h(x, y) =
⁄ x

x0
f(t, y0)dt+

⁄ y

y0
g(x, t)dt

jest g≥adkπ funkcjπ na R2, ponadto

dh(x, y) =
ˆ

ˆx

3⁄ x

x0
f(t, y0)dt+

⁄ y

y0
g(x, t)dt
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x0
f(t, y0)dt+

⁄ y

y0
g(x, t)dt

4
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f(x, y0) +
⁄ y
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ˆg

ˆx
(x, t)dt

B

dx+ g(x, y)dy =
A
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ˆf

ˆy
(x, t)dt

B

dx+ g(x, y)dy =

(f(x, y0) + f(x, y)≠ f(x, y0)dt) dx+ g(x, y)dy = —

W powyøszym rachunku skorzystaliúmy z równoúci pochodnych czπstkowych funkcji f i g. O
powyøszej procedurze moøna myúleÊ jak o ca≥kowaniu formy — po ≥amanej sk≥adajπcej siÍ z
odcinków od (x0, y0) do (x, y0) i dalej od (x, y0) do (x, y) jak na rysunku 12. Na kolejnych
wyk≥adach mówiÊ bÍdziemy o ca≥kowaniu form i wtedy okaøe siÍ, øe jest to dok≥adnie to. Na
razie jednak powyøsze ca≥ki moøna ca≥kowaÊ jako ca≥ki z parametrem. Wynik ca≥kowania jest
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(x0, y0)

(x, y)

Rys. 12: Metoda ca≥kowania

funkcjπ punktu koÒcowego. Poniewaø przepis dotarcia do punktu koÒcowego jest jednoznacznie
okreúlony dostajemy dobrze okreúlonπ funkcjÍ. W≥asnoúci ca≥ek zapewniajπ g≥adkoúÊ tej funkcji.
FunkcjÍ h nazwiemy funkcjπ pierwotnπ formy —. Ze wzglÍdu na dowolnoúÊ wyboru (x0, y0)
funkcji pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy — róøniπ siÍ o funkcjÍ,
której róøniczka jest równa 0, czyli o funkcjÍ sta≥π.
Spróbujmy tak samo znaleüÊ funkcjÍ pierwotnπ formy –. Napotkamy tutaj na nastÍpujπcy

problem: Do punktu b nie moøemy dojúÊ „wed≥ug przepisu” poniewaø musielibyúmy przejúÊ

(x0, y0)

b

a

Rys. 13: K≥opoty w (0, 0)

przez punkt w którym forma nie jest okreúlona (rysunek 13) . Nie da siÍ wiÍc policzyÊ jednej
z ca≥ek wystÍpujπcych we wzorze. Moøna spróbowaÊ obejúÊ ten problem definiujπc bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kaødego z punktów. Jeúli np. (x0, y0) = (≠1, 0) moøemy
ustanowiÊ nastÍpujπcπ zasadÍ: do punktów w górnej pó≥p≥aszczyünie dochodzimy idπc najpierw
w górÍ potem poziomo, a w dolnej najpierw w dó≥, potem poziomo (rysunek 14). Co jednak

a

b

Rys. 14: Omijamy (0, 0)?

zrobiÊ z punktami na dodatniej pó≥osi poziomej? Okazuje siÍ, øe nie da siÍ wymyúleÊ takiego
przepisu, øeby funkcja pierwotna okreúlona by≥a takøe w punktach pó≥osi poziomej dodatniej
i jednoczeúnie by≥a ciπg≥a. Jeúli na przyk≥ad a = (1, ‘) a b = (1,≠‘), to zgodnie opisanym
powyøej przepisem

h(a) = arctan(‘) + 2 arctan(1/‘), h(b) = ≠ arctan(‘)≠ 2 arctan(1/‘).
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