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7 Formy zamkniete i zupelne

Policzmy rézniczke nastepujacej formy rézniczkowej okreslonej na R? \ (0, 0)

_ ydx — xdy
T a2 42
2 2 92 2 02— 9y2
(2% +y?) (2% +y?)
2 _ 2 2 _ 2 2,2 .2 2
Y gyndr+ L dyadr = LYY Ty =
@+ @+ @+
Z ) T Y xr )

Okazuje sie wiec, ze forma ewidentnie niezerowa, majaca wspolczynniki wyrazajace sie dosé
skomplikowanymi wzorami i nie bedace stalymi funkcjami ma rézniczke rowng zero. Juz wiemy,
ze tak powinno by¢ jesli forma « jest zupelna, to znaczy jesli a = df dla pewnej funkcji
f : R?*\ (0,0) — R. Sprobujmy znalez¢ taka funkcje. Dla form okreslonych na catym R?
i majacych znikajaca rozniczke procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglednie
prosta: Niech 3 = f(z,y)dz + g(z,y)dy bedzie gladka forma na R? taka, ze d3 = 0. Co to
oznacza dla wspotezynnikow f i g:

_of 99 _ (%9 _9f
dﬁ—aydy/\dx+axdx/\dy—<0$ By dz A dy
_ 99 _of
dg =0 = 9r ~ Oy

Niech teraz (xg, o) bedzie dowolnym punktem R?. Funkcja

h(z,y) :/x Ftyo)dt + [ gl t)dt

o Yo
jest gladka funkcjg na R?, ponadto

z Y

F(t, yo)dt + /

Yo

dh(z,y) = ai (/: f(t, yo)dt + y:g(:c,t)dt> dz + (‘fy (/w g(z, t)dt) dy =

0 0

<f(a:, Yo) + ! gg@,t)dt) dx + g(z,y)dy =

(f(x, Yo) + yoy %(m,t)dt) dz + g(z,y)dy =

(f(z,y0) + f(z,y) — f(z,y0)dt) dx + g(z,y)dy = 3

W powyzszym rachunku skorzystaliSmy z rownosci pochodnych czastkowych funkcji f i g. O
powyzszej procedurze mozna mysle¢ jak o catkowaniu formy [ po tamanej sktadajacej sie z
odcinkéw od (zg,yo) do (z,y0) i dalej od (z,y0) do (z,y) jak na rysunku 12. Na kolejnych
wyktadach méwi¢ bedziemy o catkowaniu form i wtedy okaze sie, ze jest to doktadnie to. Na
razie jednak powyzsze catki mozna catkowac jako catki z parametrem. Wynik catkowania jest
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(%0, ¥0)

Rys. 12: Metoda catkowania

funkcja punktu koncowego. Poniewaz przepis dotarcia do punktu koncowego jest jednoznacznie
okreslony dostajemy dobrze okreslong funkcje. Wtasnosci calek zapewniaja gtadkosé tej funkeji.
Funkcje h nazwiemy funkcjq pierwotng formy (. Ze wzgledu na dowolnosé wyboru (xg, yo)
funkcji pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy 3 réznig sie o funkcje,
ktorej rozniczka jest rowna 0, czyli o funkcje stata.

Sprobujmy tak samo znalezé funkcje pierwotng formy «. Napotkamy tutaj na nastepujacy
problem: Do punktu b nie mozemy dojé¢ ,wedlug przepisu” poniewaz musieliby$my przejsé

a
1

(70, y0)

Rys. 13: Klopoty w (0, 0)

przez punkt w ktérym forma nie jest okreslona (rysunek 13) . Nie da sie wiec policzy¢ jednej
z calek wystepujacych we wzorze. Mozna sprobowaé obej$¢ ten problem definiujac bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kazdego z punktéw. Jesli np. (2o, yo) = (—1,0) mozemy
ustanowi¢ nastepujaca zasade: do punktow w gornej potptaszezyznie dochodzimy idac najpierw
w gore potem poziomo, a w dolnej najpierw w do6t, potem poziomo (rysunek 14). Co jednak

Rys. 14: Omijamy (0,0)?

zrobi¢ z punktami na dodatniej potosi poziomej? Okazuje sie, ze nie da si¢ wymysleé¢ takiego
przepisu, zeby funkcja pierwotna okreslona byta takze w punktach pétosi poziomej dodatniej
i jednoczesénie byla ciagta. Jesli na przyktad a = (1,¢) a b = (1, —¢), to zgodnie opisanym
powyzej przepisem

h(a) = arctan(e) + 2 arctan(1/e), h(b) = — arctan(e) — 2 arctan(1/e).
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