(%0, ¥0)

Rys. 12: Metoda catkowania

funkcja punktu koncowego. Poniewaz przepis dotarcia do punktu koncowego jest jednoznacznie
okreslony dostajemy dobrze okreslong funkcje. Wtasnosci calek zapewniaja gtadkosé tej funkeji.
Funkcje h nazwiemy funkcjq pierwotng formy (. Ze wzgledu na dowolnosé wyboru (xg, yo)
funkcji pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy 3 réznig sie o funkcje,
ktorej rozniczka jest rowna 0, czyli o funkcje stata.

Sprobujmy tak samo znalezé funkcje pierwotng formy «. Napotkamy tutaj na nastepujacy
problem: Do punktu b nie mozemy dojé¢ ,wedlug przepisu” poniewaz musieliby$my przejsé

a
?

(70, y0)

Rys. 13: Klopoty w (0, 0)

przez punkt w ktérym forma nie jest okreslona (rysunek 13) . Nie da sie wiec policzy¢ jednej
z calek wystepujacych we wzorze. Mozna sprobowaé obej$¢ ten problem definiujac bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kazdego z punktéw. Jesli np. (2o, yo) = (—1,0) mozemy
ustanowi¢ nastepujaca zasade: do punktow w gornej potptaszezyznie dochodzimy idac najpierw
w gore potem poziomo, a w dolnej najpierw w do6t, potem poziomo (rysunek 14). Co jednak

Rys. 14: Omijamy (0,0)?

zrobi¢ z punktami na dodatniej potosi poziomej? Okazuje sie, ze nie da si¢ wymysleé¢ takiego
przepisu, zeby funkcja pierwotna okreslona byta takze w punktach pétosi poziomej dodatniej
i jednoczesénie byla ciagta. Jesli na przyktad a = (1,¢) a b = (1, —¢), to zgodnie opisanym
powyzej przepisem ( vachunke e naslgpne chonie)

h(a) = arctan(e) + 2 arctan(1/e), h(b) = — arctan(e) — 2 arctan(1/e).
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Gdy € dazy do zera granica ,od gory” jest m a od dotu —m. Moze jednak tak jest zZle, bo
zmniejszanie epsilona oznacza, ze trzeba w granicy przej$¢ przez niedozwolony punkt. Co zmieni
sie, jesli droga bedzie wygladata jak na rysunku 157 Droga od gory to

Lo

— O &>

Tb

Rys. 15: A moze lepiej tak...

h(a) = arctan(1) 4+ arctan(1) — arctan(—1) — arctan(e) + arctan(1) = 7 — arctan(e)
a droga od dotu
h(b) = — arctan(1) — arctan(1) + arctan(—1) + arctan(e) — arctan(1) = —m + arctan(e)

Gdy zmniejszamy epsilon droga od gory daje w granicy wartos¢ m, a od dotu —7. Konstruujac
funkcje pierwotng do § napotykamy wcigz na trudnosci. Uzasadnijmy ostatecznie, ze zrobi¢ sie
tego nie da. Najlatwiej bedzie uzy¢ dwoch uktadéw wspotrzednych typu biegulnrlpwego. Proste
rachunki pokazuja, ze w uktadzie wspétrzednych (r, p) takim, ze r > 01 ¢ €]0,[, z = r cos ¢,
y = 7 sin @ okreslonym na obszarze R*\{(¢,0),¢ > 0} otrzymujemy 3 = —d¢. Jedna z mozliwych
funkcji pierwotnych (w tym obszarze) to ho(r, ¢) = —¢. Podobny ukltad wspotrzednych mozemy
zada¢ tymi samymi wzorami zastepujac r przez 7 i ¢ przez ¢ w obszarze R?\ {(¢,0),¢ < 0} dla
@ €|—m,7[. Znowu § = —d@ i jedna z mozliwych funkcji pierwotnych ma postaé hy (7, ) = —¢.
Zal6ézmy teraz, ze istnieje funkcja pierwotna f okreslona na catej dziedzinie formy 3. Funkcja ta
moze r6znic si¢ od hg i hy w obszarze ich okreslonosci co najwyzej o stata. Niech wiec f = hg+ g
i f = hy + 1. Por6wnajmy wartosci funkcji w punktach p = (0,1) i ¢ = (0, —1).

T 3 ™ m
ho(p)—? ho(Q)—ja hi(p) 5 hl(Q)——§
T T
f(p):§+soo:§+sol = @y = 1,
3T T
f(q)=7+<po=—§+901 = 27+ o = 1

Poréwnanie wartosci funkeji f w punktach ¢ i p prowadzi do sprzecznosci. Funkcja f pierwotna
do [ na calej dziedzinie tej formy nie istnieje! Powyzszy przyktad pokazuje tez, ze problem lezy
nie tyle w formie, co w obszarze na ktérym ta form jest okrelona.

Definicja 22 Mowimy, ze rozmaito$é M jest Sciggalna do punktu xo € M jedli istnieje gtadkie
odwzorowanie
H:Mx|[0,1] — M

takie, ze
Vee M H(x,1)=ux, Vee M H(z,0)=x.
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Plaszczyzna R? jest $ciagalna do zera: H(z,y,t) = (tz, ty) (i do kazdego innego punktu), zas R?\
{(0,0)} nie jest Sciagalna do zadnego punktu. Zwiazek istnienia formy pierwotnej z ksztaltem
obszaru wypowiedziany jest w ponizszym twierdzeniu nazywanym Lematem Poincaré:

Twierdzenie 3 Kazda forma zamknieta na rozmaito$ci sciggalnej jest zupetna.

Dowéd: Dowdd przeprowadzimy w dwoch wersjach: we wspoétrzednych na obszarze w R™ oraz
bez uzycia wspotrzednych na powierzchni. Wersja we wspotrzednych ma te zalete, ze daje sie
bezposrednio zastosowaé do rachunkéw zmierzajacych do znalezienia formy pierwotnej. Niech
wiec O bedzie obszarem gwiazdzistym w R"™ wzgledem zera. Obszar nazywamy gwiazdzistym
wzgledem punktu xy jesli wraz z punktem x zawiera takze caty odcinek taczacy xy z x. Na
obszarze gwiazdzistym wzgledem zera mozemy uzywaé odwzorowania sciggajacego

F:0,1]x0O3(t,x)—(t-x) €O.
Dla form na [0, 1] x O zdefiniujemy takze odwzorowanie liniowe
K : Q"1([0,1] x 0) — Q~(0O)
wzorami
K(a(t,z)dtAd" A---Adz'™) = </01 a(t, x)dt) dA- - Ada't, K(a(t,z)dz A---Adx®+1) = 0
Pokazemy teraz, ze dla dowolnej k-formy a na O zachodzi wzor
dK(F*a) + K(dF*a) = a. (15)

Wrzér ten gwarantuje, ze jesli da = 0 (wtedy takze dF*a = 0) to a = d(K(F*«)), czyli forma
zamknieta ma forme pierwotna. Wzoru (15) dowodzimy bezposrednim rachunkiem. Ze wzgledu
na liniowo$¢ wszystkich uzywanych odwzorowan mozemy przeprowadzi¢ rachunek dla formy
postaci o = a(z)dz A -+ - A dz'e.
k .
F*(a) = a(ta)thdz™ A~ Ada'™ + > e (= 1) a(te)dt A dz A L Ada

m=1

k . 1 i 4
K(F*(a)) =Y (=1)" ta' (/ tkla(tx)dt> dzt A T Ad
m=1 0

nk . 1 . N .
A (F () = 30 3 (—1) i ( / tkla(m)dt) da? Adat A Y Adaiv oy
j=1m=1 0
n ok , 1 Oa , Vi ;
(—1)m et (/ tk,dt> da? Adz A T Azt =
j=1m=1 o 0
1 . . n.k o 1 da . i .
k (/ tkloz(tx)dt> dz A Adatt 4 D (=) et (/ tkajdt> da? Adx" A - Adztr
0 j=1m=1 0 r

(16)
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" da A ,
da = —da? Adx™ A Ada™
a j;a$] x x x

. n9 . .
dF*a = F*da = tFt! Z dx] Adx™ A Adat 4+ tF Z x]a—oi.dt Adzt A - Ada+
= T

n k

> )"tz ng dt A dz? A dzA -

\/zm

Adz™*

j=1 m:l

K(F*da) Z (/ tkdt> dz A -+ Adzt 4
n k _ 1 a( \/1
Z Z (—=1)mztm (/ tka , ) dz? Adz" A - Ada't o (17)
Jo hel

j=1m=1

Dodajemy wyniki z (16) i (17), czerwone wyrazy sie upraszczaja i otrzymujemy:
dK(F*a) + K(dF*a) =

1 ) ) noo 1 ) )
k (/ t’”a(tx)dt) dz't A Adat 4+ (/ tkc{m,dt> dzt A - Adat =
0 = 0o OxJ
/ Kt la(te +Zxﬂtka dt | dz” A~ Adz™ =
0 oxI

7=1

a(x)dz™ A--- Ada' (18)

Dowod w wersj z uzyciem wspotrzednych zostal zakonczony. Zanim przejdziemy do do-
wodu bez wspotrzednych potrzebujemy kilku ogdlnych obserwacji. Wezmy odcinek I otwarty,
zawierajacy [0, 1], rozmaito$¢ M i rodzine odwzorowan

iy M — M x I, () = (z,1).

Niech w bedzie jednoforma na M x I. Wiadomo, ze T(M x I) = TM x TI oraz T*(M x I) =
T"M x T*I. Jednoforme w mozna wiec zapisa¢ jako sume

w =+ fdt,

gdzie © to odwzorowanie M x I — T*M zachowujace projekcje na M a f to funkcja na M x I.
Odnotujmy takze, ze

iyw = w(t,-).
Uzasadnimy teraz, ze jesli dw = 0 to ijw — ijw jest zupelna. Rozniczke dw wyrazi¢ mozna za
pomoca roézniczkowania w kierunku M i kierunku I oddzielnie. dw = dyw + d;w = dyw +
d;@ + dp f A dt. Rézniczka dy,@ nie zawiera czynnika dt. Rozniczke d;w interpretowaé¢ mozna
nastepujaco. Skoro w jest odwzorowaniem z M X I w
sT* M zachowujacym rzut na M, to dla ustalonego x € M odwzorowanie t — & (x,t) jest krzywa
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w przestrzeni wektorowej T M. Wektor styczny do tej krzywej dla kazdej wartosci parametru

moze by¢ interpretowany jako element tej samej przestrzeni wektorowej. Oznaczmy ten wektor
przez %t. Ro6zniczka
ow
dijw=dt A —.
! ot

Zmikanie dw oznacza, ze

Fduf Adt=dyd+ (de—a‘”> Adt

0o

0=dw=dyw+dtA 5

ot

Pierwszy sktadnik nie zawiera dt, wiec znikanie r6zniczki oznacza znikanie kazdego ze sktadni-
kow oddzielnie. W szczegdlnosci

0w
duf=—.
uwf =5
7 definicji calki z funkcji o wartosciach wektorowych mamy, ze
1 9% 1 1
itw(@) — igw(a) = (@, 1) = 5(@,0) = [ Zodt = [ (duf)@nd=d([ f(0d0)@)
0 0 0
Oznaczajac
1
g(2) = [ fla,t)at
mamy

iiw(x) — igw(x) = dg(z).

Identyczny rachunek przeprowadzi¢ mozna dla k-formy w.
w=w+dt An,

gdzie @ to rodzina k-form na M parametryzowana ¢ a ) to podobna rodzina (k — 1)-form.

dw:dM@—th/\%:—dt/\dMn:dM@—{—th(aa(::—dMT]>

oG
do=0 omacza = = dum.

ot
Niech teraz I : QF(M x I) — QF1(M) dane bedzie wzorem

I(w)(z) = /()ln(a:,t)dt.

W szczegdlnosci

[(dw)=/01 (%?—dMn> dt = 01%:?—/Ol(dMn)dt:cb(l,-)—cD(O,-)—d(/Olndt>.

I(dw) +d(I(w)) = ijw(z) — igw(x)

Oczywiscie gdy dw = 0 to
iw(x) —ijw(z) = d(I(w)).



Przejdzmy teraz do wlasciwego dowodu lematu. Niech M bedzie rozmaitoscig Sciggalng do
punktu z i niech H bedzie odpowiednim odwzorowaniem $ciggniecia

H:MxI— M.

WezZmy takze zamknieta forme a. Oczywiscie skoro da = 0 to takze dH*«a = 0. Zgodnie wiec

powyzszymi rachunkami
iWH*a —ifH a =d(I(H"«)).

Pierwszy ze sktadnikow to
iTH o= (Hoiy)'w = w,

bo H zlozone z i, jest identycznoscia. W drugim sktadniku ztozenie (H oiy) jest odwzorowaniem
stalym: (H oig)(z) = zo. Cofniecie formy odwzorowaniem statym jest zerowe, zatem

icH oo = (H 0 ip)*"w = 0.

Ostatecznie
w=d(I(H*a)).

4

8 Caltkowanie form rézniczkowych

8.1 Orientacja

Moéwimy, ze dwie bazy e i f w skoficzenie-wymiarowej przestrzeni wektorowej V' maja jednakowsa
orientacje jedli macierz przejscia [id]/ ma dodatni wyznacznik. Relacja jednakowej orientacji
jest, jak tatwo sprawdzi¢, relacjg rownowaznosci w zbiorze baz. Dzieli ona zbiér baz na dwie
klasy rownowaznosci, ktore nazywamy orientacjami. Moéwimy, ze przestrzen wektorowa jest
zorientowana jesli ma wyrdzniong orientacje. Ze wzgledu na wlasnosci wyznacznika orientacja
bazy e zmienia sie na przeciwng jesli zmienimy znak przy jednym z wektoréw bazowych lub
zamienimy miejscami dwa wektory bazowe. Niektore przestrzenie wektorowe maja kanoniczna
orientacje. W przestrzeni R" kanoniczna jest orientacja, ktérej reprezentantem jest kanoniczna
baza.

Przestrzen styczna do rozmaitosci w punkcie jest skonczenie-wymiarowa przestrzeniag wekto-
rowa, wiec ma dwie mozliwe orientacje. Bedziemy moéwili, ze rozmaitos¢ M jest zorientowana,
jesli przestrzenie styczne we wszytskich punktach maja wybrane orientacje w sposéb uzgod-
niony. Oznacza to, ze w dziedzinie kazdej mapy (O, ) orientacje we wszystkich punktach sa
zgodne lub we wszystkich punktach przeciwne niz orientacja zadana przez baze (%, ce %).
Zauwazmy, ze jesli rozmaitos¢ jest zorientowana to mozna na niej wybra¢ atlas zgodny z orien-
tacja. Istotnie, niech (O;, ¢;);cr bedzie dowolnym atlasem na M. Konstruujemy nowy atlas
(U;, 1i)ier W nastepujacy sposéb: Jesli mapa (O;, ¢;) jest zgodna z orientacja pozostawiamy ja
bez zmian ktadac U; = O;, ¥; = ¢;. Jesli baza pochodzaca od mapy (O;, ¢;) ma orientacje
przeciwng ktadziemy U; = O; oraz jedli ¢; = (x!, 2%, ... 2") kladziemy +; = (—x', 2% ... z").
Orientacje¢ na rozmaitosci mozna tez zada¢ wskazujac atlas, w ktorym wyznaczniki wszystkich
macierzy przejscia miedzy pochodzacymi od wspotrzednych bazami przestrzeni stycznych sa
dodatnie.
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