
5 Ca≥kowanie form róøniczkowych

5.1 Orientacja
Mówimy, øe dwie bazy e i f w skoÒczenie-wymiarowej przestrzeni wektorowej V majπ jednakowπ
orientacjÍ jeúli macierz przejúcia [id]f

e
ma dodatni wyznacznik. Relacja jednakowej orientacji

jest, jak ≥atwo sprawdziÊ, relacjπ równowaønoúci w zbiorze baz. Dzieli ona zbiór baz na dwie
klasy równowaønoúci, które nazywamy orientacjami. Mówimy, øe przestrzeÒ wektorowa jest
zorientowana jeúli ma wyróønionπ orientacjÍ. Ze wzglÍdu na w≥asnoúci wyznacznika orientacja
bazy e zmienia siÍ na przeciwnπ, jeúli zmienimy znak przy jednym z wektorów bazowych lub
zamienimy miejscami dwa wektory bazowe. Niektóre przestrzenie wektorowe majπ kanonicznπ
orientacjÍ. W przestrzeni Rn kanoniczna jest orientacja, której reprezentantem jest kanoniczna
baza.
PrzestrzeÒ styczna do rozmaitoúci w punkcie jest skoÒczenie-wymiarowπ przestrzeniπ wek-

torowπ, wiÍc ma dwie moøliwe orientacje. BÍdziemy mówili, øe rozmaitoúÊM jest zorientowana,
jeúli przestrzenie styczne we wszystkich punktach majπ wybrane orientacje w sposób uzgodnio-
ny. Oznacza to, øe w dziedzinie kaødej mapy (O,Ï) orientacje we wszystkich punktach sπ zgodne
lub we wszystkich punktach przeciwne niø orientacja zadana przez bazÍ ( ˆ

ˆx1
, . . . , ˆ

ˆxn
). Zauwaø-

my, øe jeúli rozmaitoúÊ jest zorientowana, to moøna na niej wybraÊ atlas zgodny z orientacjπ.
Istotnie, niech (Oi,„i)iœI bÍdzie dowolnym atlasem na M . Konstruujemy nowy atlas (Ui,Âi)iœI
w nastÍpujπcy sposób: Jeúli mapa (Oi,„i) jest zgodna z orientacjπ pozostawiamy jπ bez zmian
k≥adπc Ui = Oi, Âi = „i. Jeúli baza pochodzπca od mapy (Oi,„i) ma orientacjÍ przeciwnπ
k≥adziemy Ui = Oi oraz jeúli „i = (x1, x2, . . . , xn) k≥adziemy Âi = (≠x1, x2, . . . , xn). OrientacjÍ
na rozmaitoúci moøna teø zadaÊ wskazujπc atlas, w którym wyznaczniki wszystkich macierzy
przejúcia miÍdzy pochodzπcymi od wspó≥rzÍdnych bazami przestrzeni stycznych sπ dodatnie.
Okazuje siÍ, øe nie na wszystkich rozmaitoúciach da siÍ wybraÊ orientacjÍ. Takie, na których

siÍ nie da nazywajπ siÍ nieorientowalne. Najbardziej znanym przyk≥adem rozmaitoúci nieoriento-
walnej jest wstÍga Moebiusa. SiÍgnijmy do drugiego wyk≥adu w trakcie którego zdefiniowaliúmy
wstÍgÍ Moebiusa jako zbiór klas równowaønoúci i wprowadziliúmy na niej strukturÍ rozmaitoúci
róøniczkowej wskazujπc atlas.

Przyk≥ad 18 W R◊]≠ 1, 1[ definiujemy relacjÍ równowaønoúci

(x, y) ≥ (xÕ, yÕ) ≈∆ xÕ ≠ x = k œ Z, yÕ = (≠1)ky.

Obserwujemy, øe kaøda klasa równowaønoúci ma reprezentanta w pasku [0, 1[◊]≠ 1, 1[ oraz øe
odcinki x = 0 i x = 1 utoøsamiamy w nietrywialny sposób (Rys. 28).
Do opisania wstÍgi Moebiusa potrzebne sπ dwie mapy: z dziedzinπ U = {[(x, y)] : x /œ Z}

orazO = {[(x, y)] : x œ]k≠ 12 , k+
1
2 [} (Rys. 29). Dla kaødej klasy leøπcej w U istnieje reprezentant

(–, y) taki, øe – œ]0, 1[. Definiujemy odwzorowanie

Ï : U æ R2, Ï([–, y]) = (–, y).

Dla kaødej klasy leøπcej w O istnieje reprezentant (—, y) taki, øe — œ]12 ,
2
3 [. Definiujemy odwzo-

rowanie
Â : O æ R2, Ï([—, y]) = (—, y).
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Rys. 28: WstÍga Moebiusa - przypomnienie.

U O O

Rys. 29: WstÍga Moebiusa - mapy.

Przyjrzyjmy siÍ jeszcze zamianie wspó≥rzÍdnych. Zbiór O fl U sk≥ada siÍ z dwóch sk≥adowych
spójnych A i B
W obszarze A zamiana zmiennych ma postaÊ Â ¶ Ï≠1(–, y) ‘≠æ (1 + –,≠y), zaú w obszarze
B zamiana ta jest identycznoúciπ. Bazy zadawane przez mapy (O,Ï) i (U ,Â) sπ takie same w
obszarze B ale inne w obszarze A. W obszarze A zamiana zmiennych prowadzi do macierzy
przejúcia C

1 0
0 ≠1

D

z wyznacznikiem ≠1. Nie da siÍ uzgodniÊ orientacji drugiej mapy z orientacjπ pierwszej. Jeúli
rozmaitoúÊ jest orientowalna, kaødy atlas moøna zastπpiÊ atlasem zgodnym z orientacjπ, majπ-
cym te same dziedziny map. Okazuje siÍ wiÍc, øe istotnie wstÍga Moebiusa nie jest orientowalna.
˙

Rozmaitoúci orientowalne to np. sfera, walec, torus, rzeczywiste przestrzenie projektywne
wymiaru nieparzystego. Orientowalne sπ takøe wszystkie rozmaitoúci zanurzone, które sπ po-
ziomicami odwzorowania spe≥niajπcego warunki jak w twierdzeniu o definiowaniu powierzchni
zanurzonej. Przyjrzyjmy siÍ bliøej sytuacji, gdy powierzchnia S jest poziomicπ funkcji

F : Rn æ R.

Jej przestrzeÒ styczna w punkcie jest jπdrem pochodnej F Õ i jest podprzestrzeniπ w Rn. Ze
wzglÍdu na istnienie kanonicznego iloczynu skalarnego moøna napisaÊ

Rn = TxS ü ÈgradF (x)Í.

Ze wzglÍdu na za≥oøenia gradF jest nieznikajπcym polem wektorowym w punktach S o warto-
úciach w Rn. OrientacjÍ powierzchni S moøna wybraÊ np. w taki sposób aby w kaødym punkcie
baza (gradF, f), gdzie f jest bazπ TxS by≥a zgodna z kanonicznπ orientacjπ Rn. £atwo spraw-
dziÊ, øe taki sposób wyboru orientacji jest zgodny. Nieorientowalne sπ wstÍga Moebiusa, butelka
Kleina, rzeczywiste przestrzenie projektywne wymiaru parzystego.
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A B

Rys. 30: WstÍga Moebiusa - mapy.

5.2 G≥adki rozk≥ad jednoúci
Rozmaitoúci na których pracujemy to rozmaitoúci parazwarte. Oznacza to, øe dla kaødego po-
krycia otwartego istnieje drobniejsze od niego pokrycie, które jest lokalnie skoÒczone. Warunek
lokalnej skoÒczonoúci oznacza, øe kaødy punkt rozmaitoúci ma otoczenie, którego przeciÍcia
z elementami pokrycia sπ niepuste jedynie dla skoÒczonej liczby elementów pokrycia. Sk≥a-
dowa spójna rozmaitoúci parazwartej ma teø w≥asnoúÊ, która nazywa siÍ przeliczalnoúciπ w
nieskoÒczonoúci. Oznacza to, øe istnieje wstÍpujπcy ciπg zbiorów zwartych (Ki)iœN taki, øe
Kj µ Int(Kj+1) oraz

t
iœNKi =M .

Definicja 18 G≥adkim rozk≥adem jednoúci na M zwiπzanym z atlasem (Oi,Ïi)iœI nazywamy
uk≥ad g≥adkich funkcji –i o nastÍpujπcych w≥asnoúciach: (1) supp–i µ Oi, (2) kaødy punkt
p œM ma otoczenie W takie, øe W fl supp–i ”= ÿ jedynie dla skoÒczonej liczby funkcji –i, (3)
0 ˛ –1 ˛ 1, ’p œM

q
iœI –i(p) = 1.

Twierdzenie 5 Na rozmaitoúci parazwartej istnieje g≥adki rozk≥ad jednoúci.

Dowód: Rozk≥ad jednoúci konstruujemy dla kaødej sk≥adowej spójnej oddzielnie, dlatego za-
≥oøymy teraz, øe M jest spójna. W dalszym ciπgu Br oznaczaÊ bÍdzie otwartπ kulÍ w Rn o
promieniu r. UøywaÊ bÍdziemy B1 i B3. Potrzebna bÍdzie teø funkcja (Rys. 31)

h : Ræ R, h(t) = exp
A

1
(t≠ 2)(t≠ 1)

B

dla t œ]1, 2[, h(t) = 0 w przeciwnym razie.

Definiujemy teraz funkcjÍ f : [0,Œ[æ R wzorem

f(x) =

⁄ 2

x

h(t)dt
⁄ 2

1
h(t)dt

.

Funkcja ta jest g≥adka, ma wartoúÊ 1 dla x œ [0, 1] oraz 0 dla x œ [2,Œ[.
Jako rozmaitoúÊ parazwarta M jest przeliczalna w nieskoÒczonoúci, to znaczy moøna jπ wy-
czerpaÊ zbiorami zwartymi (Ki)iœN o tej w≥asnoúci, øe Ki µ IntKi+1. Rozpoczynamy od da-
nego pokrycia otwartego {Oi}iœI . Ustalmy na chwilÍ punkt q œ M . Istnieje p œ N takie, øe
q œ Kp+1 \ Kp, istnieje takøe i œ I takie, øe q œ Oi. Bierzemy teraz uk≥ad wspó≥rzÍdnych
(Vq,Ïq) w otoczeniu q taki, øeby Ïq(q) = 0 Ï≠1q (B3) µ Oi, Ï≠1q (B3) µ Kp+2 \Kp≠1. Rozwaøajπc
odpowiednie uk≥ady wspó≥rzÍdnych dla wszystkich q œ M otrzymujemy atlas (Vq,Ïq)qœM . W
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Rys. 31: Wykres funkcji h

Rys. 32: Sytuacja na rozmaitoúci M

szczególnoúci zbiory {Ï≠1
q
(B1)}qıM stanowiπ pokrycie otwarte V rozmaitoúci M . Wybierzemy

teraz z niego pokrycie przeliczalne, lokalnie skoÒczone: V jest takøe pokryciem K1, moøna wiÍc
z niego wybraÊ pokrycie skoÒczone. Mamy wiÍc (q1, . . . , qj1) punktów takich, øe {Ï≠1qjk (B1)}
stanowiπ pokrycie K1. Zbiór K2 \ IntK1 teø jest zwarty, wiÍc ma pokrycie skoÒczone wybrane
z V . To daje nam kolejne {qj1+1, . . . , qj2} punkty, takie, øe {Ï≠1qk (B1)}k˛j2 jest pokryciem K2.
Indukcyjnie otrzymujemy (qjp+1, . . . , qjp+1) punktów definiujπcych pokrycie Kp+1 \ Kp i takie,
øe {Ï≠1

qk
(B1)}k˛jp+1 stanowiπ pokrycie Kp+1. PostÍpujπc w ten sposób otrzymujemy przeliczalne

pokrycie M zbiorami Ï≠1
qk
(B1). Oczywiúcie takøe uk≥ad zbiorów Uk = Ï≠1qk (B3) jest pokryciem

M . Wraz z odwzorowaniami Ïqk uk≥ad ten tworzy atlas drobniejszy niø wyjúciowe pokrycie (Oi).
£atwo teø przekonaÊ siÍ, øe atlas ten jest lokalnie skoÒczony. Uøywajπc zdefiniowanej wczeúniej
funkcji f definiujemy rodzinÍ funkcji dk wzorem

dk(q) = f(|Ïqk(q)|), jeúli Ïqk(q) istnieje, w przeciwnym przypadku dk(q) = 0.

Ostatecznie
–k(q) =

dk(q)q
i di(q)
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jest szukanym rozk≥adem jednoúci. Noúnik kaødej z funkcji –j jest zawarty w którymú ze zbiorów
wyjúciowego pokrycia (Oi)
Rozk≥adu jednoúci moøna uøyÊ np. do pokazania nastÍpujπcego przydatnego twierdzenia

Twierdzenie 6 Na rozmaitoúci orientowalnej wymiaru n istnieje g≥adka nieznikajπca n-forma
i odwrotnie, jeúli taka forma istnieje, to rozmaitoúÊ jest orientowalna.

Dowód: Weümy lokalnie skoÒczony atlas na M taki, øe wszystkie zamiany zmiennych majπ
dodatni jakobian. Niech (–i)iœI bÍdzie rozk≥adem jednoúci zwiπzanym z tym atlasem. W kaødej
dziedzinie mapy Oi definiujemy formÍ Êi pos≥ugujπc siÍ wspó≥rzÍdnymi (x1i , . . . xni ):

Êi = –idx1i · dx2i · · · · · dxni .

Forma
Ê =

ÿ

iœI

–idx1i · dx2i · · · · · dxni

ma øπdanπ w≥asnoúÊ, tzn jest nieznikajπca w kaødym punkcie. Istotnie, niech p œ M bÍdzie
dowolne, niech takøe {i1, i2, . . . im} bÍdzie zbiorem indeksów odpowiadajπcych tym elementom
atlasu, które przecinajπ siÍ z otoczeniemW punktu p. W punkcie p formÍ Ê moøna wiÍc zapisaÊ
jako

Ê(p) =
mÿ

k=1
–ik(p)dx

1
ik
· dx2

ik
· · · · · dxn

ik

Punkt p wraz z pewnym otoczeniem leøy w dziedzinie kaødej z map z indeksami ze zbioru
{i1, i2, . . . im}, moøemy wiÍc wszystkie sk≥adniki powyøszej sumy zapisaÊ w jednym uk≥adzie
wspó≥rzÍdnych, na przyk≥ad w (x1

i1
, . . . xn

i1
):

Ê(p) =
C

–i1(p) +
mÿ

k=2
–ik(p) det

1
[Ïik ¶ Ï≠1i1 ]

Õ
2D

dx1
i1
· dx2

i1
· · · · · dxn

i1
.

Wszystkie sk≥adniki powyøszej sumy sπ dodatnie, zatem ca≥a suma teø jest dodatnia, w szcze-
gólnoúci nie jest równa zero.
Wykaøemy teraz, øe jeúli istnieje nieznikajπca n-forma to rozmaitoúÊ jest orientowalna. Niech Ê
bÍdzie takπ formπ. Weümy takøe atlas sk≥adajπcy siÍ z map o spójnych dziedzinach. W kaødej
z map forma Ê moøe byÊ zapisana we wspó≥rzÍdnych jako

f(x)dx1 · dx2 · · · · · dxn.

Poniewaø dziedzina mapy jest spójna, niezerowa g≥adka funkcja f , ma ustalony znak. Jeúli
jest to znak dodatni mapÍ tÍ pozostawiamy bez zmian, jeúli zaú ujemny mapÍ zmieniamy,
na przyk≥ad zamieniajπc pierwszπ wspó≥rzÍdnπ na przeciwnπ. W ten sposób tworzymy nowy
atlas w którym wspó≥czynniki funkcyjne przy wspó≥rzÍdnoúciowych n-formach dla formy Ê sπ
dodatnie. Skπdinπd wiadomo, øe na przeciÍciu dwóch map wspó≥czynniki te róøniπ siÍ o jakobian
zamiany zmiennych. Oznacza to, øe wszystkie te jacobiany sπ dodatnie. Poprawiony przez nas
atlas jest zgodny, tzn w szczególnoúci moøe zadawaÊ orientacjÍ na M .⇤
OrientacjÍ na rozmaitoúci moøemy wiÍc zadaÊ wskazujπc w zgodny sposób orientacjÍ kaødej
z przestrzeni stycznych, wskazujπc zgodny atlas lub wskazujπc niezerowπ formÍ. Orientacja
zadawana przez formÍ, to ta orientacja przy której wspó≥czynniki funkcyjne w zapisie formy we
wspó≥rzÍdnych sπ dodatnie. Formy tego rodzaju nazywa siÍ czÍsto formami objÍtoúci.
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5.3 Ca≥kowanie form róøniczkowych.
W≥aúciwa ca≥ka Riemanna zdefiniowana jest dla funkcji rzeczywistych okreúlonych na „nada-
jπcym siÍ do ca≥kowania” obszarze D w Rn. „Nadajπcy siÍ do ca≥kowania” oznacza mierzalny
w sensie Jordana. Ca≥kÍ Riemanna definiuje siÍ korzystajπc z umiejÍtnoúci liczenia objÍtoúci
ma≥ych kostek w Rn, tzn. wykorzystujπc strukturÍ metrycznπ na Rn. Na „go≥ej” rozmaitoúci
nie mamy tej struktury, a próba skorzystania ze wspó≥rzÍdnych prowadzi do niepowodzenia.
Nie moøemy zdefiniowaÊ ca≥ki z funkcji f œ CŒ(M) po obszarze D µ M jako ca≥ki z f ¶ Ï≠1
po obszarze Ï(D) µ Rn, nawet zak≥adajπc, øe D mieúci siÍ w dziedzinie jednej mapy, poniewaø
wynik ca≥owania zaleøa≥ bÍdzie od wybranych wspó≥rzÍdnych. Ca≥ka w mapie (O,Ï) to by≥oby
wyraøenie ⁄

Ï(D)
f ¶ Ï≠1,

zaú ca≥ka w mapie (U ,Â) to ⁄

Â(D)
f ¶ Â≠1.

Ca≥ki te nie sπ równe, gdyø (zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych)
⁄

Ï(D)
f ¶ Ï≠1 =

⁄

Â(D)
f ¶ Â≠1

---det[Â ¶ Ï≠1]
--- .

Do ca≥kowania po obszarze na rozmaitoúci potrzebujemy wiÍc obiektu, który transformuje siÍ „z
jakobianem zamiany zmiennych”, czyli n-formy. Przyjrzyjmy siÍ najpierw uproszczonej sytuacji,
gdy obszar D mieúci siÍ w dziedzinie jednej (a nawet dwóch) map. Niech takøe Ê bÍdzie n-formπ
na M . Jej wyraøenia we wspó≥rzÍdnych w obu mapach (O,Ï = (x1, . . . , xn)) to

Ê = a(x)dx1 · · · · · dxn, Ê = b(y)dy1 · · · · · dyn.

Funkcje a i b zwiπzane sπ równoúciπ

a(x) = b(Â ¶ Ï≠1(x)) det[Ï ¶ Â≠1]

zatem ca≥ki mogπ róøniÊ siÍ co najwyøej o znak.
⁄

Â(D)
b =
⁄

Ï(D)
b ¶ Â ¶ Ï≠1

---det[Ï ¶ Â≠1]
--- = ±

⁄

Ï(D)
a.

K≥opot ze znakiem bierze siÍ z faktu, øe wyznacznik jacobianu moøe byÊ zarówno dodatni jak
i ujemny. Wyjúciem z tej sytuacji jest zdefiniowanie ca≥ki po obszarze zorientowanym. Wybór
konkretnej orientacji pozwala uøywaÊ jedynie wspó≥rzÍdnych zgodnych z orientacjπ. Moøemy
juø zdefiniowaÊ ca≥kÍ po obszarze D z orientacjπ ı w uproszczonej sytuacji, gdy ca≥y obszar
mieúci siÍ w dziedzinie jednej mapy:

⁄

(D,ı)
Ê =

⁄

Ï(D)
a ¶ Ï≠1, Ê = a dx1 · · · · · dxn

gdzie (O,Ï) jest mapπ zgodnπ z orientacjπ. Gdy obszar D nie mieúci siÍ w dziedzinie jednej
mapy potrzebujemy rozk≥adu jednoúci. Weümy lokalnie skoÒczony atlas (Oi,Ïi)iœI zgodny z
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