5 Calkowanie form rézniczkowych

5.1 Orientacja

Moéwimy, ze dwie bazy e i f w skoficzenie-wymiarowe] przestrzeni wektorowej V' maja jednakowsa
orientacje jesli macierz przejscia [id]/ ma dodatni wyznacznik. Relacja jednakowej orientacyi
jest, jak tatwo sprawdzi¢, relacjg rownowaznosci w zbiorze baz. Dzieli ona zbiér baz na dwie
klasy rownowaznodci, ktore nazywamy orientacjami. Méwimy, ze przestrzen wektorowa jest
zorientowana jesli ma wyrodzniong orientacje. Ze wzgledu na wtasnosci wyznacznika orientacja
bazy e zmienia si¢ na przeciwng, jesli zmienimy znak przy jednym z wektorow bazowych lub
zamienimy miejscami dwa wektory bazowe. Niektore przestrzenie wektorowe majg kanoniczng
orientacje. W przestrzeni R"™ kanoniczna jest orientacja, ktérej reprezentantem jest kanoniczna
baza.

Przestrzen styczna do rozmaitosci w punkcie jest skonczenie-wymiarowa przestrzenia wek-
torowa, wiec ma dwie mozliwe orientacje. Bedziemy mowili, ze rozmaitos¢ M jest zorientowana,
jesli przestrzenie styczne we wszystkich punktach maja wybrane orientacje w sposéb uzgodnio-
ny. Oznacza to, ze w dziedzinie kazdej mapy (O, ¢) orientacje we wszystkich punktach sa zgodne
lub we wszystkich punktach przeciwne niz orientacja zadana przez baze (6%1, o a%). Zauwaz-
my, ze jesli rozmaitos¢ jest zorientowana, to mozna na niej wybraé atlas zgodny z orientacja.
Istotnie, niech (O;, ¢;);er bedzie dowolnym atlasem na M. Konstruujemy nowy atlas (U;, 1;)ier
w nastepujacy sposéb: Jesli mapa (O;, ¢;) jest zgodna z orientacja pozostawiamy ja bez zmian
ktadac U; = O;, 1b; = ¢;. Jedli baza pochodzaca od mapy (O;, ¢;) ma orientacje przeciwna
ktadziemy U; = O; oraz jesli ¢; = (x!, 2%, ..., 2") kladziemy +; = (—z', 22, ..., 2"). Orientacje
na rozmaitosci mozna tez zadaé¢ wskazujac atlas, w ktérym wyznaczniki wszystkich macierzy
przejscia miedzy pochodzacymi od wspotrzednych bazami przestrzeni stycznych sg dodatnie.

Okazuje sig, ze nie na wszystkich rozmaitosciach da si¢ wybraé¢ orientacje. Takie, na ktorych
sie nie da nazywaja sie niecorientowalne. Najbardziej znanym przyktadem rozmaitosci nieoriento-
walnej jest wstega Moebiusa. Siggnijmy do drugiego wyktadu w trakcie ktorego zdefiniowalismy
wstege Moebiusa jako zbior klas rownowaznosci i wprowadziliémy na niej strukture rozmaitosci

rozniczkowej wskazujac atlas.
Przyktad 18 W Rx] — 1, 1] definiujemy relacje réwnowaznosci
(z,y) ~ (@y) <= ' —r=kel, y= (-1

Obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w pasku [0, 1[x] — 1, 1] oraz ze
odcinki x = 01 = 1 utozsamiamy w nietrywialny sposéb (Rys. 28).

Do opisania wstegi Moebiusa potrzebne sa dwie mapy: z dziedzing U = {[(z,y)] : * ¢ Z}
oraz O = {[(z,y)] : © €]k—3, k+3[} (Rys. 29). Dla kazde] klasy lezacej w U istnieje reprezentant
(o, y) taki, ze o €]0, 1]. Definiujemy odwzorowanie

e:U—R o(a,y]) = (a,y).

Dla kazdej klasy lezacej w O istnieje reprezentant (3, y) taki, ze 3 G]%, %[ Definiujemy odwzo-
rowanie

v:0 =R o([B.9]) = (B,9).
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Rys. 28: Wstega Moebiusa - przypomnienie.

Rys. 29: Wstega Moebiusa - mapy.

Przyjrzyjmy sie¢ jeszcze zamianie wspotrzednych. Zbior O NU sktada sie z dwoch sktadowych
spojnych A i B

W obszarze A zamiana zmiennych ma postaé ¢ o o (o, y) — (1 + a, —y), za$ w obszarze
B zamiana ta jest identycznoscia. Bazy zadawane przez mapy (O, @) i (U, 1)) sa takie same w
obszarze B ale inne w obszarze A. W obszarze A zamiana zmiennych prowadzi do macierzy

przejscia
1 0
0 —1

z wyznacznikiem —1. Nie da sie uzgodni¢ orientacji drugiej mapy z orientacja pierwszej. Jesli
rozmaitos¢ jest orientowalna, kazdy atlas mozna zastgpi¢ atlasem zgodnym z orientacja, maja-
cym te same dziedziny map. Okazuje sie wiec, ze istotnie wstega Moebiusa nie jest orientowalna.

&

Rozmaitosci orientowalne to np. sfera, walec, torus, rzeczywiste przestrzenie projektywne
wymiaru nieparzystego. Orientowalne sa takze wszystkie rozmaitosci zanurzone, ktore sa po-
ziomicami odwzorowania speliajgcego warunki jak w twierdzeniu o definiowaniu powierzchni
zanurzonej. Przyjrzyjmy sie blizej sytuacji, gdy powierzchnia S jest poziomica funkcji

F:R* —R.

Jej przestrzen styczna w punkcie jest jadrem pochodnej F’ i jest podprzestrzenia w R™. Ze
wzgledu na istnienie kanonicznego iloczynu skalarnego mozna napisac

R" =T,S & (gradF(z)).

Ze wzgledu na zalozenia gradF jest nieznikajacym polem wektorowym w punktach S o warto-
sciach w R™. Orientacje powierzchni S mozna wybra¢ np. w taki sposéb aby w kazdym punkcie
baza (gradF, f), gdzie f jest baza T,S byla zgodna z kanoniczng orientacja R™. Latwo spraw-
dzi¢, ze taki sposéb wyboru orientacji jest zgodny. Nieorientowalne sg wstega Moebiusa, butelka
Kleina, rzeczywiste przestrzenie projektywne wymiaru parzystego.
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Rys. 30: Wstega Moebiusa - mapy.

5.2 Gtladki rozklad jednosci

Rozmaitosci na ktérych pracujemy to rozmaitosci parazwarte. Oznacza to, ze dla kazdego po-
krycia otwartego istnieje drobniejsze od niego pokrycie, ktore jest lokalnie skoniczone. Warunek
lokalnej skonczonosci oznacza, ze kazdy punkt rozmaitosci ma otoczenie, ktérego przeciecia
z elementami pokrycia sa niepuste jedynie dla skonczonej liczby elementéw pokrycia. Skta-
dowa spdjna rozmaitosci parazwartej ma tez wlasnos¢, ktéra nazywa sie przeliczalnoscig w
nieskonczonosci. Oznacza to, ze istnieje wstepujacy ciag zbioréw zwartych (K;);en taki, ze
ICj - jﬂt(’Cj+1) oraz UiEN K, =M.

Definicja 18 Gladkim rozkiadem jednosci na M zwiazanym z atlasem (O;, ¢;)ie; nazywamy
uktad gladkich funkeji a; o nastepujacych wlasnosciach: (1) suppa; C O;, (2) kazdy punkt
p € M ma otoczenie W takie, ze YW Nsupp «; # () jedynie dla skoriczonej liczby funkeji a;, (3)
0<ao<1,Vpe MY, . aip) =1

Twierdzenie 5 Na rozmaitosci parazwartej istnieje gtadki rozktad jednosci.

Dowéd: Rozktad jednosci konstruujemy dla kazdej sktadowej spdjnej oddzielnie, dlatego za-
tozymy teraz, ze M jest spojna. W dalszym ciagu B, oznacza¢ bedzie otwarta kule w R” o
promieniu r. Uzywaé bedziemy B; i Bs. Potrzebna bedzie tez funkcja (Rys. 31)

1
(t—2)(t—1)

Definiujemy teraz funkcje f : [0, 0o[— R wzorem

h:R—R, h(t)=exp ( ) dla t€]1,2], h(t) =0 w przeciwnym razie.

Funkcja ta jest gtadka, ma warto$¢ 1 dla z € [0,1] oraz 0 dla = € [2, o0.

Jako rozmaitos¢ parazwarta M jest przeliczalna w nieskonczonosci, to znaczy mozna ja wy-
czerpaé zbiorami zwartymi (K;);en 0 tej wlasnosci, ze K; C IntK; 1. Rozpoczynamy od da-
nego pokrycia otwartego {QO;};cr. Ustalmy na chwile punkt ¢ € M. Istnieje p € N takie, ze
q € Ky \ K, istnieje takze ¢ € I takie, ze ¢ € O;. Bierzemy teraz ukltad wspétrzednych
(Vg» ) W otoczeniu g taki, zeby o4(q) = 0 ¢, (Bs) C Oy, o' (Bs) C Kpp2\ Kp-1. Rozwazajac
odpowiednie uktady wspétrzednych dla wszystkich ¢ € M otrzymujemy atlas (V,, pq)qerr- W
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Legend:
xp(1((:2)"(x-1)

Rys. 31: Wykres funkcji h

Rys. 32: Sytuacja na rozmaitosci M

szczegblnosci zbiory {gp;l(Bl)}qlM stanowig pokrycie otwarte V rozmaitosci M. Wybierzemy
teraz z niego pokrycie przeliczalne, lokalnie skoniczone: V jest takze pokryciem K, mozna wigc
z niego wybraé¢ pokrycie skoficzone. Mamy wiec (qi,...,q;) punktéw takich, ze {gogji (B1)}
stanowia pokrycie Kj. Zbior K,y \ IntK; tez jest zwarty, wigc ma pokrycie skoniczone wybrane
z V. To daje nam kolejne {gj,+1,...,q;,} punkty, takie, ze {gp;cl(Bl)}kng jest pokryciem K.
Indukcyjnie otrzymujemy (gj,+1,- - -, ¢j,,,) pPunktéw definiujacych pokrycie Kpiq \ K, i takie,
ze {1 (B1) }r<jp,, Stanowia pokrycie K, 1. Postepujac w ten spos6b otrzymujemy przeliczalne
pokrycie M zbiorami gp;ﬂl(Bl). Oczywiscie takze uktad zbioréw U = QO;}(B?,) jest pokryciem
M. Wraz z odwzorowaniami ¢, uktad ten tworzy atlas drobniejszy niz wyjsciowe pokrycie (O;).
Latwo tez przekonac sig, ze atlas ten jest lokalnie skonczony. Uzywajac zdefiniowanej wezesniej
funkcji f definiujemy rodzing funkcji dy wzorem

a(a) = F(lpa (@), jodli g (q) istnicie, w przeciwnym praypadku  dy(q) = 0.

Ostatecznie
di(q )

> z<Q)
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jest szukanym rozktadem jednosci. No$nik kazdej z funkcji a; jest zawarty w ktéryms ze zbioréw
wyjsciowego pokrycia (O;)

Rozktadu jednosci mozna uzy¢ np. do pokazania nastepujacego przydatnego twierdzenia

Twierdzenie 6 Na rozmaitosci orientowalnej wymiaru n istnieje gladka nieznikajgca n-forma
i odwrotnie, jesli taka forma istnieje, to rozmaitosé jest orientowalna.

Dowdéd: Wezmy lokalnie skonczony atlas na M taki, ze wszystkie zamiany zmiennych maja
dodatni jakobian. Niech (o );c; bedzie rozktadem jednosci zwiazanym z tym atlasem. W kazdej

dziedzinie mapy O; definiujemy forme w; postugujac sie wspotrzednymi (z}, ... z"):
w; = apdzl Adz? A - Adal
Forma
w =Y aydr; Adzi A Adaf
iel
ma zagdang wlasnos¢, tzn jest nieznikajaca w kazdym punkcie. Istotnie, niech p € M bedzie
dowolne, niech takze {i1,1s,...%,} bedzie zbiorem indekséw odpowiadajacych tym elementom

atlasu, ktore przecinaja si¢ z otoczeniem WV punktu p. W punkcie p forme¢ w mozna wigc zapisaé
jako
w(p) = Z o, (p)d:c%k A dx?k A Ndxp
k=1
Punkt p wraz z pewnym otoczeniem lezy w dziedzinie kazdej z map z indeksami ze zbioru
{1,149, .. .1y}, mozemy wiec wszystkie skltadniki powyzszej sumy zapisa¢ w jednym uktadzie
wspolrzednych, na przyktad w (z; ...z} ):

w(p) = | (p) + > i, (p) det ([gp% o gpizl]’)] dz} Adx} A--- Adzl.
k=2

Wszystkie sktadniki powyzszej sumy sa dodatnie, zatem cata suma tez jest dodatnia, w szcze-
gblnosci nie jest réwna zero.

Wykazemy teraz, ze jedli istnieje nieznikajaca n-forma to rozmaitosé jest orientowalna. Niech w
bedzie takg formg. Wezmy takze atlas sktadajacy sie z map o spéjnych dziedzinach. W kazdej
z map forma w moze by¢ zapisana we wspotrzednych jako

f(z)da' Ada? A-- - Ada™

Poniewaz dziedzina mapy jest spojna, niezerowa gladka funkcja f, ma ustalony znak. Jesli
jest to znak dodatni mape te pozostawiamy bez zmian, jedli zas ujemny mape zmieniamy;,
na przykltad zamieniajac pierwsza wspolrzednag na przeciwna. W ten sposodb tworzymy nowy
atlas w ktorym wspotezynniki funkeyjne przy wspotrzednosciowych n-formach dla formy w sa
dodatnie. Skadinad wiadomo, ze na przecieciu dwoch map wspotezynniki te réznig sie o jakobian
zamiany zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie te jacobiany sa dodatnie. Poprawiony przez nas
atlas jest zgodny, tzn w szczegdlnosci moze zadawaé orientacje na M.[]

Orientacje na rozmaitosci mozemy wiec zada¢ wskazujac w zgodny sposéb orientacje kazdej
z przestrzeni stycznych, wskazujac zgodny atlas lub wskazujac niezerows forme. Orientacja
zadawana przez forme, to ta orientacja przy ktorej wspoétezynniki funkcyjne w zapisie formy we
wspotrzednych sa dodatnie. Formy tego rodzaju nazywa si¢ czesto formami objetosci.
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5.3 Catkowanie form rézniczkowych.

Whasciwa catka Riemanna zdefiniowana jest dla funkcji rzeczywistych okreslonych na ,nada-
jacym sie do catkowania” obszarze D w R™. ,Nadajacy sie do catkowania” oznacza mierzalny
w sensie Jordana. Catke Riemanna definiuje si¢ korzystajac z umiejetnosci liczenia objetosci
maltych kostek w R"™, tzn. wykorzystujac strukture metryczng na R"™. Na ,golej” rozmaitosci
nie mamy tej struktury, a préba skorzystania ze wspotrzednych prowadzi do niepowodzenia.
Nie mozemy zdefiniowaé catki z funkcji f € C>(M) po obszarze D C M jako cakki z f o p™?
po obszarze p(D) C R", nawet zakladajac, ze D miesci sie w dziedzinie jednej mapy, poniewaz
wynik catlowania zalezat bedzie od wybranych wspotrzednych. Catka w mapie (O, ¢) to bytoby
wyrazenie

za$ catka w mapie (U, 1) to

foyh.
)

Calki te nie sa rowne, gdyz (zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych)
/ foep™ :/ fozp_l‘det[@bogp_l]‘.
¢(D) $(D)

Do catkowania po obszarze na rozmaitosci potrzebujemy wiec obiektu, ktory transformuje sie ,z
jakobianem zamiany zmiennych”, czyli n-formy. Przyjrzyjmy sie najpierw uproszczonej sytuacji,
gdy obszar D miesci sie w dziedzinie jednej (a nawet dwoch) map. Niech takze w bedzie n-forma
na M. Jej wyrazenia we wspotrzednych w obu mapach (O, ¢ = (z!,... 2")) to

w = a(z)dzt A~ Ada", w = b(y)dy' A--- Ady".
Funkcje a i b zwigzane sg réwnoscia
a(z) = b(¥ o ¢~ (z)) det[p o ']

zatem catki mogg r6zni¢ sie co najwyzej o znak.

/ b:/ bowogp_lldet[gpoqﬂ_l]‘:j:/ a.
¥(D) ¢(D) ¢(D)

Klopot ze znakiem bierze sie z faktu, ze wyznacznik jacobianu moze by¢ zarowno dodatni jak
i ujemny. Wyjsciem z tej sytuacji jest zdefiniowanie calki po obszarze zorientowanym. Wybor
konkretnej orientacji pozwala uzywaé jedynie wspotrzednych zgodnych z orientacjg. Mozemy
juz zdefiniowa¢ catke po obszarze D z orientacja + w uproszczonej sytuacji, gdy caty obszar
miesci sie w dziedzinie jednej mapy:

/ w:/ aop w=adz' A--- Ada"
(D) @(D)

gdzie (O, ) jest mapa zgodna z orientacja. Gdy obszar D nie miesci sie w dziedzinie jednej
mapy potrzebujemy rozkladu jednosci. Wezmy lokalnie skonczony atlas (O;, ¢;)ier zgodny z
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