
orientacjπ ı i rozk≥ad jednoúci (–i)iœI zwiπzany z tym atlasem. W sposób trywialny prawdπ jest,
øe

Ê(p) =
ÿ

iœI

–iÊ(p)

Ca≥kÍ z formy Ê po obszarze D z orientacjπ ı moøemy teraz zdefiniowaÊ wzorem
⁄

(D,ı)
=
ÿ

iœI

⁄

Ïi(DflOi)
(–i ¶ Ï≠1)(Êi ¶ Ï≠1)

Dla zwartego obszaru D jedynie skoÒczona liczba sk≥adników jest niezerowa.

Przyk≥ad 19 ObliczyÊ ca≥kÍ z formy Ê = dy · dz po fragmencie sfery S2 dla którego x ˇ 0
i z ˇ 0 z orientacjπ zadanπ przez bazÍ wektory ( ˆ

ˆ◊
, ˆ
ˆÏ
) pochodzπce od sferycznego uk≥adu

wspó≥rzÍdnych.
Forma Ê zdefiniowana jest na R3. Øeby jπ sca≥kowaÊ po S2 trzeba jπ najpierw obciπÊ do S2. W
tym celu zapisujemy w≥oøenie Ÿ : S2 æ R3 we wspó≥rzÍdnych:

Ÿ(◊,Ï) = (cosÏ sin ◊, sinÏ sin ◊, cos ◊).

ObciÍcie formy do sfery realizuje siÍ jako pull-back za pomocπ w≥oøenia:

ŸúÊ = d(sinÏ sin ◊) · d(cos ◊) = (cosÏ sin ◊dÏ+ sinÏ cos ◊d◊) · (≠ sin ◊d◊) =
(cosÏ sin ◊d) · (≠ sin ◊d◊) = ≠ cosÏ sin2 ◊ dÏ · d◊

KolejnoúÊ wspó≥rzÍdnych zgodna z orientacjπ jest (◊,Ï), wiÍc formÍ zapisaÊ naleøy jako

Ê = ≠ cosÏ sin2 ◊ dÏ · d◊ = cosÏ sin2 ◊ d◊ · dÏ

Obszar ca≥kowania we wspó≥rzÍdnych (◊,Ï) to [0, fi2 ]◊ [≠
fi

2 ,
fi

2 ]. Ostatecznie
⁄

(D,ı)
Ê =

⁄

[0,fi2 ]◊[≠
fi
2 ,
fi
2 ]
cosÏ sin2 ◊ =

⁄ fi
2

0
sin2 ◊d◊

⁄ fi
2

≠
fi
2

cosÏdÏ =
fi

4
· 2 = fi

2

˙

5.4 RozmaitoúÊ z brzegiem
W dalszym ciπgu E oznaczaÊ bÍdzie pó≥przestrzeÒ w Rn, tzn. zbiór

E = {(x1, x2, . . . xn) œ Rn : x1 ˛ 0}

z topologiπ indukowanπ z Rn (zbiory otwarte w E to przeciÍcia zbiorów otwartych w Rn z E).
Hiprep≥aszczyznÍ {x1 = 0} oznaczaÊ bÍdziemy Î. Zauwaømy, øe jeúli O i U sπ otwarte w E oraz
Ï : O æ U jest homeomorfizmem, to obciÍcie Ï|OflÎ jest homeomorfizmem OflÎ i U flÎ. Zbiór
E s≥uøy jako „standardowa” rozmaitoúÊ z brzegiem, podobnie jak Rn jest „standardowπ” roz-
maitoúciπ (bez brzegu). Kaødy kawa≥ek rozmaitoúci z brzegiem powinien wyglπdaÊ jak kawa≥ek
E. Moøe to byÊ kawa≥ek brzegowy, albo kawa≥ek z wnÍtrza. Do zdefiniowania struktury g≥adkiej
rozmaitoúci z brzegiem potrzebujemy jeszcze pojÍcia g≥adkoúci odwzorowaÒ obszarów, których
przeciÍcie z Î jest niepuste. Odwzorowanie Ï : O æ U jest g≥adkie jeúli da siÍ rozszerzyÊ do
g≥adkiego odwzorowania Ï̂ : Ô æ Û takiego, øe Ô, Û µ Rn sπ otwarte i O = Efl Ô, U = Efl Û .
W takim przypadku Ï|OflÎ teø jest g≥adkie.
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Definicja 19 PrzestrzeÒ topologiczna M jest g≥adkπ rozmaitoúciπ z brzegiem jeúli dla kaødego
q œ M istniejπ zbiory otwarte q œ O µ M , U µ E i homeomorfizm Ï : O æ U . Jeúli ponadto
U fl U Õ ”= ÿ, to odwzorowanie ÏÕ ¶ Ï≠1 jest g≥adkie.

O flOÕ Ï //

Ï
Õ

✏✏

U

Ï
Õ
¶Ï
≠1

{{

U Õ

W rozmaitoúci z brzegiem wyróøniamy punkty wewnÍtrzne, tzn. takie, które majπ otoczenia
homeomorficzne z Rn i pozosta≥e, które nazywamy brzegowymi. Zbiór punktów brzegowych
oznaczamy ˆM i nazywamy brzegiem rozmaitoúci. Zauwaømy, øe brzeg rozmaitoúci z brzegiem
sam jest g≥adkπ rozmaitoúciπ (bez brzegu). Istotnie, jeúli (Ui,Ïi)iœI jest atlasem na M , to
(Ui fl ˆM,Ïi|UiflˆM)iœI jest atlasem na brzegu.

Fakt 8 NiechM bÍdzie orientowalnπ rozmaitoúciπ z brzegiem. Wtedy ˆM teø jest orientowalna.
Jeúli M jest zorientowana, to na ˆM istnieje wyróøniona orientacja.

Dowód. Wybierzmy jednπ z orientacji na M . Niech (Oi,Ïi)iœI bÍdzie atlasem zgodnym z
orientacjπ. Indukowany atlas na M , którego dziedzinami sπ zbiory Oi fl ˆM jest takøe atlasem
zgodnym, tzn. wyznaczniki macierzy przejúcia miÍdzy wspó≥rzÍdnymi sπ dodatnie. Zauwaømy,
øe jeúli Ïi = (x1i , x2i , . . . , xni ) jest uk≥adem wspó≥rzÍdnych z dziedzinπ O to Ï̃i = (x2i , . . . , xni ) jest
uk≥adem wspó≥rzÍdnych z dziedzinπ OiflˆM . Atlas (OiflˆM, Ï̃i) zadaje indukowanπ orientacjÍ
brzegu.⇤
Jeúli orientacjÍ M oznaczymy ı to orientacjÍ indukowanπ ˆM oznaczaÊ bÍdziemy ˆı

Twierdzenie 7 (G.G. Stokes) NiechM bÍdzie zwartπ zorientowanπ powierzchniπ z brzegiem
wymiaru n i niech Ê bÍdzie n≠ 1-formπ na M , wówczas

⁄

(M,ı)
dÊ =

⁄

(ˆM,ˆı)
Ê.

Øeby uzyskaÊ wglπd w sytuacjÍ zobaczmy najpierw jak wyglπda ca≥kowanie po kostce w
Rn. Kostka co prawda, nie jest rozmaitoúciπ z brzegiem z powodu kantów (brzeg jest jedynie
kawa≥kami powierzchniπ), jednak z punktu widzenia ca≥kowania kanty nie sπ k≥opotliwe. Niech
D bÍdzie n-wymiarowπ kostkπ, tzn.

D = [a1, b1]◊ [a1, b1]◊ · · ·◊ [an, bn].

Brzeg D jest jedynie kawa≥kami powierzchniπ, ale to nie bardzo przeszkadza. (n ≠ 1)-forma Ê
do ca≥kowania po brzegu D moøe zostaÊ zapisana w nastÍpujπcy sposób:

Ê = Ê1dx2 · dx3 · · · ·· dxn≠Ê2dx1 · dx3 · · · ·· dxn+ · · ·+ (≠1)n+1Êndx1 · dx2 · · · ·· dxn≠1.
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Rys. 33: Sir George Gabriel Stokes.

Róøniczkujemy:

dÊ =
ˆÊ1
ˆx1
dx1 · dx2 · dx3 · · · · · dxn ≠ ˆÊ2

ˆx2
dx2 · dx1 · dx3 · · · · · dxn + · · ·+

(≠1)n+1ˆÊn
ˆx2
dxn · dx1 · dx2 · · · · · dxn≠1 =

ˆÊ1
ˆx1
dx1 · dx2 · dx3 · · · · · dxn + ˆÊ2

ˆx2
dx1 · dx2 · dx3 · · · · · dxn + · · ·+

ˆÊn
ˆxn
dx1 · dx2 · · · · · dxk≠1 · dxn =

A
ˆÊ1
ˆx1
+ · · ·+ ˆÊn

ˆxn

B

dx1 · dx2 · dx3 · · · · · dxn
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Oznaczamy teraz ı orientacjÍ kanonicznπ Rn i ca≥kujemy:

⁄

D,ı

dÊ =
⁄

D

nÿ

i=1

ˆÊi
ˆxi
dx1 · dx2 · · · · · dxn =

nÿ

i=1

⁄

D

ˆÊi
ˆxi
dx1 · dx2 · · · · · dxn =

nÿ

i=1

⁄
b1

a1

dx2 · · ·bez i · · ·
⁄
bn

an

dxn
⁄
bi

ai

ˆÊi
ˆxi
dxi =

nÿ

i=1

⁄
b1

a1

dx2 · · ·bez i · · ·
⁄
bn

an

dxn
1
Êi(x1, . . . , bi, . . . xn)≠ Êi(x1, . . . , ai, . . . xn)

2
=

nÿ

i=1

⁄

{xi=bi}
(Êi)dx1 · · ·bez i · · · dxn ≠

nÿ

i=1

⁄

{xi=ai}
(Êi)dx1 · · ·bez i · · · dxn =

W powyøszym wzorze {xi = bi} oznacza úcianÍ kostki danπ równaniem xi = bi. Rozwaømy wiÍc
parÍ úcian z ustalonπ i-tπ wspó≥rzÍdnπ. Forma Ê obciÍta do úciany {xi = bi}, jest równa

Ê|{xi=bi} = (≠1)i+1Êi(x1, . . . , bi, . . . , xk)dx1 · · · · · dxi≠1 · dxi+1 · · · · · dxk

a do úciany {xi = ai}

Ê|{xi=ai} = (≠1)i+1Êi(x1, . . . , ai, . . . , xk)dx1 · · · · · dxi≠1 · dxi+1 · · · · · dxk

Orientacja úciany {xi = bi} indukowana przez orientacjÍ kanonicznπ Rn jest to orientacja zgodna
z A

ˆ

ˆx1
, · · · , ˆ

ˆxi≠1
,
ˆ

ˆxi+1
, · · · , ˆ

ˆxk

B

(10)

jeúli i jest nieparzyste a przeciwna gdy i parzyste. Odwrotnie jest na úcianie {xi = bi}: orientacja
indukowana jest zgodna z (10) jeúli i parzyste i przeciwna jeúli i nieparzyste Moøna wiÍc napisaÊ,
øe ⁄

{xi=bi}
(Êi)dx1 · · ·bez i · · · dxn = (≠1)i+1

⁄

({xi=bi},ˆı)
(Êi)dx1 · · · ·bez i · · · · dxn

i ⁄

{xi=ai}
(Êi)dx1 · · ·bez i · · · dxn = (≠1)i

⁄

({xi=ai},ˆı)
(Êi)dx1 · · · ·bez i · · · · dxn

i dalej
⁄

{xi=bi}
(Êi)dx1 · · ·bez i · · · dxn = (≠1)i+1

⁄

({xi=bi},ˆı)
(≠1)i+1Ê =

⁄

({xi=bi},ˆı)
Ê,

⁄

{xi=ai}
(Êi)dx1 · · ·bez i · · · dxn = (≠1)i

⁄

({xi=ai},ˆı)
(≠1)i+1Ê = ≠

⁄

({xi=ai},ˆı)
Ê.

Moøemy zatem kontynuowaÊ pierwotny rachunek

=
nÿ

i=1

⁄

({xi=bi},ˆı)
Ê +

nÿ

i=1

⁄

({xi=ai},ˆı)
Ê =

⁄

(ˆD,ˆı)
Ê.

Twierdzenie Stokes’a na kostce zosta≥o zatem udowodnione. Z bardziej skomplikowanymi ob-
szarami poradzimy sobie uøywajπc rozk≥adu jednoúci:
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Dowód: Niech M bÍdzie jak w za≥oøeniach twierdzenia. Weümy skoÒczony atlas (Oi,Ïi)iœI na
M zgodny z orientacjπ. Zbiór indeksów I moøe byÊ skoÒczony, gdyø rozmaitoúÊ M jest zwarta.
(Õi, Ï̃i)iœI oznaczaÊ bÍdzie odpowiedni atlas na ˆM . KorzystaÊ bÍdziemy takøe ze zwiπzanego
z pokryciem (Oi)iœI rozk≥adu jednoúci (–i)iœI . Zauwaømy najpierw, øe

dÊ = d(1 · Ê) = d
A

(
ÿ

iœI

–i)Ê
B

=
ÿ

iœI

d(–iÊ).

Z drugiej jednak strony

d
A

(
ÿ

iœI

–i)Ê
B

= d(
ÿ

iœI

–i) · Ê + (
ÿ

iœI

–i)dÊ = 0 +
ÿ

iœI

(–idÊ).

Podsumowujπc, skoro zachodzi równoúÊ form

dÊ =
ÿ

iœI

d(–iÊ) =
ÿ

iœI

(–idÊ),

to zachodzi takøe równoúÊ ca≥ek

I =
⁄

(M,ı)
dÊ =

⁄

(M,ı)

ÿ

iœI

d(–iÊ) =
⁄

(M,ı)

ÿ

iœI

(–idÊ).

Zajmiemy siÍ úrodkowym wyraøeniem

I =
⁄

(M,ı)

ÿ

iœI

d(–iÊ) =
ÿ

iœI

⁄

(M,ı)
d(–iÊ).

Kaøda z form –iÊ ma noúnik w Oi, podobnie d(–iÊ), ca≥kÍ moøna wiÍc zapisaÊ w i-tym uk≥adzie
wspó≥rzÍdnych.

I =
ÿ

iœI

⁄

(Oi,ı)
d(–iÊ).

–iÊ jest (n≠ 1)-formπ, wiÍc ma postaÊ

–iÊ =
nÿ

k=1
fi(x1i , . . . x

n

i
)dx1
i
· · · ·(bez k) · · · · dxn

i
.

d(–iÊ) =
nÿ

k=1
(≠1)k≠1 ˆfi

ˆxk
i

dx1
i
· · · · · dxn

i

Z definicji ca≥ki z formy otrzymujemy
⁄

(Oi,ı)
d(–iÊ) =

⁄

Ïi(Oi)

nÿ

k=1
(≠1)k≠1 ˆfi

ˆxk
i

dx1
i
· · · dxn

i
=
nÿ

k=1
(≠1)k≠1

⁄

Ïi(Oi)

ˆfi
ˆxk
i

dx1
i
· · · dxn

i
=

Korzystamy z twierdzenia Fubiniego

=
nÿ

k=1
(≠1)k≠1

⁄

Dk

dx1
i
· · ·(bez k) · · · dxn

i

⁄
b
k(x)

ak(x)

ˆfi
ˆxk
i

dxk
i
=
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Obszar Dk oraz granice ca≥kowania ak(x), bk(x) sπ dobrane jak w twierdzeniu Fubiniego, a
zaleønoúÊ od x wskazuje na zaleønoúÊ granic od punktu w Dk.

=
nÿ

k=1
(≠1)k≠1

⁄

Dk

dx1
i
· · ·(bez k) · · · dxn

i

1
fi(x1, . . . , bk(x), . . . , xn)≠ fi(x1, . . . , ak(x), . . . , xn)

2

Jeúli Ïi(Oi) jest otwarty w Rn, wtedy wartoúci funkcji fi w punktach granicznych sπ równe zero,
gdyø noúnik fi zawiera siÍ w Ïi(Oi). Do ca≥ki wk≥ad dajπ wiÍc tylko te uk≥ady wspó≥rzÍdnych,
które sπ brzegowe, tzn Ïi(Oi) fl Î ”= ÿ. Taki uk≥ad wspó≥rzÍdnych ma szczególnπ postaÊ, tzn.
wyróøniona jest w nim pierwsza wspó≥rzÍdna. Wk≥ad do ca≥ki daje jedynie sk≥adnik z k = 1,
gdyø w pozosta≥ych punktach granicznych fi takøe jest zero. Dla k = 1 granica górna ca≥kowania
b1(x) = 0. W granicy dolnej takøe funkcja fi znika. Ca≥ka taka ma postaÊ
⁄

(Oi,ı)
d(–iÊ) =

⁄

Ïi(Oi)flÎ
fi(0, x2, . . . , xn)dx2 · · · dxn =

⁄

Ï̃i(Õi)
fi(0, x2, . . . , xn)dx2 · · · dxn.

Zgodnie z definicjπ ca≥ki na rozmaitoúci

ÿ

iœI

⁄

Ï̃i(Õi)
fi(0, x2, . . . , xn)dx2 · · · dxn =

⁄

(ˆM,ˆı)
Ê,

gdyø (Õi, Ï̃i) stanowi atlas na ˆM zgodny z orientacjπ a obciÍcie (–i) do brzegu jest rozk≥adem
jednoúci na brzegu.⇤

5.5 Operatory róøniczkowe na rozmaitoúci z metrykπ
W trakcie tego wyk≥adu dyskutowaÊ bÍdziemy obiekty, które zdefniowaÊ moøna na rozmaito-
úci M wyposaøonej w strukturÍ metrycznπ g. Szczególnπ uwagÍ zwrócimy na klasyczne wersje
Twierdzenia Stokesa w analizie wektorowej. RozmaitoúÊ M z metrykπ g nazywana jest rozma-
itoúciπ Riemanna. Tensor metryczny g jest ciÍciem wiπzki tensorowej TúM ¢ TúM æ M o
tej w≥asnoúci, øe w kaødym punkcie q œ M , gq jest niezdegenerowanπ, dwuliniowπ symetrycz-
nπ formπ na przestrzeni stycznej, dodatnio-okreúlonπ. Innymi s≥owy gq zadaje na TM iloczyn
skalarny.
Przypomnijmy sobie kilka faktów algebraicznych. Niech V bÍdzie przestrzeniπ wektorowπ

skoÒczenie-wymiarowπ a g iloczynem skalarnym okreúlonym na tej przestrzeni. Iloczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G : V æ V ú, G(v) = g(v, ·).
Fakt, øe iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, øe odwzorowanie G jest samosprzÍøone.
Fakt, øe iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, øe G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwiπzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g̃, która s≥uøy
do definiowania d≥ugoúci wektora:

g̃(v) = g(v, v), ÎvÎ =
Ò
g̃(v).

My pracowaÊ bÍdziemy gównie z g i G. Jeúli w V wybierzemy bazÍ e = (e1, e2, . . . en) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzÍøony izomorfizm przedstawiÊ moøemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g]e. Dla wygody bÍdziemy takøe uøywaÊ
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