orientacja ¢ i rozktad jednosci (a;);er zwiazany z tym atlasem. W sposéb trywialny prawda jest,

=>_aw(p)

iel
Calke z formy w po obszarze D z orientacja ¢ mozemy teraz zdefiniowaé¢ wzorem
= (iop™)(wiop™)
/(D,Z) 7,621 /QDZ(DQOZ)
Dla zwartego obszaru D jedynie skonczona liczba sktadnikow jest niezerowa.
Przyktad 19 Obliczy¢ catke z formy w = dy A dz po fragmencie sfery S? dla ktérego x > 0

i z > 0 z orientacja zadana przez baze wektory (2, -2-) pochodzace od sferycznego ukladu
wspoOtrzednych.

96° 9p
Forma w zdefiniowana jest na R3. Zeby ja scalkowaé po S? trzeba ja najpierw obcigé do S2. W
tym celu zapisujemy wlozenie x : S? — R3 we wspotrzednych:
k(0, ) = (cos psin @, sin psinf, cos ).
Obcigcie formy do sfery realizuje sie jako pull-back za pomocg wtozenia:
K*'w = d(sin psin#) A d(cosf) = (cos ¢ sin Odp + sin ¢ cos 0dh) A (— sin 0d0) =
(cospsinfd) A (—sin 0df) = — cos psin® @ dp A d
Kolejnosé wspétrzednych zgodna z orientacja jest (0, ¢), wiec forme zapisaé nalezy jako
w = —cos psin®f dp A df = cospsin® 0 di A dy

Obszar catkowania we wspotrzednych (0, ¢) to [0, 5] x [=7, 5]. Ostatecznie

.9 7T
W= oS  sin 0:/ sin Qdﬁ/ cospdp = — -2 = —
/(D,z) [0.51x[~5.3] 3 4 2

[ )

5.4 Rozmaitos¢ z brzegiem

W dalszym ciagu E oznaczaé¢ bedzie poétprzestrzen w R”, tzn. zbior
E={(z",2% .. .2") e R": 2' <0}

z topologia indukowana z R™ (zbiory otwarte w E to przeciecia zbioréw otwartych w R™ z FE).
Hipreplaszczyzne {z! = 0} oznaczaé bedziemy I1. Zauwazmy, ze jesli O i U sa otwarte w F oraz
¢ : O — U jest homeomorfizmem, to obciecie ¢|onr jest homeomorfizmem ONILi U NIL. Zbior
E stuzy jako ,standardowa” rozmaito$¢ z brzegiem, podobnie jak R™ jest ,standardowg” roz-
maitoscia (bez brzegu). Kazdy kawalek rozmaitosci z brzegiem powinien wygladaé jak kawalek
E. Moze to by¢ kawatek brzegowy, albo kawatek z wnetrza. Do zdefiniowania struktury gtadkiej
rozmaitosci z brzegiem potrzebujemy jeszcze pojecia gtadkosci odwzorowan obszarow, ktorych
przecigcie z 11 jest niepuste. Odwzorowanie ¢ : O — U jest gladkie jesli da si¢ rozszerzy¢ do
gtadkiego odwzorowania ¢ : O—-Uu takiego, ze O,U CR” sg otwarte i O = EN O, U =EnU.
W takim przypadku pjonn tez jest gladkie.
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Definicja 19 Przestrzen topologiczna M jest gladkq rozmaitoscig z brzegiem jesli dla kazdego
q € M istnieja zbiory otwarte ¢ € O C M, U C F i homeomorfizm ¢ : O — U. Jesli ponadto
UNU # D, to odwzorowanie ¢’ o o~ ! jest gtadkie.

oNno' L —u
le
@' op
u/

W rozmaitosci z brzegiem wyrdzniamy punkty wewnetrzne, tzn. takie, ktére maja otoczenia
homeomorficzne z R™ i pozostale, ktére nazywamy brzegowymi. Zbiér punktéw brzegowych
oznaczamy OM i nazywamy brzegiem rozmaito$ci. Zauwazmy, ze brzeg rozmaitosci z brzegiem
sam jest gladka rozmaito$cia (bez brzegu). Istotnie, jesli (U, ¢;)ier jest atlasem na M, to
(U; N oM, 901'|Z/IZ~OBM)1'EI jest atlasem na brzegu.

Fakt 8 Niech M bedzie orientowalng rozmaitosciq z brzegiem. Wtedy OM tez jest orientowalna.
Jesli M jest zorientowana, to na OM istnieje wyrozniona orientacja.

Dowéd. Wybierzmy jedna z orientacji na M. Niech (O;, ¢;)ie; bedzie atlasem zgodnym z
orientacja. Indukowany atlas na M, ktérego dziedzinami sa zbiory O; N OM jest takze atlasem
zgodnym, tzn. wyznaczniki macierzy przej$cia miedzy wspotrzednymi sg dodatnie. Zauwazmy,
ze jesli p; = (z}, 22, ..., 27) jest ukladem wspotrzednych z dziedzing O to @; = (22, ..., z1) jest
uktadem wspolrzednych z dziedzing O;NOM. Atlas (O;NOM, ¢;) zadaje indukowana orientacje
brzegu.l]

Jesli orientacje M oznaczymy @ to orientacje indukowang OM oznaczaé bedziemy 01

Twierdzenie 7 (G.G. Stokes) Niech M bedzie zwartg zorientowang powierzchniq z brzegiem
wymiaru n i niech w bedzie n — 1-formg na M, wéwczas

/ dw = / w.
(M) (OM,00)

Zeby uzyska¢ wglad w sytuacje zobaczmy najpierw jak wyglada calkowanie po kostce w
R™. Kostka co prawda, nie jest rozmaitoscia z brzegiem z powodu kantéow (brzeg jest jedynie
kawatkami powierzchnia), jednak z punktu widzenia catkowania kanty nie sa klopotliwe. Niech
D bedzie n-wymiarowsa kostka, tzn.

D= [al,bl] X [(Il,bl] X X [an,bn].

Brzeg D jest jedynie kawatkami powierzchnia, ale to nie bardzo przeszkadza. (n — 1)-forma w
do catkowania po brzegu D moze zostaé zapisana w nastepujacy sposob:

w=wdz? Adz® A--- Ada"™ —wodz Ada® A Ada™ + -+ (=) Mwpdat Ada? A Ada™
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Rys. 33: Sir George Gabriel Stokes.

Rézniczkujemy:
Owr | 4 2 3 n Owz o 1 3 n
dw = —dz Adz“ Adax° A --- Adax" — —=daz* Adz” Adaz> A --- Ada™ + -+ -+
ox! o2
(—1)"+1%dx” Adzt Adaz? A Ada™ T =
0x?
15, 15,
PRt Adr2 Ada® A Ada™ + T 2dat Ada? AdaP A Ada 4t
oxl Ox2
Owy,
idﬂr:l Adz? A AdaF P Ade” =
oz
Qor %9 Gl A da A da® A A da”
ozt ox"
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Oznaczamy teraz 1 orientacje kanoniczna R” i catkujemy:

Ow; Ow;

dq:l/\de/\---/\da:"—

dw—/z

dx Adz? A Ada” Z/
DO

n

bi .
Z dxi Lbezid / dz" a—%dx’ =

1 J/a a; 8.TZ

n

b1 . n
Z/ d:li"beZZ"‘/ dZEn( .(xlj,_,7bi,..,x”)—wi(x17...,ai,...:v")):
i=1791
Z/{ :L,l_‘bezz‘ cdr™ _Z/ 1_”bezi”‘dxn:
zi=b'}

xz_az}

W powyzszym wzorze {z° = b'} oznacza $ciang kostki dang réwnaniem z’ = b. Rozwazmy wiec
pare Scian z ustalong i-ta wspohrzedng. Forma w obcieta do $ciany {2 = b'}, jest réwna

Wi {zizbi} = (=D w2t 0 M)t A AdeT A DT A Ada?
a do $ciany {z' = a'}
Wi{zi=ai} = (=) wi(at, .. a2 dat A AdaTE A DT A - A daR

Orientacja éciany {z' = b;} indukowana przez orientacj¢ kanoniczng R™ jest to orientacja zgodna

z
s, 0 0 0
(89&1’”. " Ori1 Pt ’axk> Q. (10)

jedli i jest nieparzyste a przeciwna gdy 4 parzyste. Odwrotnie jest na $cianie {z' =¥ }: orientacja
indukowana jest zgodna z (10) jesli i parzyste i przeciwna jesli ¢ nieparzyste Mozna wiec napisac,

ze
W dl‘l"-beZi---dﬁL‘n: -1 i+1/ W d{El/\-"beZi-'-/\dxn
[{xi:bi}( ) ( ) ({z*=b'} 81)( )
i
wi)dat - P dy = (—1 Z/ wi)dzt AP A d”
/{mizai}< ) ' iz on™™?
i dalej

w; dxl"'beZi"'dIn: -1 i+1/ -1 iJrlw:/ w,
/{x’bl}( ) ( ) ({xi:bi},81)< ) ({zi=b'},01)

(wi)da! - PP g = (-1)1‘/ (—1)*+w = —/ w.
/{xi:ai} ({a=at},00 ({wi=at}00)

Mozemy zatem kontynuowac¢ pierwotny rachunek

_ ey _
Z/ zt=b'},00) ; ({z*=a'},0n) “ (0D,0n) “

Twierdzenie Stokes’a na kostce zostato zatem udowodnione. Z bardziej skomplikowanymi ob-
szarami poradzimy sobie uzywajac rozktadu jednosci:
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Herq’a ugl&'a.da.aa.: Mostia o R® =
®= EQ'H b4]x EQ:L, \O;L] a [.Oa |’°33

*°

(,Je.gf(’lzs)
W = CD;dXZAdXS— J, efxnckx >+ a ax"adx’

c/a7= g:): dx"/\efxzrta’xs- &Jx‘/\dxtl dxs + 8905 dx /\d)( /\dx =

DWa
Oxa T g)\l. =y )dx NdXx Ad;(
g 4T = (9&)4 2 oWz ) gx'gx’dx® = f#dx"dx‘zdx3 +
ox1  Ox* R 9 X
(D+) =
2z 2 k) by X E% I ba )
1
S‘aa:i Saaa)s dx dXdX = de de ?dx +
J>b4 £5 QZ ,g,' 1’2 35 Qap

v {a SJ &9@ dejefxs_a&éx

= S c,Didxdx -S W, dx ‘Ax> + S \D&dxdx ~S wzdxddxgi-
{X‘: b‘j {X1= aQ, S x&a b-?.s {xz'qu 5

o)sdxat\dxz - 0)3 dx‘dxz s
{x* %} {x*- bsz\

-+

S (34_ dxq)/\de
<{)(‘= QAS | (3,2) )

d, %
@a) (32)




= 5 u')idxz'f\dxs- 354dx5/\dxz' + Sﬁadxs/\dxq - S(D&e(x"/\dxb +
({xazbab'(z.s)) ({x‘:o."}'(%z)) ({"i‘hzk,(w) ({Xfﬂ*ﬁ ,(4,3))
+ O dx adx’ — W dradx =
(A B§42)  ([X-d'} (2a1) | omiewtane tauorwome
6 §
= S @D, dxael < + c::)m@xz/\elx"5 + S ~ D, efx4«dx5 +S- ch'chAm:Ix5

({XA: ‘oaz“(z‘%)) (ngd‘j'(s‘z)) ({{-,523 ) (34 )) ((lng 211'(4\,,))

S B2 A 92
* S (bsdx Adx” + S ‘D’béx nddx = S @'idxzz\dxs- cbz'd)(«/\dx&-l- t%dx(defxz

( {3y Jua) ({,@:Q‘: } (2(4)) (3D,24)

i S N
(o0, 2+)

A P Siuges vackuwke u.?:ako Jaktu, 2c

W = W, (C\ xl‘x's) ale\dxs 2
{x4= 03 1 ) %d‘a
(D’zeQxAAdXQ)/ A =0 (D:de"adxz =0

ix=ct Ex4=c\2l



Dowéd: Niech M bedzie jak w zatozeniach twierdzenia. Wezmy skonczony atlas (O;, ¢;)ier na
M zgodny z orientacja. Zbiér indekséw [ moze by¢ skonczony, gdyz rozmaitos¢ M jest zwarta.
(@i, ©i)ier 0znaczaé bedzie odpowiedni atlas na dM. Korzystaé bedziemy takze ze zwiazanego
z pokryciem (O;);er rozktadu jednosci (oy)ier. Zauwazmy najpierw, ze

dw=d(l-w)=d ((z; ai)w) = Z;d(aiw).
7, drugiej jednak strony
d ((ZI ai)w) = d(ZI ;) Aw+ (ZI a;)dw =0 + Zl(ozidw).

Podsumowujac, skoro zachodzi réwnosé form

dw =) d(aw) = (a;dw),

il el

to zachodzi takze réwnosé catek

I:/ dw—/Ml Zd aw) / Z (i dw).

ZEI

Zajmiemy si¢ srodkowym wyrazeniem

1= [, T -,

16[ i€l

Kazda z form a;w ma nosnik w O;, podobnie d(o;w), catke mozna wiec zapisa¢ w i-tym uktadzie
wspotrzednych.
=% /

el Qi)
a;w jest (n — 1)-forma, wiec ma postaé
oW = Z fi(x}, ... a™M)dx; A - c(bezk) A dx?. (—A)
n ) .
d(ow) = > fk dz} A -+ Adal
= oxh
7 definicji calki z formy otrzymujemy
" af; i , af;
d(ow) = / tdx) - dal = . / dx) - dal =
/(oz,z) ( z:: oxk kz::l 0i(0;) Ok
Korzystamy z twierdzenia Fubiniego
b (@) Jf,

¢ d . (bez k) codr / d
= Dy, i (@) Ox¥
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Obszar Dy, oraz granice catkowania a®(x), b*(z) sa dobrane jak w twierdzeniu Fubiniego, a
zaleznos¢ od x wskazuje na zaleznos¢ granic od punktu w Dj.

=> ' A dal ...zl dgn (fi(xl,...,bk(a:),...,x") —fi(xl,...,ak(a:),...,x"))
k=1 b

Jesli p;(O;) jest otwarty w R™, wtedy wartosci funkeji f; w punktach granicznych sa réwne zero,
gdyz nosnik f; zawiera sie w ¢;(0;). Do caltki wklad daja wiec tylko te uktady wspéhrzednych,
ktére sa brzegowe, tzn ;(O;) NI # (). Taki uktad wspétrzednych ma szczegdlna postaé, tzn.
wyrézniona jest w nim pierwsza wspotrzedna. Wktad do catki daje jedynie sktadnik z £ = 1,
gdyz w pozostatych punktach granicznych f; takze jest zero. Dla k = 1 granica gérna catkowania
b'(z) = 0. W granicy dolnej takze funkcja f; znika. Caltka taka ma postaé

I

Zgodnie z definicjg calki na rozmaitosci

iO,xQ,...,x”dx2-~dx”:/ w,
5 0

el (OM,01)

d(oyw :/ (0,22, ..., 2" dx2~~~dx":/ (0,22, ..., ™) da? - - - da™.
?) ( ) @i(oi)mnf( ) @i(@i)f( )

iy

gdyz (O;, ¢;) stanowi atlas na OM zgodny z orientacja a obciecie («y;) do brzegu jest rozktadem
jednosci na brzegu.[J

5.5 Operatory rézniczkowe na rozmaitosci z metryka

W trakcie tego wyktadu dyskutowaé¢ bedziemy obiekty, ktére zdefniowa¢ mozna na rozmaito-
sci M wyposazonej w strukture metryczna g. Szczegélng uwage zwrocimy na klasyczne wersje
Twierdzenia Stokesa w analizie wektorowej. Rozmaitos¢ M z metryka g nazywana jest rozma-
itoscig Riemanna. Tensor metryczny ¢ jest cieciem wigzki tensorowej T"M @ T*M — M o
tej wlasnosci, ze w kazdym punkcie ¢ € M, g, jest niezdegenerowang, dwuliniowg symetrycz-
na forma na przestrzeni stycznej, dodatnio-okreslong. Innymi stowy g, zadaje na TM iloczyn
skalarny.

Przypomnijmy sobie kilka faktéow algebraicznych. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows
skonczenie-wymiarowa a g iloczynem skalarnym okreslonym na tej przestrzeni. Illoczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G:V-=V", G(v) = g(v,-).

Fakt, ze iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, ze odwzorowanie GG jest samosprzezone.
Fakt, ze iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, ze G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwigzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g, ktora stuzy
do definiowania dtugosci wektora:
§(0) = g(0,0), o]l = /5(0).

My pracowaé¢ bedziemy géwnie z g i G. Je$li w V' wybierzemy baze e = (eq, es, ... e,) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzezony izomorfizm przedstawi¢ mozemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g].. Dla wygody bedziemy takze uzywaé
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