Obszar Dy, oraz granice catkowania a®(x), b*(z) sa dobrane jak w twierdzeniu Fubiniego, a
zaleznos¢ od x wskazuje na zaleznos¢ granic od punktu w Dj.

=> ' A dal ...zl dgn (fi(xl,...,bk(a:),...,x") —fi(xl,...,ak(a:),...,x"))
k=1 b

Jesli p;(O;) jest otwarty w R™, wtedy wartosci funkeji f; w punktach granicznych sa réwne zero,
gdyz nosnik f; zawiera sie w ¢;(0;). Do caltki wklad daja wiec tylko te uktady wspéhrzednych,
ktére sa brzegowe, tzn ;(O;) NI # (). Taki uktad wspétrzednych ma szczegdlna postaé, tzn.
wyrézniona jest w nim pierwsza wspotrzedna. Wktad do catki daje jedynie sktadnik z £ = 1,
gdyz w pozostatych punktach granicznych f; takze jest zero. Dla k = 1 granica gérna catkowania
b'(z) = 0. W granicy dolnej takze funkcja f; znika. Caltka taka ma postaé

I

Zgodnie z definicjg calki na rozmaitosci

iO,xQ,...,x”dx2-~dx”:/ w,
5 0

el (OM,01)

d(oyw :/ (0,22, ..., 2" dx2~~~dx":/ (0,22, ..., ™) da? - - - da™.
?) ( ) @i(oi)mnf( ) @i(@i)f( )

iy

gdyz (O;, ¢;) stanowi atlas na OM zgodny z orientacja a obciecie («y;) do brzegu jest rozktadem
jednosci na brzegu.[J

5.5 Operatory rézniczkowe na rozmaitosci z metryka

W trakcie tego wyktadu dyskutowaé¢ bedziemy obiekty, ktére zdefniowa¢ mozna na rozmaito-
sci M wyposazonej w strukture metryczna g. Szczegélng uwage zwrocimy na klasyczne wersje
Twierdzenia Stokesa w analizie wektorowej. Rozmaitos¢ M z metryka g nazywana jest rozma-
itoscig Riemanna. Tensor metryczny ¢ jest cieciem wigzki tensorowej T"M @ T*M — M o
tej wlasnosci, ze w kazdym punkcie ¢ € M, g, jest niezdegenerowang, dwuliniowg symetrycz-
na forma na przestrzeni stycznej, dodatnio-okreslong. Innymi stowy g, zadaje na TM iloczyn
skalarny.

Przypomnijmy sobie kilka faktéow algebraicznych. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows
skonczenie-wymiarowa a g iloczynem skalarnym okreslonym na tej przestrzeni. Illoczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G:V-=V", G(v) = g(v,-).

Fakt, ze iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, ze odwzorowanie GG jest samosprzezone.
Fakt, ze iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, ze G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwigzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g, ktora stuzy
do definiowania dtugosci wektora:
§(0) = g(0,0), o]l = /5(0).

My pracowaé¢ bedziemy géwnie z g i G. Je$li w V' wybierzemy baze e = (eq, es, ... e,) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzezony izomorfizm przedstawi¢ mozemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g].. Dla wygody bedziemy takze uzywaé
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oznaczenia G,. Bedziemy takze pomija¢ symbol bazy, jesli bedzie jasne jakiej bazy uzywamy.
Wyrazy macierzowe G;; maja postacé

Gij = g(es, €;5).

Zwroémy uwage na potozenie indeksow, ktore, jakkolwiek historyczne, ma jednak uzasadnienie.
Tradycyjnie indeksy przy wspotrzednych wektora piszemy na goérze oraz sumujemy po powta-
rzajacych sie indeksach gérnym i dolnym. W tej sytuacji, jeli v = v'e; oraz w = w'e; to

g(v,w) = Qijviwj

albo
g(v,w) = ([v]°)" Ge[w”.

Jesli e = (e',...,€") oznacza baze dualna do e to
G(v) = Gijv'e! € V*.

Zapisaé tez mozna
g=0e" ®¢e.

Zamiana bazy w macierzy formy dwuliniowej odbywa sie wedlug wzoru

gf = QTgeQ>

gdzie @) jest macierza odwzorowania identyczno$ciowego na V zapisanego w bazach f i e,
doktadniej

Q = [idv];.
Zamieniajac baze w macierzy odwzorowania uzywamy macierzy przejscia wzajemnie odwrot-
nych. Tu obktadamy wyjsciowa macierz macierza przejscia i do niej transponowang. Odzwier-
ciedla to charakter macierzy G. Jest to oczywiscie takze kwadratowa tabelka liczb, ale funkcjo-
nujaca inaczej niz zwykta macierz odwzorowania.

Tensor metryczny na rozmaitosci zadaje powyzej opisang strukture punkt po punkcie na
przestrzeniach stycznych i kostycznych. Mamy wigc iloczyn skalarny g na kazdej z przestrzeni
stycznych, mozemy liczy¢ dtugosci wektorow stycznych oraz dysponujemy izomorfizmem samo-
Sprzezonym

G: TM — T"'M.

[zomorfizm ten pozwala utozsamia¢ wektory z kowektorami, co jest wykorzystywane w teo-
riach fizycznych, cho¢ zazwyczaj pomijane milczeniem jako oczywiste. Majac do dyspozycji
lokalny uktad wspoétrzednych (O, ), ¢ = (2!, 22, ..., 2") mamy takze w kazdym punkcie ba-
z¢ przestrzeni stycznej i przestrzeni kostycznej. Mozemy zatem uzywaé¢ macierzy zwigzanej z
tensorem metrycznym. Wyrazy macierzowe G;; sa teraz nie liczbami a funkcjami gtadkimi na
M. Zatézmy ponadto, ze rozmaitos¢ M jest orientowalna oraz ze wybrano na niej orientacje
¢. Orientowalnos¢ wiaze si¢ z istnieniem nieznikajacych n-form nazywanych formami objetosci.
Istnienie tensora metrycznego i wybranej orientacji pozwala zdefiniowa¢ w kanoniczny sposéb
forme objetosci zwiazana z metryka. Jesli uktad wspotrzednych jest zgodny z orientacja, to
metryczna forma objetosci {2 ma postaé

QO =+detGdz' Adz® A--- Adz"
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Struktura metryczna i orientacja pozwala utozsamiaé¢ pola wektorowe i jednoformy oraz
pola wektorowe i n — 1 formy. Jesli X jest polem wektorowym na M, to G o X jest jednoforma
a ixS) jest (n — 1)-forma.

Gradient: Gradient jest polem wektorowym odpowiadajgcym rézniczce funkeji. Jesli f jest
funkcja gtadka na M
grad f = G~ odf.

Definicja ta jest niezalezna od wspoétrzednych. Pozwala jednak w tatwy sposob zapisywaé gra-
dient w dowolnych wspotrzednych bez ucigzliwego zamieniania zmiennych w operatorach réz-
niczkowych. Prawidlowa definicja gradientu pozwala takze odpowiedzie¢ na pytanie, czy dane
pole wektorowe X jest gradientem funkcji, tzn. czy ma potencjal sklarny. Pole majace poten-
cjat skalarny odpowiada jednoformie, ktora jest rozniczka, zatem jej rozniczka musi byé zero.
Warunkiem koniecznym potencjalnosci pola jest wiec, aby

d(Go X) =0.
Istnienie badz nieistnienie potencjatu zalezy juz dalej od ksztattu obszaru, jak w Lemacie Po-
incare.
Rotacja: Na trojwymiarowej zorientowanej rozmaitosci z metryks zdefiniowa¢ mozna rotacje
pola wektorowego (rot A) nastepujacym wzorem

d(G O A) = ZrOtAQ'

Sprawdzmy, ze na R3 z kanonicznym iloczynem skalarnym i kanoniczng orientacja otrzymamy
znane nam juz wzory na rotacje pola wektorowego w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.
Niech

0 0 0

A=A, —+A,—+A,—.
x8x+ y8y+ “0z

Korzystajac z faktu, ze kanoniczne wspétrzedne w R? sg ortonormalne otrzymujemy
GoA=A,dxr+ A,dy + A.dz.

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

04, 0A, 0A, 0A, 0A, 0A, B
d(GoA) = o dyAdx+ P dzAdx+ pe dx Ady+ P dzAdy+ o drx Adz+ dy dyndz =
04, 04, 0A, 0A4A, 0A, 0A,
(E)x_ 8y>dx/\dy+<ay _82>dy/\dz+<3z — E)x)dZ/\dI

Oznaczmy teraz B = rot A. Forma objetosci w kanonicznych wspotrzednych to 2 = dzAdyAdz.
Mamy zatem
158 = Bydy Adz + Bydz Adx 4 B.dx Ady

i z poréwnania obu wzoréw otrzymujemy

ot A — 0A, 04, 3+ 0A, 0A, 2+ 04, 0A,\ 0
~\ Oy 0z ) Ox 0z ox | Oy ox Oy ) 0z

co zgadza sie z tradycyjnym wzorem na rotacje. Zaleta naszej definicji jest, ze mozemy teraz
zapisa¢ rotacje w dowolnym uktadzie wspotrzednych nie dokonujac ucigzliwej zamiany zmien-
nych.
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Fakt 9
rot grad f = 0.

Dowdd:
trot grad £§2 = d(G o grad f) =d(G o G lodf)=ddf =0.

Zwezenie w forma objetosci jest rowne zero jedynie dla pola zerowego, zatem istotnie rot grad f =
0.0

Powyzszy fakt wskazuje, ze jedna z metod sprawdzania potencjalnosci pola jest obliczenie jego
rotacji. Fakt, iz rotacja gradientu znika, wynika ze znikania drugiej rézniczki.

Dywergencja: Na metrycznej orientowalnej rozmaitosci dowolnego wymiaru zdefiniowa¢ moz-
na dywergencje pola wektorowego wzorem

(div X)Q2 = d(2x92).

Dywergencja nie zalezy od orientacji wzgledem ktérej wybrana jest forma objetosci €2, gdyz
pojawia si¢ ona po obydwu stronach réwnania. Ewentualna zmiana znaku odbywa sie jedno-
czednie po obu stronach rownania. W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych tatwo jest wypisacé
dywergencje:

d(1x§) = d(X,dy Adz + X,dz Adz + X, dz Ady) =
0X,
T

X X
dm/\dy/\dz—l—&dy/\dz/\dxjt&dz/\dx/\dy:
oy 0z

(axm | 0X,  OX.

dz Ady Ad
Ox 8y+8z>x ynas

Zatem 0X, 0X, 0X
div X = T Y z
v ox + dy + 0z

Takze i w tym przypadku bardzo tatwo jest wypisa¢ dywergencje w innym uktadzie wspotrzed-
nych korzystajac z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

Fakt 10
divrot X =0
Dowéd:
(divrot X)Q = d (it x2) =d(d(Go X)) =0
O

Laplasjan: Uogélnieniem znanego z R™ operatora Laplace’a na rozmaitosci (pseudo)Riemanna
jest operator Laplace’a-Beltramiego. Jest to operator rozniczkowy drugiego rzedu dziatajacy na
funkcjach, doktadniej

Af = divgrad f.
Znajac juz postaé¢ gradientu i dywegencji we wspotrzednych kartezjanskich na R* mozemy tatwo
zapisaé laplasjan:
_O*f o f 9
C0x2 Oy 022

Af
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Zapiszmy teraz laplasjan we wspolrzednych sferycznych. Zrobimy caty rachunek od poczatku,
zeby pokazaé jego efektywno$¢ w poréwnaniu z tradycyjna w takich okolicznosciach zamiang
zmiennych. Zalezno$é miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i sferycznymi w R? ma postaé:

x =1 cospsind
y = rsingsind

z =1rcos?

Korzystajac z powyzszych zwigzkéw wyznaczamy wektory 0, 0, Oy:

ox dy 0z, . . .
0, = 58 + o =0y + 582 = cos @ sin Y0, + sin ¢ sin Y9, + cos V0,
_ Ox dy Oy
&P—aw&r—l—a Oy + o
ox oy 0z
% = G550+ 550+ 55

Wiadomo, ze baza (9,,9,,0,) jest baza ortonormalng wzgledem kanonicznej metryki na R?
wyznaczamy elementy macierzowe macierzy G we wspotrzednych sferycznych:

0. = —rsinpsinvd, + r cos ¢ sin Vo,

——0, = 1 cos p cos V0, + rsin ¢ cos V9, — rsinvo,.

(0,10,) = cos? psin® ¥ + sin? psin? ¥ + cos® ) = sin® Y + cos? ¥ = 1

(0,]0,) = r* sin® psin® ¥ + r? cos® psin® ¥ = r?sin®

(09|09) = 1r? cos® @ cos® ¥ + r? sin® @ cos? ¥ + 12 sin? ¥ = r? cos? ¥ + r?sin? ¥ = r?
(0:105) = (0,109) = (8:]9,) = 0

zatem macierz iloczynu skalarnego w bazie (0,, 0y, 0,,) 1 macierz odwrotna maja postac

10 0 10 0
G=0r 0 ., Gg'=1l0 4% 0
0 0 rsin®9 0 0 —ooy

Wyznaczamy forme objetosci we wspétrzednych sferycznych
Q = r?sinddr Add A de.
Wykonujemy niezbedne rachunki

8f 18f 1 of
— 1 4 —J
grad f =G~ df— 28198 +r28in219(9g0 v
of of of
tgrad 1 = 17 sm198 dﬁ/\dgp—smﬁaﬂdr/\d +sm (pdr/\df}.

1
d (Zgrade) =d (T sin ﬁgdﬁ A\ ng — sin 19ng A d + afd A d’l9>

or 0 sind Oy
ol 20f of 0% f 1 0%f
_[smﬁ&d( 87’>+ 0819819+8n198192 S 97 dr Adv Adp
1o (,0f ctgd Of 1 0*f 1 0*f
B [7’2 or <T or > N r2 09 r299%2  r2sin® 9 dp? rsinddr A do A dp.
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Ostatecznie

Af =

10 72% +ctg19g i82f 1 0 f
r20r or r2 0¥ 12092 r2sin®v 0p?

5.6 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a

Odpowiednio$¢ miedzy polami wektorowymi i jednoformami lub (n — 1)-formami pozwala zin-
terpretowa¢ ponizsze klasyczne wzory analizy wektorowej jako wersje Twierdzenia Stokes’a:

(i) /S (7i|rot X )do — /a (X (i) /D div X dv = /a ({lX)do

Analizujac wzory (i) i (ii) uzywaé¢ powinnismy pojecia gestosci, ktéra odpowiada tradycyjnemu
selementowi objetosci” dv, ,elementowi powierzchni” do czy elementowi dlugosci” df. Nie
dyskutowaliSsmy jednak form nieparzystych oraz gestosci, dlatego postuzymy sie dotychczas
wprowadzonym jezykiem. Na potrzeby wzoru (i) zalozy¢ trzeba, ze S jest dwuwymiarowa zwarta
powierzchnia z brzegiem zanurzong w tréjwymiarowej zorientowanej rozmaitosci M z metryka.
Na potrzeby wzoru (ii) zalozy¢ nalezy, ze D jest n-wymiarowa zwarta rozmaitoscia z brzegiem
zanurzona w n-wymiarowej zorientowanej rozmaitosci M. Zajmiemy sie najpierw wzorem (ii).
W naszym jezyku ,element objetosci” to forma objetosci zgodna z orientacjg i zwigzana z
metryka, zatem napisa¢ mozemy

/ div X dv = / (div X)Q =
D (D)
Dalej uzywamy definicji dywergencji i stosujemy twierdzenie Stokes’a

= d(Z XQ) = / 1 XQ =
(D) (0D,0n)

Korzystajac z uktadéw wspotrzednych typu opisanego w definicji rozmaitosci z brzegiem oraz ze

stosownego rozktadu jednosci na brzegu 0D (&;);e s, rachunek mozemy kontynuowaé nastepujaco

_Z/ &X/det G; da? A~ A dal. (11)
el

W powyzszym wzorze catkujemy po dziedzinie uktadu wspotrzednych @; = (z7,..., 27

i) i ) na
brzegu z orientacja zgodna z kolejnoscia wspotrzednych (22, ...,2"). X} jest pierwsza wspot-
rzedng pola wektorowego w uktadzie wspolrzednych ¢ = (z},2?,...,2") za$ G; to macierz
iloczynu skalarnego wyrazona w bazie zwigzanej z uktadem wspétrzednych. Po prawej stronie
réwnosci (ii) do odpowiada formie objetosci na brzegu zapisanej dla metryki g obcietej do brze-
gu. W uktadzie wspotrzednych ¢ forma ta ma posta¢ v/det S;dx? A - -+ A dz?. Macierz S; jest
podmacierzg macierzy G; odpowiadajaca wspoétrzednym od 2 wzwyz, tzn.

g1 ‘ Giz2 -+ G
G2

Gi=| "
gln
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Poszukajmy teraz wektora normalnego do powierzchni 0D skierowanego ,na zewnatrz”. Niech
i = a*0, (dla uproszczenia notacji wektor % oznaczaé bedziemy 0. Pomija¢ takze bedziemy
indeks numerujacy uktady wspotrzednych. Warunek ,skierowania na zewnatrz” oznacza, ze

a' > 0. Wektor 7 ma by¢ prostopadty do 9; dla j > 1, czyli

0=g(n,0;) = gikaié;“ = gijai j> 1 (12)
Jednoczes$nie wektor n ma by¢ dlugosci 1, czyli
1 = g(7i,7) = Gjja'a = Z(Z Gija')a’ = Zgilaial. (13)
i i
Wyrazenia (12) i (13) mozna razem zapisa¢ macierzowo
Guu Gi2 -+ G a; 1/a'
Sl I <14>
g;zl 9;12 - g;"m d” 0

Macierz G jest odwracalna. Wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej oznaczamy tradycyjnie
G¥. Uzywajac macierzy odwrotnej rozwigzemy réwnanie (14).

a' =G0 /" = a' = VG,
ad =G* ja! = d = le/\/@, j>1
Obliczmy teraz g(i, X)
g(ﬁ7 X) = gijain = gilain = Xlgﬂgﬂ/\/@ = Xl/\/ﬁ.
Po prawej stronie wzoru (ii) we wspétrzednych mamy wiec (sklgnik pochodzacy od jednego

uktadu wspétrzednych)

/(~+ a(XY/VGI)Vdet Sda? A - - - Ada. (15)

)

Potrzebujemy zwiazek miedzy detG a detS. W tym celu rozwazmy przejécie od bazy e =
(01,0, ...,0,) do bazy f = (7, 0z, ..., 0,). Macierz przejscia [id|} ma postac

at 00 0
a2 10 -+ 0
[id]$ = a® 001 -+ 0
L a” 00 I
Macierz iloczynu skalarnego w bazie f to
1[0 --- 0
0
: S ’
0
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a operacja zmiany bazy daje

a 0 0 0 a 0 0
(1)0' 0 a2 10 0 a1
. — | a 1 0 G a’ 1
: S .
0 _a”OO 1_ _a"OO

Liczymy wyznacznik

det S = (a')*det G

i pierwiastek

Vdet S = a'Vdet G

ale a' = VG, zatem
Vdet S = vVG1y/det G

Po podstawieniu powyzszego zwiazku do (15) prawa strona (ii) przyjmuje postaé

k)
/~ | (Xl/\/T)\/T detngTQ/\-../\dxn

(O, +

/(~ )aledetgde/\---/\da:"
O+

i jest réwna lewej stronie (11).

Zajmiemy sie teraz wzorem (i). Analizujac (ii) ustaliliémy, ze caltka

/(ﬁ\X)daz/ 1x 82
oD oD

Skorzystamy z tego przeksztatcajac lewa strone (i):

/S(ﬁll”OtX)dU:/Szrotxﬂz/sd(GoX):/856*0)(.

Zapiszmy teraz forme pod catkag w uktadzie wspotrzednych
GoX = QUXde]

Jesli
I>r— (I'I(T),$2(T),$3(T)) €08

jest parametryzacja brzegu 95 to

/as GoX = /zgij(T)Xi(T)ftde

Jednostkowy wektor styczny to
1

-1 g
or]
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natomiast
0y = &0y + 220, + 3305,

Iloczyn skalarny pod caltka mozna zapisa¢ jako
ginii‘j - g(Xv aT) - g(ij/?}HaTH

Jesli wezmiemy pod uwage, ze

de = |0,||dr

rachunek (16) mozna kontynuowaé

| GoxX = [gyxidr = [(xlijorlar = | (X|iar.

g

5.7 Gwiazdka Hodge’a

W bardzo podobny sposéb do tego, w jaki definiowalismy wieloformy na przestrzeni wektorowej,
zdefiniowa¢ mozna wielowektory. Skorzystamy tu z prawdziwego dla skonczenie-wymiarowych
przestrzeni wektorowych faktu iz (V*)* jest kanonicznie izomorficzna z V. Mozemy zamienié
rolami V' i V* traktujac V jako zbiér funkeji liniowych na V* i rozwazaé¢ takze zbior funkeji
wieloliniowych antysymetrycznych na V*, czyli A* V. Swéj odpowiednik wektorowy ma tez
konstrukecja iloczynu zewnetrznego. W jezyku tensorowym mamy

VAW =wRW—wRQU

oraz
AN WARREAN A Z SEN 0Vg(1) @ Vg(2) @ * * + & Vg(k)-

€Sk

Poniewaz (V @ V)* ~ V* ® V* mozemy obliczy¢ a A  na v A w:
(aNBvAw)y=(a@F-FRau,1Qw—wRv) =
a(v)B(w) — a(w)B(v) = Bv)a(w) + Blw)a(v) = 2]a(v)f(w) — a(w)B(v)]
i ogoblnie

(" N® A ANa" vy Avg Ao Av,) = k! Z sgnaal(vo(l)) _ ak(vg(k)).
ocESk

Oznacza to, ze jesli e i € sa para baz dualnych w V' i V* to uktady e;, Aej, A+ - -Ae;, , @A A - -Aelk
dla iy <ig < - <, J1 < J2 < --- < Ji prawie sg para baz dualnych. Prawie, bo gdzie$ trzeba
podzieli¢ przez k!. Majac iloczyn skalarny ¢ na V' mozemy utozsamiaé wektory z kowektorami
przy pomocy izomorfizmu G. Iloczyn skalarny mozemy wprowadzi¢ takze na V*:

g(v,w) = (v|w) = (G(v),w) = Gyp'v! gl B) = (a]f) = (@, G7(B)) = G if3;
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