
Rys. 22: Karol Borsuk.

Kaøda wiπzka wektorowa ma przynajmniej jedno ciÍcie globalne przyporzπdkowujπce kaødemu
punktowi na bazie odpowiedni wektor zerowy we w≥óknie. G≥adkie ciÍcia wiπzki stycznej nazy-
wamy g≥adkimi polami wektorowymi zaú ciÍcia wiπzki kostycznej g≥adkimi jednoformami. Pole
wektorowe we wspó≥rzÍdnych jest postaci:

X = X1(x)
ˆ

ˆx1
+X2(x)

ˆ

ˆx2
+ · · ·+Xn(x) ˆ

ˆxn

zaú jednoforma
– = –1(x)dx1 + –2(x)dx2 + · · ·+ –n(x)dxn,

gdzie X i i –j sπ g≥adkimi funkcjami.
Przyk≥adem jednoformy jest róøniczka funkcji (tzn. przyporzπdkowanie punktowi róøniczki

funkcji w tym punkcie). Nie wszystkie jednak formy sπ tego rodzaju. Na R2 np ≥atwo wskazaÊ
(korzystajπc z globalnego uk≥adu wspó≥rzÍdnych (x, y)) formÍ – = xdy ≠ ydx, która nie jest
róøniczkπ funkcji. Gdyby tak by≥o, tzn gdyby – = dg, to

ˆg

ˆx
= ≠y, ˆg

ˆy
= x ale wtedy

ˆ

ˆy

A
ˆg

ˆx

B

= ≠1 ”= 1 = ˆ
ˆx

A
ˆg

ˆy

B

.

Przyk≥adem pola wektorowego jest znany pewnie wszystkim gradient funkcji. Za≥óømy, øe kaøda
z przestrzeni TqM wyposaøona jest w iloczyn skalarny, którego zaleønoúÊ od punktu q jest
g≥adka. Taka sytuacja ma miejsce na przyk≥ad, gdy M jest zanurzona w Rn – moøemy wówczas
obciπÊ kanoniczny iloczyn skalarny z Rn do podprzestrzeni w kaødym punkcie powierzchni.
Iloczyn skalarny zadaje, jak wiadomo, izomorfizm miÍdzy przestrzeniπ wektorowπ a dualnπ do
niej:

G : V – v ‘≠æ (v|·) œ V ú.
Na rozmaitoúci odwzorowanie G : TM æ TúM jest izomorfizmem wiπzek wektorowych nad
identycznoúciπ w M , tzn diagram

TM G
//

·M

✏✏

TúM
fiM

✏✏

M
idM

//M

jest przemienny, a G obciÍte do kaødego w≥ókna jest liniowym izomorfizmem.
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Definicja 15 Niech f bÍdzie funkcjπ na M , wówczas

(grad f)(q) = G≠1(df(q)).

Oczywiúcie naM = Rn, gdzie baza kanoniczna jest ortonormalna wzglÍdem iloczynu skalarnego,
jako wyraøenie gradientu we wspó≥rzÍdnych otrzymujemy znany wzór

grad f =
ˆf

ˆx1
ˆ

ˆx1
+ · · · ˆf

ˆxn
ˆ

ˆxn
.

Wiadomo jednak, øe uøycie krzywoliniowego uk≥adu wspó≥rzÍdnych istotnie zmienia postaÊ
wzoru. ZnajomoúÊ definicji gradientu (a nie tylko wyraøenia we wspó≥rzÍdnych kartezjaÒskich)
znacznie u≥atwia rachunki w róønych uk≥adach wspó≥rzÍdnych, takøe na Rn.
Innym przyk≥adem pola wektorowego jest tzw. pole Eulera na wiπzce wektorowej. Niech

fl : E æM bÍdzie wiπzkπ wektorowπ. PrzestrzeÒ TE styczna do E zawiera szczególne wektory,
które nazywamy pionowymi wzglÍdem fl. Wektor v œ TE jest pionowy, jeúli Tfl(v) = 0 œ TM .
PrzestrzeÒ sk≥adajπcπ siÍ z wektorów pionowych oznaczamy zazwyczaj VE. Jest to podwiπzka
wiπzki stycznej TE, co oznacza, øe VE jest podrozmaitoúciπ w TE i sama teø jest wiπzkπ wek-
torowπ nad E. Suma wektorów pionowych jest pionowa, podobnie wektor pionowy pomnoøony
przez liczbÍ jest pionowy. Wektory pionowe sπ styczne do w≥ókien wiπzki E, zatem styczne do
przestrzeni wektorowych, którymi sπ te w≥ókna. Kaøda przestrzeÒ VeE jest wiÍc identyczna z
Efl(e). Wartoúciπ pola Eulera w punkcie e jest ten sam wektor e (ale traktowany jako pionowy
wektor styczny). Inaczej mówiπc Wartoúciπ pola Eulera w punkcie e œ Eq jest wektor styczny
do krzywej t ‘æ e + te. pole to oznaczane jest ÒE i jest elementem struktury kaødej wiπzki
wektorowej. Jeúli (xi, ya) jest uk≥adem wspó≥rzÍdnych na wiπzce E zgodnym ze strukturπ, tzn
(yi) sπ liniowymi wspó≥rzÍdnymi w kaødym w≥óknie, to pole Eulera ma postaÊ

ÒE(e) = ya(e)
ˆ

ˆya
.

Przyk≥ad 13 Rozwaømy pole wektorowe X na S2 dane we wspó≥rzÍdnych stereograficznych
(wzglÍdem bieguna pó≥nocnego) wzorem

X = (x≠ y) ˆ
ˆx
+ (x+ y)

ˆ

ˆy
.

Pole zdefiniowane we wspó≥rzÍdnych stereograficznych zadane jest jedynie na obszarze bÍdπcym
dziedzinπ tego uk≥adu wspo≥rzÍdnych. Czy da siÍ to pole rozszerzyÊ na ca≥π sferÍ, tzn dodefinio-
waÊ w biegunie pó≥nocnym tak, øeby ca≥oúÊ by≥a polem g≥adkim? Øeby to sprawdziÊ, dokonajmy
zamiany zmiennych w polu X na wspó≥rzÍdne sferyczne wzglÍdem bieguna po≥udniowego. Nowe
wspó≥rzÍdne to

a =
x

x2 + y2
, b =

y

x2 + y2
.

Zapisujemy transformacjÍ wektorów bazowych

ˆ

ˆx
=
ˆa

ˆx

ˆ

ˆa
+
ˆb

ˆx

ˆ

ˆb
=
x2 + y2 ≠ 2x2
(x2 + y2)2

ˆ

ˆa
+
≠2xy
(x2 + y2)2

ˆ

ˆb
,
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podobnie
ˆ

ˆy
=
ˆa

ˆy

ˆ

ˆa
+
ˆb

ˆy

ˆ

ˆb
=
≠2xy
(x2 + y2)2

ˆ

ˆa
+
y2 + x2 ≠ 2y2
(x2 + y2)2

ˆ

ˆb
.

Podstawiamy uzyskany wynik do wzoru definiujπcego pole wektorowe X, porzπdkujπc jedno-
czeúnie wspó≥czynniki przy wektorach bazowych w kierunku wspó≥rzÍdnych a i b:

X =
C

(x≠ y)x
2 + y2 ≠ 2x2
(x2 + y2)2

+ (x+ y)
≠2xy
(x2 + y2)2

D
ˆ

ˆa
+

C

(x≠ y) ≠2xy
(x2 + y2)2

+ (x+ y)
y2 + x2 ≠ 2y2
(x2 + y2)2

D
ˆ

ˆb
=

1
(x2 + y2)2

I

[≠(x≠ y)2(x+ y)≠ 2xy(x+ y)] ˆ
ˆa
+ [≠2xy(x≠ y) + (x+ y)2(x≠ y)] ˆ

ˆb

J

=

1
(x2 + y2)2

I

(x+ y)(≠x2 ≠ y2) ˆ
ˆa
+ (x≠ y)(x2 + y2) ˆ

ˆb

J

= ≠(a+ b) ˆ
ˆa
+ (a≠ b) ˆ

ˆb
.

Formalnie, opis pola X we wspó≥rzÍdnych (a, b) obowiπzuje na sferze z wy≥πczeniem obu biegu-
nów. Biegun pó≥nocny nie naleøy do dziedziny wspó≥rzÍdnych (x, y), zatem X w ogóle nie jest
tam okreúlone, zaú biegun po≥udniowy nie naleøy do dziedziny (a, b), wiÍc otrzymane z zamia-
ny zmiennych wyraøenie w nim nie obowiπzuje. Patrzπc jednak na postaÊ X we wspó≥rzÍdnych
(a, b) widzimy, øe moøna to pole w sposób g≥adki dookreúliÊ w biegunie pó≥nocnym (a, b) = (0, 0)
k≥adπc tam wartoúc pola równπ 0. Ostatecznie wiÍc X jest g≥adkim polem wektorowym zdefi-
niowanym na ca≥ej sferze. Na biegunach pole ma wartoúÊ 0, zaú w pozosta≥ych punktach wyraøa
siÍ jednym lub drugim wzorem w zaleønoúci od tego, jakich wspó≥rzÍdnych chcemy uøywaÊ. To
samo pole wektorowe moøemy jeszcze zapisaÊ we wspó≥rzÍdnych sferycznych (Ï,Ë). Przyjmuje
ono postaÊ

X =
ˆ

ˆÏ
≠ sinË ˆ

ˆË
.

Sferyczny uk≥ad wspó≥rzÍdnych nie obowiπzuje na obu biegunach, zatem fakt, øe te wpó≥rzÍdne
nie pozwalajπ przed≥uøyÊ pola na bieguny, specjalnie nie dziwi. ˙

Sprawdümy teraz jak pola i formy zachowujπ siÍ wzglÍdem odwzorowaÒ rozmaitoúci. Oznacz-
my przez F g≥adkie odwzorowanie

F :M ≠æ N.
Wiemy juø, øe korzystajπc z odwzorowania stycznego moøemy przenieúÊ kaødy wektor styczny z
TM do TN . Jednak jeúli odwzorowanie nie jest injektywne, moøe siÍ zdarzyÊ, øe obrazy dwóch
róønych wektorów bÍdπcych wartoúciami pola na M w róønych punktach majπcych wspólny
obraz w N bÍdπ róøne. Zazwyczaj nie moøna przenieúÊ pola wektorowego X z rozmaitoúci M
na rozmaitoúÊ N . Da siÍ to jednak zrobiÊ zawsze, gdy F jest dyfeomorfizmem. W takiej sytuacji
definiujemy transport pola wektorowego:

(FúX)(F (q)) = TF (X(q)).

Inaczej jest z formami: formÍ z N zawsze moøna cofnπÊ na M korzystajπc z relacji TúF . Defi-
niujemy zatem cofniÍcie albo pull-back formy – na N pokazujπc jak cofniÍta forma dzia≥a na
wektory styczne do M :

È(F ú–)(q), vÍ = È–,TF (v)Í.

30



Oznaczenia Fú i F ú wskazujπ na zastosowanie odwzorowania stycznego i relacji kostycznej do
pól wektorowych i form a nie do pojedynczych wektorów i kowektorów.

3.3 Krzywe ca≥kowe pola wektorowego
Krzywπ ca≥kowπ pola wektorowego X œ X (M) nazywamy g≥adkπ krzywπ “ : I æM , t ‘æ “(t)
takπ, øe

’t œ I “̇(t) = X(“(t)),
czyli pole X jest styczne do krzywej i prÍdkoúÊ krzywej jest równa wartoúci pola. Zanim zag≥Í-
bimy siÍ w kwestie teoretyczne, obejrzyjmy przyk≥ad:

Przyk≥ad 14 Rozwaømy pole wektorowe X z przyk≥adu 13 dane we wspó≥rzÍdnych stereogra-
ficznych (wzglÍdem bieguna pó≥nocnego) na sferze dwuwymiarowej wzorem

X = (x≠ y) ˆ
ˆx
+ (x+ y)

ˆ

ˆy
.

Jeúli krzywa t ‘æ (x(t), y(t)) jest krzywπ ca≥kowπ pola to

(ẋ(t), ẏ(t)) = (x(t)≠ y(t), x(t) + y(t)).

Otrzymaliúmy wiÍc uk≥ad równaÒ róøniczkowych, który do tej pory (na analizie II) zapisywany
by≥ jako C

ẋ
ẏ

D

=
C
1 ≠1
1 1

D C
x
y

D

.

Zapisa macierzowy sugeruje istnienie struktury liniowej na przestrzeni na której pole X jest
okreúlone. PamiÍtamy jednak, øe X jest polem na sferze i fakt øe moøna je zapisaÊ jako uk≥ad
równaÒ liniowych o sta≥ych wspó≥czynnikach zwiπzany jest ze szczególnym wyborem uk≥adu
wspó≥rzÍdnych. WytÍøywszy pamiÍÊ i siÍgnπwszy do zasobów wiedzy algebraicznej, bylibyúmy
pewnie w stanie rozwiπzaÊ ten uk≥ad równaÒ... Otrzymalibyúmy wówczas nastÍpujπcπ postaÊ
rozwiπzania (dalej stosujemy wektorowπ notacjÍ algebraicznπ).

C
x(t)
y(t)

D

= et
C
cos t ≠ sin t
sin t cos t

D C
x0
y0

D

.

Powyøsza krzywa przechodzi przez punkt (x0, y0) dla t = 0. Jest teø oczywiúcie sta≥a krzywa
(x(t) = 0, y(t) = 0) odpowiadajπca warunkom poczπtkowym w biegunie po≥udniowym.
Widzimy zatem, øe pole wektorowe na rozmaitoúci zapisane w uk≥adzie wspó≥rzÍdnych to

nic innego jak uk≥ad równaÒ róøniczkowych zwyczajnych pierwszego rzÍdu. Istnienie i jedno-
znacznoúÊ rozwiπzania takiego uk≥adu dla zadanych warunków poczπtkowych gwarantowana
jest przez twierdzenie Cauchy’ego. Zadanie warunków poczπtkowych oznacza wybranie punktu
na rozmaitoúci, przez który krzywa ca≥kowa przechodzi dla parametru t = 0. Wiemy juø wiÍc, øe
krzywe ca≥kowe istniejπ, przynajmniej lokalnie. Krzywe ca≥kowe naszego pola moøna teø znaleüÊ
korzystajπc ze wspó≥rzÍdnych sferycznych:

X =
ˆ

ˆÏ
≠ sin(Ë) ˆ

ˆË
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i rozwiazujπc uk≥ad równaÒ
Ï̇ = 1, Ë̇ = ≠ sinË.

Krzywa ca≥kowa przechodzπca dla t = 0 przez punkt (Ï0,Ë0) to

t ‘≠æ “(t) =
A

Ï0 + t, 2 arctan[tan
A
Ë0
2

B

et]
B

.

Zauwaømy jakπ ciekawπ w≥asnoúÊ ma powyøsze rozwiπzanie: Zapiszmy krzywπ ca≥kowπ w pa-
rametrze s z warunkiem poczπtkowym dla s = 0 równym “(t):

s ‘≠æ
A

Ï(t) + s, 2 arctan[tan
A
Ë(t)
2

B

es]
B

.

Ale Ï(t) = Ï0 + t oraz Ë(t) = 2 arctan[tan
1
Ë0
2

2
et]. W szczególnoúci druga wspó≥rzÍdna to:

2 arctan[tan
A

2 arctan[tan
A
Ë0
2

B

et]/2
B

es] = 2 arctan[tan
A
Ë0
2

B

etes] = 2 arctan[tan
A
Ë0
2

B

et+s]

Okazuje siÍ wiÍc, øe s ‘≠æ “(s+ t). Podobny wynik otrzymamy prowadzπc rachunki we wspó≥-
rzÍdnych stereograficznych:

C
x(s)
y(s)

D

= es
C
cos s ≠ sin s
sin s cos s

D

et
C
cos t ≠ sin t
sin t cos t

D C
x0
y0

D

=

= et+s
C
cos(t+ s) ≠ sin(t+ s)
sin(t+ s) cos(t+ s)

D C
x0
y0

D

Powyøsza w≥asnoúÊ jest ogólnπ w≥asnoúciπ krzywych ca≥kowych. PrzesuniÍcie wzd≥uø krzywych
ca≥kowych o t jest dyfeomorfizmem rozmaitoúci M :

Ót :M ≠æM

o w≥asnoúciach
(1) Ó0(q) = q, (2) Ós(Ót(q)) = Ót+s(q).

Ponadto dla kaødego q
t ‘≠æ Ót(q)

jest (z definicji Ót) krzywπ ca≥kowπ pola X. Odwzorowanie

Ó : I ◊M ≠æM, Ó(t, q) = Ót(q).

Nazywane jest lokalnπ grupπ dyfeomorfizmów zwiπzanπ zX. Okreúlenie „grupa” odnosi siÍ tu do
w≥asnoúci (1) i (2). Okazuje siÍ, øe kaøde pole wektorowe definiuje lokalnπ grupÍ dyfeomorfizmów
i odwrotnie, kaøda lokalna grupa dyfeomorfizmów odpowiada pewnemu polu wektorowemu.
Dowód tego faktu odk≥adamy do rozdzia≥u dotyczπcego pochodnych Liego.˙

32


