
4 Wielokowektory i wieloformy na rozmaitoúci

4.1 Odwzorowania wieloliniowe antysymetryczne na przestrzeni wek-
torowej wymiaru skoÒczonego

Poniøsze notatki powsta≥y z uøyciem notatek do wyk≥adów Matematyka II i Matematyka III,
wiÍc mogπ PaÒstwo mieÊ czasami wraøenie, øe autor niepotrzebnie rozdziela w≥os na czworo. Z
drugiej strony jednak „wyk≥adanie kawy na ≥awÍ” ma teø swoje zalety...

Niech V bÍdzie n-wymiarowπ przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em liczb rzeczywistych. Funk-
cjπ k-liniowπ na przestrzeni wektorowej V nazywamy odwzorowanie:

Ê : V ◊ V ◊ · · ·◊ V¸ ˚˙ ˝
k

≠æ R,

które jest liniowe ze wzglÍdu na kaødy argument, tzn. dla kaødego i, dowolnych wektorów vj,
j = 1 . . . k, vÕ

i
i dowolnych ⁄, µ œ R zachodzi

Ê(v1, v2, · · · ,⁄vi + µvÕi, · · · , vk) = ⁄Ê(v1, v2, · · · , vi, · · · , vk) + µÊ(v1, v2, · · · , vÕi, · · · , vk)

Z kursu algebry i analizy znajπ paÒstwo dobrze funkcje dwuliniowe, szczególnie dwuliniowe
symetryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w usta-
lonym punkcie, tensor bezw≥adnoúci cia≥a sztywnego).
Wúród wszystkich funkcji k-liniowych wyróønimy teraz szczególnie funkcje antysymetryczne,

to znaczy majπce w≥asnoúÊ

Ê(v1, v2, · · · , vi, . . . , vj, · · · , vk) = ≠Ê(v1, v2, · · · , vj, . . . , vi, · · · , vk) (8)

dla dowolnych i ”= j. Funkcje k-liniowe antysymetryczne nazywane sπ teø k-kowektorami, lub
czasem k-formami antysymetrycznymi. Zw≥aszcza w kontekúcie geometrii róøniczkowej warto
uøywaÊ nazwy k-kowektory, nazwÍ k-formy rezerwujπc dla czegoú nieco innego. Ma≥o komu
jednak udaje siÍ byÊ w tej sprawie ca≥kowicie konsekwentnym.
Omawiajπc odwzorowania liniowe i funkcje dwuliniowe stwierdziliúmy, øe w≥asnoúÊ liniowoúci

powoduje, øe odwzorowanie jest jednoznacznie okreúlone przez wartoúci na wektorach bazowych.
Stπd na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania funkcji dwuliniowej potrzeba n2 liczb:

Q : V ◊ V æ R, Qij = Q(ei, ej).

Jeúli wiadomo, øe funkcja jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n+1)/2 wartoúci. Jeúli funkcja
jest antysymetryczna, potrzeba jeszcze mniej n(n ≠ 1)/2, gdyø wyrazy diagonalne Qii muszπ
byÊ zero: z warunku antysymetrii wynika, øe dla dowolnego v œ V

Q(v, v) = ≠Q(v, v)

Po opuszczeniu kolorów (w koÒcu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy

Q(v, v) = ≠Q(v, v), (9)
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czyli Q(v, v) = 0. Innymi s≥owy, przestrzeÒ wektorowa wszystkich funkcji dwuliniowych ma
wymiar n2 a podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio
n(n + 1)/2 i n(n ≠ 1)/2. Jeúli zauwaøymy ponadto, øe odwzorowanie, które jest jednoczeúnie
symetryczne i antysymetryczne musi byÊ zerowe, oraz øe

n(n+ 1)
2

+
n(n≠ 1)
2

=
n2 + n+ n2 ≠ n

2
= n2

zrozumiemy, øe przestrzeÒ wszystkich funkcji dwuliniowych jest sumπ prostπ podprzestrzeni
odwzorowaÒ symetrycznych i podprzestrzeni odwzorowaÒ antysymetrycznych. Kaøda funkcja
dwuliniowa da siÍ wiÍc roz≥oøyÊ w sposób jednoznaczny na czÍúÊ symetrycznπ i antysymetrycz-
nπ:

Q(v, w) = Q≠(v, w) +Q+(v, w)

Q≠(v, w) =
1
2
[Q(v, w)≠Q(w, v)], Q+(v, w) =

1
2
[Q(v, w) +Q(w, v)].

Dla k > 2 takøe jest prawdπ, øe funkcja k-liniowe jest jednoznacznie okreúlona przez wartoúci
na bazie, zatem przestrzeÒ takich odwzorowaÒ jest przestrzeniπ wektorowπ wymiaru nk. W tej
przestrzeni sπ takøe wyróønione podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych,
których czÍúciπ wspólnπ jest przestrzeÒ zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpujπ przestrze-
ni wszystkich funkcji. Zastanówmy siÍ nad wymiarem przestrzeni funkcji antysymetrycznych,
czyli k-kowektorów. Niech Ê oznacza k-kowektor. W zbiorze nk liczb

Êi1i2···ik = Ê(ei1 , ei2 , . . . , eik)

jest wiele zer. Wystarczy, øe w uk≥adzie (ei1 , ei2 , . . . , eik) kórykolwiek wektor bazowy powta-
rza siÍ, a juø wartoúÊ Ê na tym uk≥adzie musi byÊ równa zero jak w (9). Jeúli zaú uk≥ad
(ei1 , ei2 , . . . , eik) nie zawiera powtarzajπcych siÍ wektorów, to wartoúÊ Ê na tym uk≥adzie róøni
siÍ od wartoúci Ê na uk≥adzie zawierajπcym te same wektory tylko uporzπdkowane rosnπco
ze wzglÍdu na indeks, tylko znakiem.Wniosek: do zdefiniowania k-kowektora wystarczy tyle
liczb ile jest róønych podzbiorów k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki
wiadmo, øe jest ich A

n
k

B

=
n!

k!(n≠ k)!
Powyøsze rozwaøania prowadzπ takøe do wniosku, øe przestrzeÒ k-kowektorów dla k > n jest
zerowa, natomiast przestrzeÒ n-kowektorów ma wymiar równy 1. Znamy juø przynajmniej jeden
przyk≥ad n-kowektora: Jeúli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy Rn, wyznacznik jest
n-kowektorem ne Rn.
PodprzestrzeÒ k-kowektorów na V , w kontekúcie geometrii róøniczkowej, oznaczamy

kfi
V ú

SensownoúÊ tego oznaczenia bÍdzie jasna wkrótce. Podsumujmy w≥asnoúci k-kowektorów:

• Jeúli wúród argumentów k-kowektora – którykolwiek z wektorów powtarza siÍ, wartoúÊ –
na tym uk≥adzie wektorów jest równa zero. Wynika z tego, øe
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• jeúli v1, v2, . . . , vk jest uk≥adem liniowo-zaleønym to –(v1, v2, . . . , vk) = 0.

• Jak kaøde odwzorowanie liniowe – jest jednoznacznie okreúlone na wektorach bazowych.
Jeúli (e1, e2, . . . , en) jest bazπ w V to liczby

–i1i2...ik = –(ei1 , ei2 , . . . , eik), 0 < i1 < i2 < · · · < ik < n+ 1

wyznaczajπ jednoznacznie odwzorowanie –. Wynika z tego, øe

• dimwk V ú =
A
n
k

B

= n!
k!(n≠k)! .

Skoro znamy juø wymiar przestrzeni k-kowektorów, przyda≥by nam siÍ takøe jakaú wygodna
baza. Jako narzÍdzie do konstrukcji takiej bazy pos≥uøy nastÍpujπce pojÍcie:

Definicja 16 Iloczynem zewnÍtrznym k-kowektora – i l-kowektora — jest (k + l)-kowektor za-
dany wzorem

– · —(v1, . . . , vk+l) =
ÿ

‡œSk+l

sgn‡
k!l!
–(v‡(1), v‡(2), . . . , v‡(k))—(v‡(k+1), v‡(l+2), . . . , v‡(l)).

Zanim zastanowimy siÍ nad w≥asnoúciami iloczynu zewnÍtrznego przyjrzyjmy siÍ przyk≥adom
dla konkretnych (nieduøych) k i l. Niech k = 1 i l = 1, czyli –, — sπ po prostu kowektorami na
V . Wtedy – · — jest 2-kowektorem okreúlonym wzorem

– · —(v1, v2) =
ÿ

‡œS2

sgn‡
1!1!
–(v‡(1))—(v‡(2)).

W grupie permutacji S2 sπ tylko dwie permutacje: identycznoúÊ (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzór przyjmuje wiÍc postaÊ

– · —(v1, v2) = –(v1)—(v2)≠ –(v2)—(v1).

Teraz za≥óømy, øe – jest 2-kowektorem a — kowektorem. Potrzebujemy wiÍc permutacji z S3.
W tej grupie jest szeúÊ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosÊ. Wzór na iloczyn zewnÍtrzny przyjmuje postaÊ:

– · —(v1, v2, v3) =
1
2!1!
(+–(v1, v2)—(v3)≠ –(v2, v1)—(v3)≠–(v1, v3)—(v2)≠–(v3, v2)—(v1)

+–(v3, v1)—(v2)+–(v2, v3)—(v1)) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem róøniπ siÍ jedynie kolejnoúciπ argumentów 2-kowektora
–. Po uporzπdkowaniu moøna je dodaÊ. Trzeba jedynie pamiÍtaÊ o zmianie znaku przy zamianie
kolejnoúci argumentów:

=
1
2!1!
(+–(v1, v2)—(v3) + –(v1, v2)—(v3)≠–(v1, v3)—(v2)

+–(v2, v3)—(v1) ≠–(v1, v3)—(v2)+–(v2, v3)—(v1)) =
1
2
(+2–(v1, v2)—(v3)≠2–(v1, v3)—(v2)+2–(v2, v3)—(v1)) =

–(v1, v2)—(v3)≠ –(v1, v3)—(v2) + –(v2, v3)—(v1).
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Ostatecznie

– · —(v1, v2, v3) = –(v1, v2)—(v3)≠ –(v1, v3)—(v2) + –(v2, v3)—(v1).

Jako ostatniej przyjrzyjmy siÍ sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnÍtrznego sπ 2-kowektorami.
Potrzebujemy teraz permutacji z S4. Poprzedni przyk≥ad pokazuje, øe istotny jest jedynie po-
dzia≥ argumentów miÍdzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzπdkujemy rosnπco do-
dajπc podobne sk≥adniki. W tym przypadku mamy szeúÊ moøliwych podzia≥ów zbioru indeksów
{1, 2, 3, 4} pomiedzy 2-kowektory – i —:

{1, 2, 3, 4} = {1, 2} fi {3, 4}
{1, 2, 3, 4} = {1, 3} fi {2, 4}
{1, 2, 3, 4} = {1, 4} fi {2, 3}
{1, 2, 3, 4} = {2, 3} fi {1, 4}
{1, 2, 3, 4} = {2, 4} fi {1, 3}
{1, 2, 3, 4} = {3, 4} fi {1, 2}.

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bÍdziemy wstawiac do – a z drugiego do —. Pierw-
szemu z podzia≥ów odpowiadajπ cztery moøliwe permutacje:

id , (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)

Pierwsza i ostatnia sπ parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszajπ indeksy
w ramach podzia≥u, a nie miÍdzy zbiorami podzia≥u. Wk≥ad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn – · — jest nastÍpujπcy

+–(v1, v2)—(v3, v4)≠ –(v2, v1)—(v3, v4)≠ –(v1, v2)—(v4, v3) + –(v2, v1)—(v4, v3)

Po uporzπdkowaniu rosnπco argumentów obu 2-kowektorów otrzymujemy wk≥ad

+4–(v1, v2)—(v3, v4).

Podobnie analizujπc kaødy z moøliwych podzia≥ów i odpowiadajπce kaødemu cztery permutacje
dostaniemy wzór

– · —(v1, v2, v3, v4) =
1
2!2!
(4–(v1, v2)—(v3, v4)≠ 4–(v1, v3)—(v2, v4) + 4–(v1, v4)—(v2, v3)

+4–(v2, v3)—(v1, v4)≠ 4–(v2, v4)—(v1, v3) + 4–(v3, v4)—(v1, v2)) =
–(v1, v2)—(v3, v4)≠ –(v1, v3)—(v2, v4) + –(v1, v4)—(v2, v3)
+–(v2, v3)—(v1, v4)≠ –(v2, v4)—(v1, v3) + –(v3, v4)—(v1, v2).

Zupe≥nie nieprzypadkowo wspó≥czynniki liczbowe za kaødym razem siÍ upraszczajπ. Oto naj-
waøniejsze w≥asnoúci ioczynu zewnÍtrznego:

Fakt 3 1. Iloczyn zewnÍtrzny jest operacjπ dwuliniowπ, tzn.:

(a–+ b–Õ) · — = a– · — + b–Õ · —, – · (a— + b—Õ) = a– · — + b– · —Õ.
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2. Iloczyn zewnÍtrzny jest ≥πczny, tzn.:

(– · —) · “ = – · (— · “).

3. Iloczyn zewnÍtrzny w ogólnoúci nie jest przemienny, ale zachodzi wzór:

– · — = (≠1)kl— · –.

Dowód: Punkt (1) wynika ≥atwo z definicji. Dowód punktu (2) polega na pokazaniu, øe lewa
i prawa strona obliczona na uk≥adzie k + l + p wektorów daje

ÿ

‡œSk+l+p

sgn‡
k!l!p!

–(v‡(1), . . . , v‡(k))—(v‡(k+1), . . . , v‡(k+l))“(v‡(k+l+1), . . . , v‡(k+l+p)).

Istotnie, zajmijmy siÍ najpierw lewπ stronπ wzoru:

[(– · —) · “](v1, . . . , vk+l+p) =
ÿ

flœSk+l+p

sgn(fl)
(k + l)!p!

– · —(vfl(1), . . . , vfl(k+l) “(vfl(k+l+1), . . . , vfl(k+l+p))

Øeby zrealizowaÊ iloczyn zwnÍtrzny –·— musimy teraz wykonaÊ sumowanie po wszystkich per-
mutacjach jego argumentów. Moøna to zrealizowaÊ za pomocπ zastosowania wszystkich moøli-
wych permutacji ‡ œ Sk+l do argumentów premutacji fl. Co prawda oznacza to zastosowanie
permutacji ‡ i fl w odwrotnej kolejnoúci niøby to wynika≥o ze wzoru definicyjnego ilioczynu
zewnÍtrznego, ale poniewaø i tak chodzi o wysumowanie po wszystkich przestawieniach, osta-
tecznie róønicy nie ma:

ÿ

flœSk+l+p

sgn(fl)
(k + l)!p!

– · —(vfl(1), . . . , vfl(k+l)) “(vfl(k+l+1), . . . , vfl(k+l+p)) =

ÿ

flœSk+l+p

‡œSk+m

sgn(fl)sgn (‡)
(k + l)!p!k!l!

–(vfl(‡(1)), . . . , vfl(‡(k)))—(vfl(‡(k+1)), . . . , vfl(‡(k+l)))

“(vfl(k+l+1), . . . , vfl(k+l+p))

W zbiorze uk≥adów wektorów

(vfl(‡(1)), . . . , vfl(‡(k)), vfl(‡(k+1)), . . . , vfl(‡(k+l)), vfl(k+l+1), . . . , vfl(k+l+p))

to samo uporzπdkowanie wystÍpuje wiele razy. Dla róønych par fl i ‡ z≥oøenie fl ¶ ‡ moøe byÊ
takie samo. Traktujemy tutaj permutacjÍ ‡ œ Sk+l jako element grupy Sk+l+p nie ruszajπcy
ostatnich p elementów. To samo uporzπdkowanie (nazwijmy je Ê) pojawia siÍ tyle razy, ile jest
permutacji ‡, gdzyø ustaliwszy ‡ odpowiednie fl obliczymy ze wzoru

fl = Ê ¶ ‡≠1.
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Z w≥asnoúci znaku permutacji wiadomo takøe, øe sgn(fl)sgn(‡) = sgn(Ê). Zamiast sumowaÊ
wiÍc po permutacjach z Sk+l+p i Sk+l moøemy sumowaÊ jedynie po permutacjach z Sk+l+p
uwzglÍdniajπc kaødπ permutacjÍ (k + l)! razy:

ÿ

flœSk+l+p

‡œSk+m

sgn(fl)sgn (‡)
(k + l)!p!k!l!

–(vfl(‡(1)), . . . , vfl(‡(k)))—(vfl(‡(k+1)), . . . , vfl(‡(k+l)))

“(vfl(k+l+1), . . . , vfl(k+l+p)) =
ÿ

ÊœSk+l+p

sgn(Ê)(k + l)!
(k + l)!p!k!l!

–(vÊ(1), . . . , vÊ(k))—(vÊ(k+1), . . . , vÊ(k+l))“(vÊ(k+l+1), . . . , vÊ(k+l+p)) =

ÿ

ÊœSk+l+p

sgn(Ê)
p!k!l!

–(vÊ(1), . . . , vÊ(k))—(vÊ(k+1), . . . , vÊ(k+l))“(vÊ(k+l+1), . . . , vÊ(k+l+p)).

Podobnie postπpimy z prawπ stronπ wzoru. SumowaÊ bÍdziemy po permutacjach fl œ Sk+l+p
a nastÍpnie ‡ œ Sl+p aplikujπc ‡ do uk≥adu (k + 1, . . . k + l + p). Zauwaøamy nastÍpnie, øe ‡
moøna traktowaÊ jako element Sk+l+p nie ruszajacy pierwszych k liczb i øe kaødy uk≥ad wektorów
powtarza siÍ z tym samym znakiem (l+p)! razy. W ten sposób dochodzimy do tej samej postaci
wzoru po prawej stronie. RównoúÊ z punktu (3) sprawdzamy prostym rachunkiem.⇤
Wspominaliúmy juø, øe kaødy k-kowektor jest zadany przez swoje wartoúci na uk≥adach

wektorów bazowych. Wartoúci te sπ wspó≥rzÍdnymi k-kowektora w pewnej bazie. Zajdümy tÍ
bazÍ. Niech, jak poprzednio, (e1, e2, . . . , en) bÍdzie bazπ w V . Kowektory tworzπce baze dualnπ
oznaczymy (‘1, ‘2, . . . , ‘n). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiór indeksów I = {i1, . . . , ik} i
uporzπdkujemy indeksy rosnπco, tzn. i1 ˛ i2 ˛ · · · ˛ ik. Interesuje nas k-kowektor

‘i1 · ‘i2 · · · · · ‘ik .

Jeúli w zbiorze I choÊ jeden indeks powtarza siÍ, to powyøszy k-kowektor jest równy zero (za-
miana miejscami dwóch czynników powinna powodowaÊ zmianÍ znaku, jednak jeúli czynniki
te sπ jednkowe, tak naprawdÍ nic siÍ nie zmienia). Moøemy wiÍc rozwaøaÊ tylko takie zbiory
indeksów, øe i1 < i2 < · · · < ik. Obliczmy k-kowektor ‘i1 · ‘i2 · · · · · ‘ik na uk≥adzie wekto-
rów (ej1 , . . . , ejk) (zak≥adamy takøe, øe indeksy w tym uk≥adzie wektorów sπ uporzπdkowane
rosnπco):

‘i1 · ‘i2 · · · · · ‘ik(ej1 , . . . , ejk) =
ÿ

‡œSk

sgn (‡) ‘i1(ej‡(1)) · · · · · ‘
ik(ej‡(k)).

W powyøszej sumie albo wszystkie sk≥adniki sπ równe 0, albo jest tylko jeden niezerowy sk≥ad-
nik. Wszystkie sk≥adniki sπ równe zero, jeúli zbiory {i1, . . . , ik} i {j1, . . . , jk} nie sπ identyczne.
Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja ‘ik(ej‡(k)) w kaødym z iloczynów jest równa 0. Jeúli
zbiory indeksów sπ jednakowe wtedy w powyøszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznoúciowej (za≥oøyliúmy poczπtkowo, øe indeksy w obu zbiorach sπ uporzπdkowane
rosnπco). W takiej sytuacji otrzymujemy

‘i1 · ‘i2 · · · · · ‘ik(ei1 , . . . , eik) = ‘i1(ei1) · ‘i1(ei1) · · · · · ‘ik(eik) = 1
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Postulujemy, øe uk≥ad k-kowektorów sk≥adajπcy siÍ ze wszystkich iloczynów zewnÍtrznych k
kowektorów bazowych z odpowiednio uporzπdkowanymi indeksami jest dobrπ bazπ w

w
k V ú.

Liczba k-kowektorów w powyøszym uk≥adzie siÍ zgadza, tzn jest ich liczba równa wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uk≥ad ten jest liniowo niezaleøny: wystarczy obliczyÊ wartoúci kombinacji
liniowej wektorów z tego uk≥adu na wszystkich k elementowych ciπgach wektorów bazowych
ei z uporzπdkowanymi rosnπco indeksami. Na kaødym z takich ciπgów wartoúÊ niezerowπ ma
tylko jeden z k-kowektorów, co daje warunkek znikania wspó≥czynnika przy tym w≥aúnie k-
kowektorze. Badany przez nas uk≥ad k-kowektorów jest zatem liniowo niealeøny i ma liczbÍ
elementów równπ wymiarowi przestrzeni, jest wiÍc bazπ tej przestrzeni. Kaødy k-kowektor –
moøna zapisaÊ jako kombinacjÍ liniowπ

– =
ÿ

i1<···<ik

–i1i2...ik‘
i1 · ‘i2 · · · · · ‘ik

Jeúli jako przestrzeÒ wektorowπ weümiemy przestrzeÒ stycznπ V = TqM do rozmaitoúci
M w punkcie q, moøemy mówiÊ o wielokowektorach na rozmaitoúci. Mamy wtedy zazwyczaj
do dyspozycji bazÍ w TqM pochodzπcπ od uk≥adu wspó≥rzÍdnych oraz dualnπ do niej bazÍ w
Tú
q
M , sk≥adajπcπ siÍ z róøniczek wspó≥rzÍdnych. Jeúli (x1, . . . , xn) oznaczajπ wspó≥rzÍdne na
n-wymiarowej rozmaitiúci M , to k-kowektor w punkcie q œM jest postaci

ÿ

i1<i2<···<ik

–i1i2...ikdx
i1 · dxi2 · · · · · dxik .

Za≥óømy teraz, øe w kaødym punkcie powierzchni M , a przynajmniej w kaødym punkcie q
pewnego otwartego zbioru O µM zadany jest kowektor –(q). Mamy wiÍc odwzorowanie

– : O ≠æ
kfi
TúM.

wymagaÊ bÍdziemy dodatkowo, aby wspó≥czynniki –i1i2...ik zaleøa≥y od punktu w taki sposób,
øeby wyraøone we wspó≥rzÍdnych (x1, . . . , xm) by≥y g≥adkimi funkcjami tych wspó≥rzÍdnych. W
dziedzinie jednego uk≥adu wspó≥rzÍdnych moøemy napisaÊ

– =
ÿ

i1<i2···<ik

–i1i2...ik(x
1, . . . , xm)dxi1 · dxi2 · · · · · dxik

Odwzorowanie – nazywamy k-formπ na O. Przyk≥adem 1-formy jest róøniczka funkcji

df =
ˆf

ˆx1
dx1 +

ˆf

ˆx2
dx2 + · · ·+ ˆf

ˆxm
dxm.

Róøniczka funkcji f : R2 æ R danej wzorem

f(x, y) =
Ò
x2 + y2

ma postaÊ
df(x, y) =

xÔ
x2 + y2

dx+
yÔ
x2 + y2

dy.
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i jest okreúlona we wszystkich punktach R2 poza (0, 0). W punkcie (0, 0) funkcja f nie jest
róøniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uk≥adzie wspó≥rzÍdnych ma postaÊ

f(r,Ï) = r,

zatem jej róøniczka to po prostu
df(r,Ï) = dr.

Przyk≥adem dwuformy na R2 jest tzw. forma objÍtoúci zorientowanej zwiπzana z kanonicznym
iloczynem skalarnym na R2 (o formach objÍtoúci dok≥adniej powiemy póüniej)

dx · dy

TÍ samπ formÍ moøemy wyraziÊ we wspó≥rzÍdnych biegunowych biorπc pod uwagÍ, øe

dx = cosÏdr ≠ r sinÏdÏ, dy = sinÏdr + r cosÏdÏ

Mnoøymy zewnÍtrznie dx i dy wyraøone we wspó≥rzÍdnych biegunowych:

dx · dy = (cosÏdr ≠ r sinÏdÏ) · (sinÏdr + r cosÏdÏ) =
(cosÏdr)·(sinÏdr)+(cosÏdr)·(r cosÏdÏ)+(≠r sinÏdÏ)·(sinÏdr)+(≠r sinÏdÏ)·(r cosÏdÏ) =

cosÏ sinÏdr · dr + r cos2 Ïdr · dÏ≠ r sin2 ÏdÏ · dr ≠ r2 sinÏ cosÏdÏ · dÏ

Pierwszy i ostatni sk≥adnik sπ równe zero, poniewaø iloczyn zewnÍtrzny dwóch identycznych
kowektorów jest równy zero. Oznacza to, øe

dx · dy = r cos2 Ïdr · dÏ≠ r sin2 ÏdÏ · dr

Korzystajπc z w≥asnoúci iloczynu zewnÍtrznego piszemy

dÏ · dr = ≠dr · dÏ,

zatem ostatecznie

dx · dy = (r cos2 Ï+ r cos2 Ï)dr · dÏ = r dr · dÏ.

Zauwaømy, øe w zbiorze
w
k TúM wprowadziÊ moøna strukturÍ wiπzki wektorowej podobnie

jak robiliúmy w samym TúM . Poniewaø zewnÍtrznie mnoøymy kowektory zaczepione w jednym
punkcie, istnieje dobrze okreúlone odwzorowanie

·kfim :
kfi
TúM ≠æM

Wspó≥rzÍdne w O µM dostarczajπ bazy w kaødej z przestrzeni wk Tú
q
M , co pozwala wprowa-

dziÊ wspó≥rzÍdne w (·kfim)≠1(O). Zamiana wspó≥rzÍdnych ma w ustalonym punkcie charakter
liniowy. Uøywajπc tego jÍzyka powiedzielibyúmy, øe k-forma na rozmaitoúci to g≥adkie ciÍcie
wiπzki k-kowektorów ·kfim.
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