4 Wielokowektory i wieloformy na rozmaitosci

4.1 Odwzorowania wieloliniowe antysymetryczne na przestrzeni wek-
torowej wymiaru skonczonego
Ponizsze notatki powstaly z uzyciem notatek do wykladow Matematyka II © Matematyka 111,

wiec mogq Panstwo miec czasami wrazenie, Ze autor miepotrzebnie rozdziela wtos na czworo. Z
drugiej strony jednak ,wykladanie kawy na tawe” ma tez swoje zalety...

Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych. Funk-
cjq k-liniowg na przestrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowanie:

w:VxVx.---xV—R,
k

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego ¢, dowolnych wektorow v;,
j=1...k, v} idowolnych A\, u € R zachodzi

CU(UI,UQ,"' 7>\UZ'+,L“}Z,'7”' 7Uk) :)\w(vl’v27... 7Ui7”' 7Uk)+MW<U1;U27"' ’ng,... 7Uk>

7 kursu algebry i analizy znajg panstwo dobrze funkcje dwuliniowe, szczegdlnie dwuliniowe
symetryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w usta-
lonym punkcie, tensor bezwladnosci ciala sztywnego).

Wérod wszystkich funkeji k-liniowych wyrdéznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne,
to znaczy majace wtasnosé

W(V1, V2, Uiy Uy V) = —w(U1, Vg, s 0, Uj, e, Uyt e, V) (8)

dla dowolnych i # j. Funkcje k-liniowe antysymetryczne nazywane sa tez k-kowektorams, lub
czasem k-formami antysymetrycznymi. Zwtaszcza w kontekscie geometrii rézniczkowej warto
uzywaé nazwy k-kowektory, nazwe k-formy rezerwujac dla czego$ nieco innego. Mato komu
jednak udaje sie¢ by¢ w tej sprawie catkowicie konsekwentnym.

Omawiajac odwzorowania liniowe i funkcje dwuliniowe stwierdzilismy, ze wlasnos¢ liniowosci
powoduje, ze odwzorowanie jest jednoznacznie okreslone przez wartosci na wektorach bazowych.
Stad na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania funkcji dwuliniowej potrzeba n? liczb:

QIVX V—>R, Qij :Q<€i,€j).
Jesli wiadomo, ze funkcja jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n+ 1)/2 wartosci. Jesli funkcja

jest antysymetryczna, potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne @Q; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V

Q(v,v) = —=Q(v,v)

Po opuszczeniu koloréw (w konicu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy

Q(va) = _Q(U7U)7 (9)
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czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy, przestrzen wektorowa wszystkich funkcji dwuliniowych ma
wymiar n? a podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio
n(n+1)/2 i n(n —1)/2. Jesli zauwazymy ponadto, ze odwzorowanie, ktore jest jednoczes$nie
symetryczne i antysymetryczne musi by¢ zerowe, oraz ze
n(n+1 —1 2 2 —
( )+n(n ):n +n+n no_

2 2 2
zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich funkcji dwuliniowych jest sumg prosta podprzestrzeni
odwzorowan symetrycznych i podprzestrzeni odwzorowan antysymetrycznych. Kazda funkcja
dwuliniowa da sie wiec roztozy¢ w sposob jednoznaczny na czes¢ symetryczng i antysymetrycz-
na:

Q(U7w) = Q—(U’w) + Q1 (v, w)
Q- (0,0) = 5[Qv,1) = Q)] Qulo,w) = 3[Qv,w) +Qluw,v)].

Dla k > 2 takze jest prawda, ze funkcja k-liniowe jest jednoznacznie okreslona przez wartosci
na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenig wektorows wymiaru n*. W tej
przestrzeni sa takze wyrdznione podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych,
ktorych czescig wspdlng jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja przestrze-
ni wszystkich funkcji. Zastanowmy sie nad wymiarem przestrzeni funkcji antysymetrycznych,
czyli k-kowektoréw. Niech w oznacza k-kowektor. W zbiorze n* liczb

Wiigeriy = W(€iyy Cigy -5 Eir)

jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,, €4, ..., ¢€;,) korykolwiek wektor bazowy powta-
rza sie, a juz warto$¢ w na tym ukladzie musi byé¢ réwna zero jak w (9). Jesli zas uktad
(€415 €iys - - -, €5, ) nie zawiera powtarzajacych sie wektorow, to wartos¢ w na tym ukladzie rézni
sie od wartosci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosngco
ze wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-kowektora wystarczy tyle
liczb ile jest r6znych podzbioréw k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki

wiadmo, ze jest ich
ny\ n!
k) kl(n—k)!

Powyzsze rozwazania prowadza takze do wniosku, ze przestrzen k-kowektorow dla k > n jest
zerowa, natomiast przestrzen n-kowektorow ma wymiar réwny 1. Znamy juz przynajmniej jeden
przyktad n-kowektora: Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy R", wyznacznik jest
n-kowektorem ne R™.

Podprzestrzen k-kowektoréw na V', w kontekscie geometrii rézniczkowej, oznaczamy

k
AV
Sensowno$¢ tego oznaczenia bedzie jasna wkrétce. Podsumujmy wtasnosci k-kowektorow:

e Jesli wérod argumentéw k-kowektora a ktorykolwiek z wektorow powtarza sie, wartosé a
na tym uktadzie wektorow jest rowna zero. Wynika z tego, ze
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o jesli vy, ve, ..., v; jest uktadem liniowo-zaleznym to a(vy,va, ..., v;) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreslone na wektorach bazowych.
Jedli (e1, ea,...,e,) jest baza w V to liczby

Wiy, iy, :Oé<€i1,€¢2,...,€ik), 0< 1 <lg<- <t <n+ 1

wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie . Wynika z tego, ze

. n
[ ) dlm/\k V= < k > - k'(:lk)l

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektorow, przydatby nam si¢ takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukcji takiej bazy postuzy nastepujace pojecie:

Definicja 16 lloczynem zewnetrznym k-kowektora « i I-kowektora 3 jest (k + [)-kowektor za-
dany wzorem

sgn o
a A ﬁ(vb v 7Uk+l) = Z WQ(UU(1)7 UO'(2)7 s 7,00(1@))6(@0(19-"-1)7 Uo‘(l+2)7 s 71}0'(1))'
0ESk41 U
Zanim zastanowimy si¢ nad wlasnosciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) ki l. Niech k =11l =1, czyli «, 3 sa po prostu kowektorami na
V. Wtedy a A § jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

a A ﬁ(vl, vg) = Z (%(1))5(%(2))-

gES2

sgn o
——
111!

W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzoér przyjmuje wigc postac

a A B(vr,v2) = afv) B(v2) — alvz) B(v1).

Teraz zalézmy, ze a jest 2-kowektorem a  kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Sj.
W tej grupie jest sze$¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postac:

(e WA ﬁ(’l]l, Vg, 'U3> = 2'11' <+(1(’U17 1)2)[3(”(13) — Oé('UQ7 %’1)6(@'3)-0((1)1, Ug)ﬁ(UQ)
+ar(vs, v1)B(v2) ) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznig sie jedynie kolejnoscig argumentow 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je doda¢. Trzeba jedynie pamietac¢ o zmianie znaku przy zamianie
kolejnosci argumentow:

(+ar(vr, v2) B(vs) + a(vi, v2) B(vs) —a(vr, v3) B(v2)
—a(v1, v3)B(v2) ) =
; (42001, 02) B(v5)—2a(v1, v5) B(v3) =
a(vi, v2)B(vs) — a(vr, v3)B(va) + a(v2, v3)B(v1).

~ 2
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Ostatecznie

a A B(vg, v, v3) = a(vy,v2)B(vs) — alvy, v3)B(ve) + a(va, v3)B(v7).

Jako ostatniej przyjrzyjmy sie sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-kowektorami.
Potrzebujemy teraz permutacji z S;. Poprzedni przyktad pokazuje, ze istotny jest jedynie po-
dziat argumentow miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy rosnaco do-
dajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy sze$¢ mozliwych podziatéw zbioru indeksow
{1,2,3,4} pomiedzy 2-kowektory a i 3

{1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}
{1,2,3,4} = {1,3} U {2, 4}
{1,2,3,4} = {1,4} U {2,3}
{1,2,3,4} = {2,3} U{1,4}
{1,2,3,4} = {2,4} U{1,3}
{1,2,3,4} = {3,4} U {1,2}.

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do (. Pierw-
szemu z podziatdow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (1234

Pierwsza i ostatnia sg parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszajg indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podziatu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A ( jest nastepujacy

+a(vg, v9)B(vs, v4) — a(ve, v1)3(v3, v4) — vy, v2)B(v4, v3) + (o, v1)B(v4, V3)
Po uporzadkowaniu rosngco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad
+a (v, v9)8(vs, vy).
Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje

dostaniemy wzor

a A f(vi,ve,v3,04) = 2,12, (da(v1, v2)B(vs, va) — 4a(v1,v3)B(Va, va) + 4or(v1, va) B (2, U3)

+4a(vg, v3)B(v1, va) — 4a(ve, va) B(v1, v3) + 4a(vs, va) B(v1, v2)) =
a(vy,v2) (v, v4) — vy, v3)B(ve, v4) + vy, v4)B(v2, v3)
+a(vg, v3)B(v1,v4) — a(ve, v4)B(v1,v3) + a(vs, v4)B(v1,V2).

Zupelnie nieprzypadkowo wspotcezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczajg. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

Fakt 3 1. Iloczyn zewnetrzny jest operacjg dwuliniowq, tzn.:

(ac +ba') N B =aa A B+bd NS, aAN(aB+b8")=aaNp+baN/f.
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2. lloczyn zewnetrzny jest tgczny, tzn.:
(@AB)Ay=aA(BA7).
3. lloczyn zewnetrzny w ogélnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:
aAfB= (D3

Dowéd: Punkt (1) wynika tatwo z definicji. Dowéd punktu (2) polega na pokazaniu, ze lewa
i prawa strona obliczona na uktadzie k + [ + p wektorow daje

sgn o
Z T ,Oé(vau), s aUa(k))ﬁ(Ua(kH), s aUa(kH))’Y(Ua(kHH), e >Ua(k+l+p))-
UESk+l+p e

[stotnie, zajmijmy sie najpierw lewsg strong wzoru:

[(a/\ﬁ)/\’y](vl,...,vk+l+p) —
L

(k‘ i l)!p! a N ﬂ(vp(l)a e 7Up(k+l) 7(”p(k+l+1), e >Up(k+l+p))

PESkti+p

Zeby zrealizowaé iloczyn zwnetrzny a A 8 musimy teraz wykonaé¢ sumowanie po wszystkich per-
mutacjach jego argumentéw. Mozna to zrealizowa¢ za pomoca zastosowania wszystkich mozli-
wych permutacji o € Siy; do argumentow premutacji p. Co prawda oznacza to zastosowanie
permutacji o i p w odwrotnej kolejnosci nizby to wynikalo ze wzoru definicyjnego ilioczynu
zewnetrznego, ale poniewaz i tak chodzi o wysumowanie po wszystkich przestawieniach, osta-
tecznie roznicy nie ma:

> _sgnip)_ a B v ) v(v v )=

&+ 1)lp! 0(1)5 + -+ Up(k+1) ) Y\ Vp(k+i+1)5 - - + s Up(k+i+p)

3 sgn(p)sgn (o)

(k + D)IplRll! A(Vp(a(1)s - - - V(o (o)) BVp(a(k1))s - - - Vplo (k1))

PESkti4p

PESK4i4p
€S 1m
’Y(Up(k+l+1)7 . 7/Up(k+l+p))
W zbiorze uktadéw wektorow
(Up(a(l))> -y Up(a(k))s Up(a(k+1))s - - - 5 Up(a(k+1))» Up(k+i+1)s - - - 7Up(k+l+p))

to samo uporzadkowanie wystepuje wiele razy. Dla réznych par p i o ztozenie p o ¢ moze by¢
takie samo. Traktujemy tutaj permutacje o € Siy; jako element grupy Syyiy, hie ruszajacy
ostatnich p elementéw. To samo uporzadkowanie (nazwijmy je w) pojawia sie tyle razy, ile jest
permutacji o, gdzyz ustaliwszy o odpowiednie p obliczymy ze wzoru

p:woa_l.
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Z wtasnosci znaku permutacji wiadomo takze, ze sgn(p)sgn(o) = sgn(w). Zamiast sumowaé
wiec po permutacjach z Spyiyp 1 Sk mozemy sumowaé jedynie po permutacjach z Sgyiyp
uwzgledniajac kazda permutacje (k + 1)! razy:

3 sgn(p)sgn (o)

ot it o=+ oot Batotirns - Votoesn)

PESK4i+4p
TESKtm
’Y(Up(k+l+1), e 7Up(k:+l+17)) =
sgn(w)(k +1)!
Z IRTRT 04(%(1)7 cee 7'Uw(k)>ﬂ<vw(k+1)a e avw(k+l)>7<vw(k+l+1)a e avw(k:+l+p)) =
s (k+ D!plk!l!
WESk+i+p
sgn(w)
Z e 04(%(1), cen 7Uw(k))ﬁ(vw(k+1)> cee avw(k+l))7(vw(k+l+l)a cee avw(kJrler))'
weSmry, PR

Podobnie postapimy z prawa strong wzoru. Sumowac¢ bedziemy po permutacjach p € Siii4p
a nastepnie o € Si4, aplikujac o do uktadu (k +1,...k + [+ p). Zauwazamy nastepnie, ze o
mozna traktowac jako element Sy, nie ruszajacy pierwszych k liczb i ze kazdy uktad wektorow
powtarza sie z tym samym znakiem (I+p)! razy. W ten sposéb dochodzimy do tej samej postaci
wzoru po prawej stronie. Rownos¢ z punktu (3) sprawdzamy prostym rachunkiem.[]

Wspominalismy juz, ze kazdy k-kowektor jest zadany przez swoje wartosci na uktadach
wektorow bazowych. Wartosci te sa wspotrzednymi k-kowektora w pewnej bazie. Zajdzmy te
baze. Niech, jak poprzednio, (eq,es,...,e,) bedzie baza w V. Kowektory tworzace baze dualng
oznaczymy (€', €2, ..., €"). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiér indeksow I = {iy,... i} i
uporzadkujemy indeksy rosnaco, tzn. i; < 19 < --- < i;. Interesuje nas k-kowektor

ETANERNNER,

Jesli w zbiorze I cho¢ jeden indeks powtarza sie, to powyzszy k-kowektor jest rowny zero (za-
miana miejscami dwoch czynnikéw powinna powodowaé¢ zmiane znaku, jednak jesli czynniki
te sa jednkowe, tak naprawde nic si¢ nie zmienia). Mozemy wigc rozwazaé tylko takie zbiory

indekséw, ze i; < iy < --- < ip. Obliczmy k-kowektor €1 A €2 A --- A €* na ukladzie wekto-
row (ejy,...,¢€j,) (zakltadamy takze, ze indeksy w tym uktadzie wektoréw sg uporzadkowane
rosnaco):
ETNETN - NET (€, e5) = 25; sgn (o) ell(eja(n) T Elk(ejo(k))'
gESE

W powyzszej sumie albo wszystkie sktadniki sg réwne 0, albo jest tylko jeden niezerowy sktad-
nik. Wszystkie sktadniki sa réwne zero, jesli zbiory {iy,...,ix} 1 {J1,...,Jx} nie sa identyczne.
Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja €' (ejo(k)) w kazdym z iloczynow jest réwna 0. Jesli
zbiory indeksow sg jednakowe wtedy w powyzszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznosciowej (zatozyliSmy poczatkowo, ze indeksy w obu zbiorach sg uporzadkowane
rosnaco). W takiej sytuacji otrzymujemy

EVANERN N (g, e) =€ (eq,) €M (e ) oo €% (ey,) =1
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Postulujemy, ze uktad k-kowektorow sktadajacy sie ze wszystkich iloczynéw zewnetrznych k
kowektoréow bazowych z odpowiednio uporzadkowanymi indeksami jest dobra baza w A* V*.
Liczba k-kowektoréw w powyzszym uktadzie sie zgadza, tzn jest ich liczba rowna wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uktad ten jest liniowo niezalezny: wystarczy obliczy¢ warto$ci kombinacji
liniowej wektoréw z tego uktadu na wszystkich k& elementowych ciggach wektoréw bazowych
e; z uporzadkowanymi rosngco indeksami. Na kazdym z takich ciggéow wartos¢ niezerows ma
tylko jeden z k-kowektorow, co daje warunkek znikania wspotczynnika przy tym witasnie k-
kowektorze. Badany przez nas uktad k-kowektoréw jest zatem liniowo niealezny i ma liczbe
elementow réwng wymiarowi przestrzeni, jest wiec baza tej przestrzeni. Kazdy k-kowektor a
mozna zapisa¢ jako kombinacj¢ liniowsg

o= Z Qirig.in€  NEZN - N

i1 <<

Jedli jako przestrzen wektorowg wezmiemy przestrzen styczng V. = T,M do rozmaitosci
M w punkcie ¢, mozemy mowi¢ o wielokowektorach na rozmaitosci. Mamy wtedy zazwyczaj
do dyspozycji baze w T,M pochodzacg od uktadu wspélrzednych oraz dualng do niej baze w
T, M, sktadajaca sie z rézniczek wspolrzednych. Jedli (z',...,2") oznaczaja wspohrzedne na
n-wymiarowej rozmaitisci M, to k-kowektor w punkcie ¢ € M jest postaci

> iy i dz™ Adz? A A datk

11 <o <---<ig

Zalézmy teraz, ze w kazdym punkcie powierzchni M, a przynajmniej w kazdym punkcie ¢
pewnego otwartego zbioru O C M zadany jest kowektor a(q). Mamy wiec odwzorowanie

k
a:O—>/\T*M.

wymagac¢ bedziemy dodatkowo, aby wspétczynniki oy,s,. i, zalezaly od punktu w taki sposob,
zeby wyrazone we wspotrzednych (z!, ... ™) byly gladkimi funkcjami tych wspoétrzednych. W
dziedzinie jednego uktadu wspotrzednych mozemy napisaé

a= > (a2 da Ada A Ada™
11 <i2--<ip

Odwzorowanie o nazywamy k-formg na O. Przyktadem 1-formy jest rézniczka funkcji

a—fdzzcl + ﬁd$2 +--- 4+ ﬁdﬂnm.

df = ox! 0x? ox™

Roézniczka funkeji f : R? — R danej wzorem

fl@,y) = Ja? + ¢

x y
d =~ dr+-—2dy.
f(z,y) R T + R

ma postaé
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i jest okreglona we wszystkich punktach R? poza (0,0). W punkcie (0,0) funkcja f nie jest
rozniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uktadzie wspoétrzednych ma postaé

f(T, 90) =T,

zatem jej rozniczka to po prostu
df(r,p) =dr.

Przyktadem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana z kanonicznym
iloczynem skalarnym na R? (o formach objeto$ci doktadniej powiemy pézniej)

dz A dy
Te samg forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorgc pod uwage, ze
dx = cosdr — rsinpdyp, dy = sin pdr + r cos edy
Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:

dx A dy = (cos @dr — rsin pdp) A (sin edr + 7 cos pdy) =
(cos pdr)A(sin dr)+(cos edr)A(r cos edp)+(—r sin pdp) A(sin @dr)+(—r sin dp) A(r cos pdp) =
cos @ sin dr A dr + 7 cos® pdr A dy — rsin® ¢dp A dr — r?sin ¢ cos pdp A dg

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektorow jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = r cos? pdr A dp — rsin® odp A dr
Korzystajac z whasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
dp Adr = —dr Adyp,
zatem ostatecznie

dz A dy = (rcos® ¢ + rcos® p)dr Adp = rdr A de.

Zauwazmy, ze w zbiorze A\F T*M wprowadzi¢ mozna strukture wiazki wektorowej podobnie
jak robiliSmy w samym T*M. Poniewaz zewnetrznie mnozymy kowektory zaczepione w jednym
punkcie, istnieje dobrze okreslone odwzorowanie

k
Nt s NT"M — M

Wspbéhrzedne w O C M dostarczaja bazy w kazdej z przestrzeni A T, M, co pozwala wprowa-
dzi¢ wspotrzedne w (AFm,,)1(O). Zamiana wspétrzednych ma w ustalonym punkcie charakter
liniowy. Uzywajac tego jezyka powiedzieliby$my, ze k-forma na rozmaitosci to gladkie ciecie
wigzki k-kowektoréw AFm,,.
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