4.2 Rozniczka zewnetrzna

W poprzednich rozdzialach uzywalismy specjalnego oznaczenia na zbiér gtadkich cie¢ wiazki
stycznej X (M). Wygodnie jest takze wprowadzi¢ oznaczenie na zbior gtadkich cieé wiazki APy,
k-kowektoréw: QF(M). Funkcje gladkie na romaiotéci M uwazaé bedziemy za zero-formy, tzn.
QO(M) = C>*(M) a iloczyn zewnetrzny O-formy i k-formy to po prostu mnozenie k-formy przez
funkcje.

Fakt 4 Operator liniowy

d: Q8 (M) — QFFY(M)
spetniajgcy nastepujgce warunki: (1) d w dziataniu na 0-formy jest réwny zdefiniowanej wcze-
$niej rézmiczce funkcji; (2) jesli o € QF(M) i f€ QM) to dla A B) = da A B+ (—1)Fa A dB;
(3) d? =0, tzn d(da) = 0 dla dowolnej formy «, jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd: Zaltézmy, ze operator d istnieje. Woéwezas warunek (2) pozwala go zadaé jedynie na 0-
formach i 1-formach, poniewaz wszystkie inne wyprodukujemy korzystajac z liniowosci i reguty
Leibniza (czyli wlasnie warunku (2)). Na 0-formach wartosé d jest okreslona przez warunek (1).
Kazda 1-forma jest kombinacja liniowa wyrazen postaci fdg, gdzie f, g sa funkcjami gtadkimi.
Uzywajac wiec (2) i (3) dostajemy

d(fdg) =df Adg+ fddg =df Adg.
O
Fakt 5 Operator d istnieje.

Dowé6d: W dziedzinie O lokalnego uktadu wspotrzednych (z*) dziatanie d zadamy wzorem we

wspotrzednych”. Ze wzgledu na liniowos¢ wystarczy wiedzie¢ jak dziala d na forme o« postaci

a(z)dz™ Adz™ A - Adaie:

d(a(z)dz" Adz™ A+ Adz™) = daAdz™ Adz"? A---Ada™ =) a—ajdx] Adx™ Adx A--- Ada's.
=197

Pozostaje sprawdzi¢ wlasnosci (1)-(3). Warunek (1) jest spetniony automatycznie, warunek (2)
sprawdzamy rachunkiem: Wezmy

a = adz™ Adz A - Adat, B = bdx’ Adz?2 A - Ada?,
gdzie a i b sg funkcjami we wspolrzednych (z'), wtedy
aAB=abdz™ ANdz2 A - Ada™ Adz?t Adz?2 A Ada?t
Aplikujemy operator d:
d(a A B) =d(ab) Adz™ Adz™ A--- Ada' Ada? Ada?? A Ada?t =
(adb + bda) A dz™ Adz™ A --- Ada' Adz?t Ada? A Adadt =
adb A dz™ Adx™ A --- Adz™ Ada?t Ada? A Adadi -
bda A dz™ Ada® A --- Ada™ Ada?t Ada?2 A Ada?t =
(da A da™ Ada™ A--- Ada™) A (bda? Ada?? A Ada) +
(=1)* (ada™ Ada™ A+ Ada™) A (dbAda? Ada?? A= Ada) =
da A B+ (—1)*andj
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Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdzi¢ dla funkcji:

n af n n ; 82]0 a2f ) ;
ddf:d@al ) D) PEEEPE :z<axiaﬂ_aﬂaxi dad A dat = 0

j=1i=1 1<j

Ostatnia réwnos¢ wynika z réwnosci drugich pochodnych czastkowych mieszanych dla funkeji
gtadkich. Zachowania za wzgledu na zamiane¢ zmiennych nie musimy sprawdzaé, gdyz mamy
jednoznacznos¢ [

Zanim zaglebimy sie dalej w teorie zrébmy kilka przyktadow:
Przyklad 15 Znalez¢ dA, jesli A € Q1(R3)

A=A, dr+ A,dy + A.dz

dA =d(A,dz + A,dy + A.dz) = d(A,dz) + d(A,dy) + d(A.dz) =

0A 0A 0A 0A 0A 0A
“d “d “d d Yd Yd Yd d
<8zv er@y y+0z Z>Am+<8a: $+8y y+6z z)/\y+
0A, 0A, 0A, B
<8xdx+ aydy+ aZdz)/\dz-
oA, 04, 0A,
or ' 8y 0z
0A A,
pe o —dz Ady+
0A, 0A, 0A,
—2dz ANdz =
Ox dy ar 0z

Wyrazy szare znikaja, gdyz zawierajg iloczyn zewnetrzny powtarzajacych sie kowektorow. Po-
zostale wyrazy jednokolorowe mozna dodaé, zmieniajac ewentualnie kolejnos¢ mnozenia ze-
wnetrznego. Otrzymujemy wiec

0A 0A 0A 0A 0A, aA
A_ 7@/_ €T I_ z
d —( = y)dx/\dy+< . m)dz/\dx—i—( " Z)dy/\dz

Czy wspotezynniki przy 2-kowektorach bazowych czego$ nie przypominaja? &
Przyklad 16 Znalezé dw, jesli w € QY(R?\ {(0,0)})

_ xdy —ydw
22 oy g2

50



1
22 + xy + 12

1
dv=d|—————= | A (xdy — yd
“ <x2+xy—|—y2> (wdy = yda) +
(1)

@yt )

d(zdy — ydx) =

[(22 + y)dz + (2y + z)dy)] A (zdy — ydx)+

—(d dy — d dz) =
+m2+xy—|—y2(x/\ y —dy Adx)
(=1) 5 5
= 2 dx Ady — (2 dy A d ——dz Ady =
(x2+xy+y2)2[( z* + xy)dr Ady — (2y” + xzy)dy w]+x2+xy+y2 x A dy
—1)(222 + 2 22 2
_((=1)(22% + 22y + 2¢°) dz Ady = 0
(22 + zy + y?)? 22 4+ xy + 32

&

Przyktad 17 Znalez¢ dj, jesli 8 € QY(R?\ {(0,0,0)})

6= (xzdx + yzdy + (2 + y2)dz>

1

dg =d (\/%db”ﬂ) +d <\/%dy> +d(y/2? +y%dz) =

L__d:nde+ L Y_d:ndy+ i L
= ———dzAdx 711 v+ ————=dz Ady 7L‘ Y
r? + y? Va? + y? VvVt +y Va2 + 12

1

2T P

(2zdz + 2ydy) Adz =

czerwone sktadniki sie upraszczaja i otrzymujemy

df = ——2— (dz Adz +dx Adz) +

dz Ady 4+ dy Adz) = 0.
N (dz Ady +dy Adz)

Y
&

Przy okazji powyzszych rachunkéw okazalo sie, ze istnieja niezerowe (i catkiem skompliko-
wane) formy, ktérych rézniczka jest zero. Uzywaé bedziemy nastepujacych nazw: jesli da = 0,
to a nazywa sie forma zamknietq, jesli o = df3, to « jest formg zupetng. Kazda forma zupela
jest zamknieta. Czy jest tez odwrotnie? Odpowiedz na to pytanie odktadamy na nieodlegty
przysztosé.

Oprécz wzoru ,na wspotrzednych” oraz niekonstruktywnej definicji poprzez wtasnosci, ma-
my takze wzor na rézniczke formy wyrazong za pomoca jej wartosci na uktadzie pél wektoro-
wych. Wzér ten pokazuje zwiazek rézniczkowania form z nawiasem Liego pol wektorowych:

Fakt 6 (Wzér Cartana) Jesli X1, Xo,..., X1 € X (M) oraz w € Q¥(M), to

k
do(X1, Xa, -, Xi1) = (=DM X w(Xy, o Xy X )+

i=1
+Z ”]w XZ,X]Xl,...Xi...Xj...,Xk+1>

1<j

Symbol X; oznacza ,opuszczony” element ukladu pol wektorowych.
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Dowéd: Sprawdzmy przede wszystkim, czy powyzszy wzor na dw okresla rzeczywiscie k +
1-forme. Na oko widaé¢, ze wyrazenie po prawej stronie jest liniowe ze wzgledu na kazdy z
argumentow, antysymetrie tez dos¢ tatwo sprawdzi¢. Trzeba jeszcze jednak zwroci¢ uwage na
to, czy wartos¢ prawej strony zalezy jedynie od wartosci pél w punkcie a nie na przyktad
takze od pochodnych tych pdl. Na pierwszy rzut oka pochodne moga by¢ zaangazowane, gdyz
we wzorze wystepuje nawias pol a takze dziatanie pola na funkcje skonstruowang z formy i
pozostatych pél. Sprawdzi¢ to mozna na przykitad badajac jak zachowuje sie prawa strona,
kiedy jedno z p6l pomnozymy przez funkcje. Ze wzgledu na antysymetrie wystarczy pomnozy¢
pierwsze pole. Jesli rzeczywiscie wzor okresla (k + 1)-forme, to powinnismy otrzymaé¢ wzor

dw(leaXQa B 7Xk?+l) - de(X17X27 s an—i-l)v

czyli zadnego rozniczkowania funkeji !!! Sprawdzamy: Gdy w pierwszej sumie wezmiemy i = 1,
otrzymamy
fXw(Xy, .. Xiya),

gdy i >1

(_1)i_1XiW(fX1, X 7Xk+1) =
(1) X fw(Xy, .. X, X)) =
<—1)i—1 (<X7f)u)<X1/ e Xj ce 7Xk+1> + fXZC(J(Xl, .. XZ e ,Xk+1)) )

Sktadnik zaznaczony na czerwono jest niepozadany, gdyz zwiera rézniczkowanie funkcji f.
Sprawdzamy kolejne sktadniki. W drugiej sumie, gdy ¢+ # 1 mamy

(—D)"™Mw([X, X5, X0, X X X)) = (D) fo((X, X)X, X X X))
Jedli jednak ¢ = 1 to nawias przyjmuje postac
[f X1, X5 = f[X0, XG] = (X)X,

co po wstawieniu ,pod w” daje

(—1)1+jw(f[X1, XJ] — (Xjf)Xl,XQ, e X]’ Ce ,XkJrl) =
(D)™ fu([X1, X,], Xoy - X oo Xiyr) — (= D)"(X (X0, Xo oo X, X))

Kolejne wyrazenie na czerwono tez jest niepozadane, gdyz zawiera rézniczkowanie funkcji. Jed-
nak oba czerwone sktadniki réznia sie znakiem (dla i = j) zatem uproszcza sie w wyrazeniu
po prawej stronie wzoru Cartana. Wyrazenie to zalezy wiec tylko od warto$ci pél w punkcie
a nie w pewnym otoczeniu. Teraz wystarczy tylko sprawdzi¢, czy wzér ten daje to co trzeba
we wspolrzednych. W tym celu trzeba obliczy¢ prawa strone na polach wspotrzednosciowych
X, = %. Jest to bardzo proste, poniewaz pola wspotrzednosciowe komutuja, znika wiec druga
suma we wzorze. Dalszy rachunek jest juz oczywisty.l]

Zobaczmy, jak wyglada rézniczka funkcji f, jednoformy 7 i dwuformy postaci dn wedlug
wzoru Cartana:

df(X)=Xf
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Rys. 23: Elie Cartan (1869-1951).
dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y])
Policzmy teraz ddn(X,Y, Z). Oczywiscie powinno wyjsé¢ zero:

— ddy(X.Y. 2) =

Jednokolorowe wyrazenia sie upraszczaja i zostaje

= —Xn([Y, Z]) + Yn([X, Z]) = Zn([X.Y])

+ 2D + (X, Y], Z]) = Y([X, Z]) —o([[X, 2], Y]) + X([Y. Z]) + (Y, Z], X]) =
Jednokolorowe znowu si¢ upraszczaja, teraz zostaje
Znikanie drugiej rézniczki jest wiec réwnowazne tozsamosci Jacobiego.

Niech ¢ : M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. DyskutowaliSmy juz cofniecie rézniczki
funkcji okreslone wzorem

prdf =d(foyp)
Zauwazmy, ze zachodzi

(¥"df)(v) = df(Te(v).
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Korzystajac z tej obserwacji mozna zdefiniowaé cofniecie dowolnej k-formy:
'wvy,...,vx) =w(Te(vy),. .., Te(v))
Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze
P aNp) =g ahes.
Jak zachowuje sie¢ cofniecie formy wzgledem rézniczki?

Fakt 7
d(¢*a) = ¢*(da)

Dowdd: Lokalnie kazda forma jest suma wyrazen postaci
Jdgi A+ Adgy.
Mamy wiec
@ (fdgi A -+ Adgi) = (f o p)(@dgr) A+ A (" dgr)
i
de*(fdgi A~ Adgg)] = d(f o) A (e dgi) A~ A(pdgr) = (©"df) A (¢*dgi) A+ A (¢ dg)

7, drugiej strony
d(fdgi A+~ Adgp) =df Adgy A+ Adgy

©*d(fdgi A--- Adge) = (@*df) A (pdgr) A=+ A ™ (dgr).

4.3 Formy zamkniete i zupelne.

Policzmy rézniczke nastepujacej formy rézniczkowej okreslonej na R? \ (0, 0)

a:ydx—xdy
x? 4 y?
2 2 _ 9,2 2 2 _ 9.2
da:x+2y—2ydy/\dx—x+2y—2xdx/\dy:
(22 +y?) (22 +y?)
22 — 2 y? — 2 22 — g2 +y? — 22

Okazuje sie wiec, ze forma ewidentnie niezerowa, majgca wspoélczynniki wyrazajace sie dosé
skomplikowanymi wzorami i nie bedace statymi funkcjami ma roézniczke réwng zero. Juz wiemy,
ze tak powinno by¢ jesli forma « jest zupetla, to znaczy jesli « = df dla pewnej funkcji
f : R?*\ (0,0) — R. Sprébujmy zmalez¢é taka funkcje. Dla form okreslonych na catym R?
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