
4.2 Róøniczka zewnÍtrzna
W poprzednich rozdzia≥ach uøywaliúmy specjalnego oznaczenia na zbiór g≥adkich ciÍÊ wiπzki
stycznej X (M). Wygodnie jest takøe wprowadziÊ oznaczenie na zbiór g≥adkich ciÍÊ wiπzki ·kfiM
k-kowektorów: k(M). Funkcje g≥adkie na romaiotúci M uwaøaÊ bÍdziemy za zero-formy, tzn.
0(M) = CŒ(M) a iloczyn zewnÍtrzny 0-formy i k-formy to po prostu mnoøenie k-formy przez
funkcjÍ.

Fakt 4 Operator liniowy
d : k(M) ≠æ k+1(M)

spe≥niajπcy nastÍpujπce warunki: (1) d w dzia≥aniu na 0-formy jest równy zdefiniowanej wcze-
úniej róøniczce funkcji; (2) jeúli – œ k(M) i — œ l(M) to d(– · —) = d– · — + (≠1)k– · d—;
(3) d 2 = 0, tzn d(d–) = 0 dla dowolnej formy –, jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowód: Za≥óømy, øe operator d istnieje. Wówczas warunek (2) pozwala go zadaÊ jedynie na 0-
formach i 1-formach, poniewaø wszystkie inne wyprodukujemy korzystajπc z liniowoúci i regu≥y
Leibniza (czyli w≥aúnie warunku (2)). Na 0-formach wartoúÊ d jest okreúlona przez warunek (1).
Kaøda 1-forma jest kombinacjπ liniowπ wyraøeÒ postaci fdg, gdzie f, g sπ funkcjami g≥adkimi.
Uøywajπc wiÍc (2) i (3) dostajemy

d(fdg) = df · dg + fddg = df · dg.
⇤
Fakt 5 Operator d istnieje.

Dowód:W dziedzinie O lokalnego uk≥adu wspó≥rzÍdnych (xi) dzia≥anie d zadamy wzorem „we
wspó≥rzÍdnych”. Ze wzglÍdu na liniowoúÊ wystarczy wiedzieÊ jak dzia≥a d na formÍ – postaci
a(x)dxi1 · dxi2 · · · · · dxik :

d(a(x)dxi1 ·dxi2 · · · ··dxik) = da·dxi1 ·dxi2 · · · ··dxik =
nÿ

j=1

ˆa

ˆxj
dxj·dxi1 ·dxi2 · · · ··dxik .

Pozostaje sprawdziÊ w≥asnoúci (1)-(3). Warunek (1) jest spe≥niony automatycznie, warunek (2)
sprawdzamy rachunkiem: Weümy

– = adxi1 · dxi2 · · · · · dxik , — = bdxj1 · dxj2 · · · · · dxjl ,
gdzie a i b sπ funkcjami we wspó≥rzÍdnych (xi), wtedy

– · — = abdxi1 · dxi2 · · · · · dxik · dxj1 · dxj2 · · · · · dxjl .
Aplikujemy operator d:

d(– · —) = d(ab) · dxi1 · dxi2 · · · · · dxik · dxj1 · dxj2 · · · · · dxjl =
(adb+ bda) · dxi1 · dxi2 · · · · · dxik · dxj1 · dxj2 · · · · · dxjl =
adb · dxi1 · dxi2 · · · · · dxik · dxj1 · dxj2 · · · · · dxjl+
bda · dxi1 · dxi2 · · · · · dxik · dxj1 · dxj2 · · · · · dxjl =
1
da · dxi1 · dxi2 · · · · · dxik

2
·
1
bdxj1 · dxj2 · · · · · dxjl

2
+

(≠1)k
1
adxi1 · dxi2 · · · · · dxik

2
·
1
db · dxj1 · dxj2 · · · · · dxjl

2
=

d– · — + (≠1)k– · d—
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Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdziÊ dla funkcji:

ddf = d
A
nÿ

i=1

ˆf

ˆxi
dxi
B

=
nÿ

j=1

nÿ

i=1

ˆ2f

ˆxiˆxj
dxj · dxi =

ÿ

i<j

A
ˆ2f

ˆxiˆxj
≠ ˆ2f

ˆxjˆxi

B

dxj · dxi = 0

Ostatnia równoúÊ wynika z równoúci drugich pochodnych czπstkowych mieszanych dla funkcji
g≥adkich. Zachowania za wzglÍdu na zamianÍ zmiennych nie musimy sprawdzaÊ, gdyø mamy
jednoznacznoúÊ ⇤
Zanim zag≥Íbimy siÍ dalej w teoriÍ zróbmy kilka przyk≥adów:

Przyk≥ad 15 ZnaleüÊ dA, jeúli A œ 1(R3)

A = Axdx+ Aydy + Azdz

dA = d(Axdx+ Aydy + Azdz) = d(Axdx) + d(Aydy) + d(Azdz) =
A
ˆAx
ˆx
dx+

ˆAx
ˆy
dy +

ˆAx
ˆz
dz
B

· dx+
A
ˆAy
ˆx
dx+

ˆAy
ˆy
dy +

ˆAy
ˆz
dz
B

· dy+
A
ˆAz
ˆx
dx+

ˆAz
ˆy
dy +

ˆAz
ˆz
dz
B

· dz =

ˆAx
ˆx
dx · dx+ ˆAx

ˆy
dy · dx+ ˆAx

ˆz
dz · dx+

ˆAy
ˆx
dx · dy + ˆAy

ˆy
dy · dy + ˆAy

ˆz
dz · dy+

ˆAz
ˆx
dx · dz + ˆAz

ˆy
dy · dz + ˆAz

ˆz
dz · dz =

Wyrazy szare znikajπ, gdyø zawierajπ iloczyn zewnÍtrzny powtarzajπcych siÍ kowektorów. Po-
zosta≥e wyrazy jednokolorowe moøna dodaÊ, zmieniajπc ewentualnie kolejnosÊ mnoøenia ze-
wnetrznego. Otrzymujemy wiÍc

dA =
A
ˆAy
ˆx
≠ ˆAx
ˆy

B

dx · dy +
A
ˆAx
ˆz
≠ ˆAz
ˆx

B

dz · dx+
A
ˆAz
ˆy
≠ ˆAy
ˆz

B

dy · dz.

Czy wspó≥czynniki przy 2-kowektorach bazowych czegoú nie przypominajπ? ˙

Przyk≥ad 16 ZnaleüÊ dÊ, jeúli Ê œ 1(R2 \ {(0, 0)})

Ê =
xdy ≠ ydx
x2 + xy + y2
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dÊ = d
A

1
x2 + xy + y2

B

· (xdy ≠ ydx) + 1
x2 + xy + y2

d(xdy ≠ ydx) =

=
(≠1)

(x2 + xy + y2)2
[(2x+ y)dx+ (2y + x)dy)] · (xdy ≠ ydx)+

+
1

x2 + xy + y2
(dx · dy ≠ dy · dx) =

=
(≠1)

(x2 + xy + y2)2
[(2x2 + xy)dx · dy ≠ (2y2 + xy)dy · dx] + 2

x2 + xy + y2
dx · dy =

=
A
(≠1)(2x2 + 2xy + 2y2)
(x2 + xy + y2)2

+
2

x2 + xy + y2

B

dx · dy = 0

˙

Przyk≥ad 17 ZnaleüÊ d—, jeúli — œ 1(R3 \ {(0, 0, 0)})

— =
1Ô
x2 + y2

1
xzdx+ yzdy + (x2 + y2)dz

2

d— = d
A
xzÔ
x2 + y2

dx
B

+ d
A
yzÔ
x2 + y2

dy
B

+ d(
Ò
x2 + y2dz) =

=
xÔ
x2 + y2

dz · dx+ ≠2xyz
Ô
x2 + y23

dy · dx+ yÔ
x2 + y2

dz · dy + ≠2xyz
Ô
x2 + y23

dx · dy+

1
2
Ô
x2 + y2

(2xdx+ 2ydy) · dz =

czerwone sk≥adniki siÍ upraszczajπ i otrzymujemy

d— =
xÔ
x2 + y2

(dz · dx+ dx · dz) + yÔ
x2 + y2

(dz · dy + dy · dz) = 0.

˙

Przy okazji powyøszych rachunków okaza≥o siÍ, øe istniejπ niezerowe (i ca≥kiem skompliko-
wane) formy, których róøniczka jest zero. UøywaÊ bÍdziemy nastÍpujπcych nazw: jeúli d– = 0,
to – nazywa siÍ formπ zamkniÍtπ, jeúli – = d—, to – jest formπ zupe≥nπ. Kaøda forma zupe≥na
jest zamkniÍta. Czy jest teø odwrotnie? Odpowiedü na to pytanie odk≥adamy na nieodleg≥π
przysz≥oúÊ.
Oprócz wzoru „na wspó≥rzÍdnych” oraz niekonstruktywnej definicji poprzez w≥asnoúci, ma-

my takøe wzór na róøniczkÍ formy wyraøonπ za pomocπ jej wartoúci na uk≥adzie pól wektoro-
wych. Wzór ten pokazuje zwiπzek róøniczkowania form z nawiasem Liego pól wektorowych:

Fakt 6 (Wzór Cartana) Jeúli X1, X2, . . . , Xk+1 œ X (M) oraz Ê œ k(M), to

dÊ(X1, X2, . . . , Xk+1) =
kÿ

i=1
(≠1)k≠1X iÊ(X1, . . . X̌i . . . , Xk+1)+

+
ÿ

i<j

(≠1)i+jÊ([Xi, Xj], X1, . . . X̌i . . . X̌j . . . , Xk+1)

Symbol X̌i oznacza „opuszczony” element uk≥adu pól wektorowych.
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Dowód: Sprawdümy przede wszystkim, czy powyøszy wzór na dÊ okreúla rzeczywiúcie k +
1-formÍ. Na oko widaÊ, øe wyraøenie po prawej stronie jest liniowe ze wzglÍdu na kaødy z
argumentów, antysymetriÍ teø doúÊ ≥atwo sprawdziÊ. Trzeba jeszcze jednak zwróciÊ uwagÍ na
to, czy wartoúÊ prawej strony zaleøy jedynie od wartoúci pól w punkcie a nie na przyk≥ad
takøe od pochodnych tych pól. Na pierwszy rzut oka pochodne mogπ byÊ zaangaøowane, gdyø
we wzorze wystÍpuje nawias pól a takøe dzia≥anie pola na funkcjÍ skonstruowanπ z formy i
pozosta≥ych pól. SprawdziÊ to moøna na przyk≥ad badajπc jak zachowuje siÍ prawa strona,
kiedy jedno z pól pomnoøymy przez funkcjÍ. Ze wzglÍdu na antysymetriÍ wystarczy pomnoøyÊ
pierwsze pole. Jeúli rzeczywiúcie wzór okreúla (k + 1)-formÍ, to powinniúmy otrzymaÊ wzór

dÊ(fX1, X2, . . . , Xk+1) = fdÊ(X1, X2, . . . , Xk+1),

czyli øadnego róøniczkowania funkcji !!! Sprawdzamy: Gdy w pierwszej sumie weümiemy i = 1,
otrzymamy

fX1Ê(X2, . . . , Xk+1),

gdy i > 1

(≠1)i≠1XiÊ(fX1, . . . X̌i . . . , Xk+1) =
(≠1)i≠1XifÊ(X1, . . . X̌i . . . , Xk+1) =

(≠1)i≠1
1
(Xif)Ê(X1, . . . X̌i . . . , Xk+1) + fXiÊ(X1, . . . X̌i . . . , Xk+1)

2
.

Sk≥adnik zaznaczony na czerwono jest niepoøπdany, gdyø zwiera róøniczkowanie funkcji f .
Sprawdzamy kolejne sk≥adniki. W drugiej sumie, gdy i ”= 1 mamy

(≠1)i+jÊ([Xi, Xj], fX1, . . . X̌i . . . X̌j . . . , Xk+1) = (≠1)i+jfÊ([Xi, Xj], X1, . . . X̌i . . . X̌j . . . , Xk+1)

Jeúli jednak i = 1 to nawias przyjmuje postaÊ

[fX1, Xj] = f [X1, Xj]≠ (Xjf)X1,

co po wstawieniu „pod Ê” daje

(≠1)1+jÊ(f [X1, Xj]≠ (Xjf)X1, X2, . . . X̌j . . . , Xk+1) =
(≠1)1+jfÊ([X1, Xj], X2, . . . X̌j . . . , Xk+1)≠ (≠1)1+j(Xjf)Ê(X1, X2 . . . X̌j . . . , Xk+1)

Kolejne wyraøenie na czerwono teø jest niepoøπdane, gdyø zawiera róøniczkowanie funkcji. Jed-
nak oba czerwone sk≥adniki róøniπ siÍ znakiem (dla i = j) zatem uproszczπ siÍ w wyraøeniu
po prawej stronie wzoru Cartana. Wyraøenie to zaleøy wiÍc tylko od wartoúci pól w punkcie
a nie w pewnym otoczeniu. Teraz wystarczy tylko sprawdziÊ, czy wzór ten daje to co trzeba
we wspó≥rzÍdnych. W tym celu trzeba obliczyÊ prawπ stronÍ na polach wspó≥rzÍdnoúciowych
Xi = ˆ

ˆxi
. Jest to bardzo proste, poniewaø pola wspó≥rzÍdnoúciowe komutujπ, znika wiÍc druga

suma we wzorze. Dalszy rachunek jest juø oczywisty.⇤
Zobaczmy, jak wyglπda róøniczka funkcji f , jednoformy ÷ i dwuformy postaci d÷ wed≥ug

wzoru Cartana:
df(X) = Xf
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Rys. 23: Élie Cartan (1869-1951).

d÷(X, Y ) = X÷(Y )≠ Y ÷(X)≠ ÷([X, Y ])
Policzmy teraz dd÷(X, Y, Z). Oczywiúcie powinno wyjúÊ zero:

0 = dd÷(X, Y, Z) =
Xd÷(Y, Z)≠ Y d÷(X,Z) + Zd÷(X, Y )≠ d÷([X, Y ], Z) + d÷([X,Z], Y )≠ d÷([Y, Z], X) =

X (Y ÷(Z)≠ Z÷(Y )≠ ÷([Y, Z]))
≠ Y (X÷(Z)≠ Z÷(X)≠ ÷([X,Z]))
+ Z (X÷(Y )≠ Y ÷(X)≠ ÷([X, Y ]))

≠ [X, Y ]÷(Z) + Z÷([X, Y ]) + ÷([[X, Y ], Z])
+ [X,Z]÷(Y )≠ Y ÷([X,Z])≠ ÷([[X,Z], Y ])

≠ [Y, Z]÷(X) +X÷([Y, Z]) + ÷([[Y, Z], X]) =

Jednokolorowe wyraøenia siÍ upraszczajπ i zostaje

= ≠X÷([Y, Z]) + Y ÷([X,Z])≠ Z÷([X, Y ])
+ Z÷([X, Y ]) + ÷([[X, Y ], Z])≠ Y ÷([X,Z])≠ ÷([[X,Z], Y ]) +X÷([Y, Z]) + ÷([[Y, Z], X]) =

Jednokolorowe znowu siÍ upraszczajπ, teraz zostaje

= ÷([[X, Y ], Z]≠ [[X,Z], Y ] + [[Y, Z], X])

Znikanie drugiej róøniczki jest wiÍc równowaøne toøsamoúci Jacobiego.

Niech Ï :M æ N bÍdzie odwzorowaniem g≥adkim. Dyskutowaliúmy juø cofniÍcie róøniczki
funkcji okreúlone wzorem

Ïúdf = d(f ¶ Ï).
Zauwaømy, øe zachodzi

(Ïúdf)(v) = df(TÏ(v).
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Korzystajπc z tej obserwacji moøna zdefiniowaÊ cofniÍcie dowolnej k-formy:

ÏúÊ(v1, . . . , vk) = Ê(TÏ(v1), . . . ,TÏ(vk))

£atwo sprawdziÊ bezpoúrednim rachunkiem, øe

Ïú(– · —) = Ïú– · Ïú—.

Jak zachowuje siÍ cofniÍcie formy wzglÍdem róøniczki?

Fakt 7
d(Ïú–) = Ïú(d–)

Dowód: Lokalnie kaøda forma jest sumπ wyraøeÒ postaci

fdg1 · · · · · dgk.

Mamy wiÍc
Ïú(fdg1 · · · · · dgk) = (f ¶ Ï)(Ïúdg1) · · · · · (Ïúdgk)

i

d[Ïú(fdg1 · · · · · dgk)] = d(f ¶ Ï) · (Ïúdg1) · · · · · (Ïúdgk) = (Ïúdf) · (Ïúdg1) · · · · · (Ïúdgk)

Z drugiej strony
d(fdg1 · · · · · dgk) = df · dg1 · · · · · dgk

i
Ïúd(fdg1 · · · · · dgk) = (Ïúdf) · (Ïúdg1) · · · · · Ïú(dgk).

⇤

4.3 Formy zamkniÍte i zupe≥ne.
Policzmy róøniczkÍ nastÍpujπcej formy róøniczkowej okreúlonej na R2 \ (0, 0)

– =
ydx≠ xdy
x2 + y2

d– =
x2 + y2 ≠ 2y2
(x2 + y2)

dy · dx≠ x
2 + y2 ≠ 2x2
(x2 + y2)

dx · dy =

x2 ≠ y2
(x2 + y2)

dy · dx+ y
2 ≠ x2
(x2 + y2)

dy · dx = x
2 ≠ y2 + y2 ≠ x2
(x2 + y2)

dy · dx = 0

Okazuje siÍ wiÍc, øe forma ewidentnie niezerowa, majπca wspó≥czynniki wyraøajπce siÍ doúÊ
skomplikowanymi wzorami i nie bÍdπce sta≥ymi funkcjami ma róøniczkÍ równπ zero. Juø wiemy,
øe tak powinno byÊ jeúli forma – jest zupe≥na, to znaczy jeúli – = df dla pewnej funkcji
f : R2 \ (0, 0) æ R. Spróbujmy zmaleüÊ takπ funkcjÍ. Dla form okreúlonych na ca≥ym R2
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