
Korzystajπc z tej obserwacji moøna zdefiniowaÊ cofniÍcie dowolnej k-formy:

ÏúÊ(v1, . . . , vk) = Ê(TÏ(v1), . . . ,TÏ(vk))

£atwo sprawdziÊ bezpoúrednim rachunkiem, øe

Ïú(– · —) = Ïú– · Ïú—.

Jak zachowuje siÍ cofniÍcie formy wzglÍdem róøniczki?

Fakt 7
d(Ïú–) = Ïú(d–)

Dowód: Lokalnie kaøda forma jest sumπ wyraøeÒ postaci

fdg1 · · · · · dgk.

Mamy wiÍc
Ïú(fdg1 · · · · · dgk) = (f ¶ Ï)(Ïúdg1) · · · · · (Ïúdgk)

i

d[Ïú(fdg1 · · · · · dgk)] = d(f ¶ Ï) · (Ïúdg1) · · · · · (Ïúdgk) = (Ïúdf) · (Ïúdg1) · · · · · (Ïúdgk)

Z drugiej strony
d(fdg1 · · · · · dgk) = df · dg1 · · · · · dgk

i
Ïúd(fdg1 · · · · · dgk) = (Ïúdf) · (Ïúdg1) · · · · · Ïú(dgk).

⇤

4.3 Formy zamkniÍte i zupe≥ne.
Policzmy róøniczkÍ nastÍpujπcej formy róøniczkowej okreúlonej na R2 \ (0, 0)

– =
ydx≠ xdy
x2 + y2

d– =
x2 + y2 ≠ 2y2
(x2 + y2)

dy · dx≠ x
2 + y2 ≠ 2x2
(x2 + y2)

dx · dy =

x2 ≠ y2
(x2 + y2)

dy · dx+ y
2 ≠ x2
(x2 + y2)

dy · dx = x
2 ≠ y2 + y2 ≠ x2
(x2 + y2)

dy · dx = 0

Okazuje siÍ wiÍc, øe forma ewidentnie niezerowa, majπca wspó≥czynniki wyraøajπce siÍ doúÊ
skomplikowanymi wzorami i nie bÍdπce sta≥ymi funkcjami ma róøniczkÍ równπ zero. Juø wiemy,
øe tak powinno byÊ jeúli forma – jest zupe≥na, to znaczy jeúli – = df dla pewnej funkcji
f : R2 \ (0, 0) æ R. Spróbujmy zmaleüÊ takπ funkcjÍ. Dla form okreúlonych na ca≥ym R2
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i majπcych znikajπcπ róøniczkÍ procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglÍdnie
prosta: Niech — = f(x, y)dx + g(x, y)dy bÍdzie g≥adkπ formπ na R2 takπ, øe d— = 0. Co to
oznacza dla wspó≥czynników f i g:

d— =
ˆf

ˆy
dy · dx+ ˆg

ˆx
dx · dy =

A
ˆg

ˆx
≠ ˆf
ˆy

B

dx · dy

d— = 0 ≈∆ ˆg

ˆx
=
ˆf

ˆy

Niech teraz (x0, y0) bÍdzie dowolnym punktem R2. Funkcja

h(x, y) =
⁄
x

x0

f(t, y0)dt+
⁄
y

y0

g(x, t)dt

jest g≥adkπ funkcjπ na R2, ponadto

dh(x, y) =
ˆ

ˆx

3⁄
x

x0

f(t, y0)dt+
⁄
y

y0

g(x, t)dt
4
dx+

ˆ

ˆy

3⁄
x

x0

f(t, y0)dt+
⁄
y

y0

g(x, t)dt
4
dy =

A

f(x, y0) +
⁄
y

y0

ˆg

ˆx
(x, t)dt

B

dx+ g(x, y)dy =
A

f(x, y0) +
⁄
y

y0

ˆf

ˆy
(x, t)dt

B

dx+ g(x, y)dy =

(f(x, y0) + f(x, y)≠ f(x, y0)) dx+ g(x, y)dy = —

W powyøszym rachunku skorzystaliúmy z równoúci pochodnych czπstkowych funkcji f i g. O
powyøszej procedurze moøna myúleÊ jak o ca≥kowaniu formy — po ≥amanej sk≥adajπcej siÍ z
odcinków od (x0, y0) do (x, y0) i dalej od (x, y0) do (x, y). Na kolejnych wyk≥adach mówiÊ bÍ-
dziemy o ca≥kowaniu form i wtedy okaøe siÍ, øe jest to dok≥adnie to. Na razie jednak powyøsze
ca≥ki moøna ca≥kowaÊ jako ca≥ki z parametrem. Wynik ca≥kowania jest funkcjπ punktu koÒco-
wego. Poniewaø przepis dotarcia do punktu koÒcowego jest jednoznacznie okreúlony (Rys. 24)
dostajemy dobrze okreúlonπ funkcjÍ. W≥asnoúci ca≥ek zapewniajπ g≥adkoúÊ tej funkcji. Funk-

(x0, y0)

(x, y)

Rys. 24: Konstrukcja funkcji pierwotnej

cjÍ h nazwiemy funkcjπ pierwotnπ formy —. Ze wzglÍdu na dowolnoúÊ wyboru (x0, y0) funkcji
pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy — róøniπ siÍ o funkcjÍ, której
róøniczka jest równa 0, czyli o funkcjÍ sta≥π.
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(x0, y0)

b
a

Rys. 25: Problemy z konstrukcjπ funkcji pier-
wotnej.

Spróbujmy tak samo znaleüÊ funkcjÍ pierwotnπ formy –. Napotkamy tutaj problem przed-
stawiony na rysunku 25. Do punktu b nie moøemy dojúÊ „wed≥ug przepisu” poniewaø musieli-
byúmy przejúÊ przez punkt w którym forma nie jest okreúlona. Nie da siÍ wiÍc policzyÊ jednej
z ca≥ek wystÍpujπcych we wzorze. Moøna spróbowaÊ obejúÊ ten problem definiujπc bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kaødego z punktów. Jeúli np. (x0, y0) = (≠1, 0) mo-
øemy ustanowiÊ nastÍpujπcπ zasadÍ: do punktów w górnej pó≥p≥aszczyünie dochodzimy idπc
najpierw w górÍ potem poziomo, a w dolnej najpierw w dó≥, potem poziomo (Rys. 26). Co

a

b

Rys. 26: A moøe tak?

jednak zrobiÊ z punktami na dodatniej pó≥osi poziomej? Okazuje siÍ, øe nie da siÍ wymyúleÊ
takiego przepisu, øeby funkcja pierwotna okreúlona by≥a takøe w punktach pó≥osi poziomej
dodatniej i jednoczeúnie by≥a ciπg≥a. Jeúli na przyk≥ad a = (1, ‘) a b = (1,≠‘), to zgodnie
opisanym powyøej przepisem

h(a) = arctan(‘) + 2 arctan(1/‘), h(b) = ≠ arctan(‘)≠ 2 arctan(1/‘).

Gdy ‘ dπøy do zera granica „od góry” jest fi a od do≥u ≠fi. Moøe jednak tak jest üle, bo
zmniejszanie epsilona oznacza, øe trzeba w granicy przejúÊ przez niedozwolony punkt. Co zmieni
siÍ, jeúli droga bÍdzie wyglπda≥a tak jak na rysunku 27? Droga od góry to

h(a) = arctan(1) + arctan(1)≠ arctan(≠1)≠ arctan(‘) + arctan(1) = fi ≠ arctan(‘)
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a

b

Rys. 27: Jeszcze jedna próba.

a droga od do≥u

h(b) = ≠ arctan(1)≠ arctan(1) + arctan(≠1) + arctan(‘)≠ arctan(1) = ≠fi + arctan(‘)

Gdy zmniejszamy epsilon droga od góry daje w granicy wartoúÊ fi, a od do≥u ≠fi. Konstruujπc
funkcjÍ pierwotnπ do — napotykamy wciπø na trudnoúci. Uzasadnijmy ostatecznie, øe zrobiÊ siÍ
tego nie da. Naj≥atwiej bÍdzie uøyÊ dwóch uk≥adów wspó≥rzÍdnych typu biegunowego. Proste
rachunki pokazujπ, øe w uk≥adzie wspó≥rzÍdnych (r,Ï) takim, øe r > 0 i Ï œ]0, 2fi[, x = r cosÏ,
y = r sinÏ okreúlonym na obszarze R2\{(t, 0), t ˇ 0} otrzymujemy — = ≠dÏ. Jedna z moøliwych
funkcji pierwotnych (w tym obszarze) to h0(r,Ï) = ≠Ï. Podobny uk≥ad wspó≥rzÍdnych moøemy
zadaÊ tymi samymi wzorami zastÍpujπc r przez r̃ i Ï przez Ï̃ w obszarze R2 \ {(t, 0), t ˛ 0} dla
Ï̃ œ]≠fi, fi[. Znowu — = ≠dÏ̃ i jedna z moøliwych funkcji pierwotnych ma postaÊ h1(r̃, Ï̃) = ≠Ï̃.
Za≥óømy teraz, øe istnieje funkcja pierwotna f okreúlona na ca≥ej dziedzinie formy —. Funkcja ta
moøe róøniÊ siÍ od h0 i h1 w obszarze ich okreúlonoúci co najwyøej o sta≥π. Niech wiÍc f = h0+Ï0
i f = h1 + Ï1. Porównajmy wartoúci funkcji w punktach p = (0, 1) i q = (0,≠1).

h0(p) =
fi

2
, h0(q) =

3fi
2
, h1(p) =

fi

2
, h1(q) = ≠

fi

2

f(p) =
fi

2
+ Ï0 =

fi

2
+ Ï1 ∆ Ï0 = Ï1,

f(q) =
3fi
2
+ Ï0 = ≠

fi

2
+ Ï1 ∆ 2fi + Ï0 = Ï1

Porównanie wartoúci funkcji f w punktach q i p prowadzi do sprzecznoúci. Funkcja f pierwotna
do — na ca≥ej dziedzinie tej formy nie istnieje! Powyøszy przyk≥ad pokazuje teø, øe problem leøy
nie tyle w formie, co w obszarze na którym ta forma jest okreúlona.

Definicja 17 Mówimy, øe rozmaitoúÊ M jest úciπgalna do punktu x0 œM jeúli istnieje g≥adkie
odwzorowanie

H :M ◊ [0, 1] ≠æM

takie, øe
’x œM H(x, 1) = x, ’x œM H(x, 0) = x0.
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P≥aszczyzna R2 jest úciπgalna do zera:H(x, y, t) = (tx, ty) (i do kaødego innego punktu), zaú R2\
{(0, 0)} nie jest úciπgalna do øadnego punktu. Zwiπzek istnienia formy pierwotnej z kszta≥tem
obszaru wypowiedziany jest w poniøszym twierdzeniu nazywanym Lematem Poincaré:

Twierdzenie 4 Kaøda forma zamkniÍta na rozmaitoúci úciπgalnej jest zupe≥na.

Dowód: Zanim przejdziemy do w≥aúciwego dowodu twierdzenia potrzebujemy kilku ogólnych
obserwacji. Weümy odcinek I otwarty, zawierajπcy [0, 1], rozmaitoúÊ M i rodzinÍ odwzorowaÒ

it :M æM ◊ I, it(x) = (x, t).

Niech Ê bÍdzie jednoformπ na M ◊ I. Wiadomo, øe T(M ◊ I) = TM ◊ TI oraz Tú(M ◊ I) =
TúM ◊ TúI. JednoformÍ Ê moøna wiÍc zapisaÊ jako sumÍ

Ê = Ễ + fdt,

gdzie Ễ to odwzorowanie M ◊ I æ TúM zachowujπce projekcjÍ na M a f to funkcja na M ◊ I.
Odnotujmy takøe, øe

iú
t
Ê = Ễ(t, ·).

Uzasadnimy teraz, øe jeúli dÊ = 0 to iú1Ê ≠ iú0Ê jest zupe≥na. RóøniczkÍ dÊ wyraziÊ moøna za
pomocπ róøniczkowania w kierunku M i kierunku I oddzielnie. dÊ = dMÊ + dIÊ = dM Ễ +
dI Ễ + dMf · dt. Róøniczka dM Ễ nie zawiera czynnika dt. RóøniczkÍ dI Ễ interpretowaÊ moøna
nastÍpujπco. Skoro Ễ jest odwzorowaniem z M ◊ I w TúM zachowujπcym rzut na M , to dla
ustalonego x œ M odwzorowanie t ‘æ Ễ(x, t) jest krzywπ w przestrzeni wektorowej Tú

x
M .

Wektor styczny do tej krzywej dla kaødej wartoúci parametru moøe byÊ interpretowany jako
element tej samej przestrzeni wektorowej. Oznaczmy ten wektor przez ˆỄ

ˆt
. Róøniczka

dI Ễ = dt ·
ˆỄ

ˆt
.

Znikanie dÊ oznacza, øe

0 = dÊ = dM Ễ + dt ·
ˆỄ

ˆt
+ dMf · dt = dM Ễ +

A

dMf ≠
ˆỄ

ˆt

B

· dt

Pierwszy sk≥adnik nie zawiera dt, wiÍc znikanie róøniczki oznacza znikanie kaødego ze sk≥adni-
ków oddzielnie. W szczególnoúci

dMf =
ˆỄ

ˆt
.

Z definicji ca≥ki z funkcji o wartoúciach wektorowych mamy, øe

iú1Ê(x)≠ iú0Ê(x) = Ễ(x, 1)≠ Ễ(x, 0) =
⁄ 1

0

ˆỄ

ˆt
dt =

⁄ 1

0
(dMf)(x, t)dt = d(

⁄ 1

0
f(·, t)dt)(x)

Oznaczajπc

g(x) =
⁄ 1

0
f(x, t)dt

mamy
iú1Ê(x)≠ iú0Ê(x) = dg(x).
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Identyczny rachunek przeprowadziÊ moøna dla k-formy Ê.

Ê = Ễ + dt · ÷,

gdzie Ễ to rodzina k-form na M parametryzowana t a ÷ to podobna rodzina (k ≠ 1)-form.

dÊ = dM Ễ + dt ·
ˆỄ

ˆt
≠ dt · dM÷ = dM Ễ + dt ·

A
ˆỄ

ˆt
≠ dM÷

B

.

dÊ = 0 oznacza
ˆỄ

ˆt
= dM÷.

Niech teraz I : k(M ◊ I)æ k≠1(M) dane bÍdzie wzorem

I(Ê)(x) =
⁄ 1

0
÷(x, t)dt.

W szczególnoúci

I(dÊ) =
⁄ 1

0

A
ˆỄ

ˆt
≠ dM÷

B

dt =
⁄ 1

0

ˆỄ

ˆt
≠
⁄ 1

0
(dM÷)dt = Ễ(1, ·)≠ Ễ(0, ·)≠ d

3⁄ 1

0
÷dt
4
.

I(dÊ) + d(I(Ê)) = iú1Ê(x)≠ iú0Ê(x)

Oczywiúcie gdy dÊ = 0 to
iú1Ê(x)≠ iú0Ê(x) = d(I(Ê)).

Przejdümy teraz do w≥aúciwego dowodu lematu. Niech M bÍdzie rozmaitoúciπ úciπgalnπ do
punktu x0 i niech H bÍdzie odpowiednim odwzorowaniem úciπgniÍcia

H :M ◊ I æM.

Weümy takøe zamkniÍtπ formÍ –. Oczywiúcie skoro d– = 0 to takøe dHú– = 0. Zgodnie wiÍc
powyøszymi rachunkami

iú1H
ú–≠ iú0Hú– = d(I(Hú–)).

Pierwszy ze sk≥adników to
iú1H

ú– = (H ¶ i1)úÊ = Ê,

bo H z≥oøone z i1 jest identycznoúciπ. W drugim sk≥adniku z≥oøenie (H¶i0) jest odwzorowaniem
sta≥ym: (H ¶ i0)(x) = x0. CofniÍcie formy odwzorowaniem sta≥ym jest zerowe, zatem

iú0H
ú– = (H ¶ i0)úÊ = 0.

Ostatecznie
Ê = d(I(Hú–)).

⇤
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