Korzystajac z tej obserwacji mozna zdefiniowaé cofniecie dowolnej k-formy:
'wvy,...,vx) =w(Te(vy),. .., Te(v))
Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze
P aNp) =g ahes.
Jak zachowuje sie¢ cofniecie formy wzgledem rézniczki?

Fakt 7
d(¢*a) = ¢*(da)

Dowdd: Lokalnie kazda forma jest suma wyrazen postaci
Jdgi A+ Adgy.
Mamy wiec
@ (fdgi A -+ Adgi) = (f o p)(@dgr) A+ A (" dgr)
i
de*(fdgi A~ Adgg)] = d(f o) A (e dgi) A~ A(pdgr) = (©"df) A (¢*dgi) A+ A (¢ dg)

7, drugiej strony
d(fdgi A+~ Adgp) =df Adgy A+ Adgy

©*d(fdgi A--- Adge) = (@*df) A (pdgr) A=+ A ™ (dgr).

4.3 Formy zamkniete i zupelne.

Policzmy rézniczke nastepujacej formy rézniczkowej okreslonej na R? \ (0, 0)

a:ydx—xdy
x? 4 y?
2 2 _ 9,2 2 2 _ 9.2
da:x+2y—2ydy/\dx—x+2y—2xdx/\dy:
(22 +y?) (22 +y?)
22 — 2 y? — 2 22 — g2 +y? — 22

Okazuje sie wiec, ze forma ewidentnie niezerowa, majgca wspoélczynniki wyrazajace sie dosé
skomplikowanymi wzorami i nie bedace statymi funkcjami ma roézniczke réwng zero. Juz wiemy,
ze tak powinno by¢ jesli forma « jest zupetla, to znaczy jesli « = df dla pewnej funkcji
f : R?*\ (0,0) — R. Sprébujmy zmalez¢é taka funkcje. Dla form okreslonych na catym R?
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i majacych znikajaca rozniczke procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglednie
prosta: Niech 3 = f(x,y)dz + g(z,y)dy bedzie gladka forma na R? taka, ze d3 = 0. Co to
oznacza dla wspotczynnikow f i g:

_9f 9 _ (99 _9f
dg = aydy/\d:chrmjdac/\dy— (0;6 8y> dz A dy

dg _of

d3 = o _Y

6=0 — o~ ay

Niech teraz (xg,y) bedzie dowolnym punktem R?. Funkcja

hay) = [ f(t)dt+ [ gla.

0 Yo
jest gtadka funkcja na R?, ponadto

Y

dh(z,y) = aé; (/:f(t,yo)dt + yg(m,t)dt) dz + ;y (/ F(t,yo)dt +/ g(x,t)dt) dy —

0 Yo 0 Yo

v 0
() + [ ety -+t -

Yo

(f(x, Yo) + ’ gf(x,t)dt> dx + g(z,y)dy =
yo OY

(f(xvyO) + f(x,y) - f(I,yO))dl’ +g(l’,y)dy - 6

W powyzszym rachunku skorzystaliSmy z réwnosci pochodnych czastkowych funkcji f i g. O
powyzszej procedurze mozna mysle¢ jak o catkowaniu formy ( po tamanej sktadajacej sie z
odcinkéw od (xg, yo) do (x,yp) i dalej od (z,yo) do (z,y). Na kolejnych wyktadach méwi¢ be-
dziemy o catkowaniu form i wtedy okaze sie, ze jest to dokladnie to. Na razie jednak powyzsze
catki mozna catkowaé jako catki z parametrem. Wynik catkowania jest funkcja punktu konco-
wego. Poniewaz przepis dotarcia do punktu koncowego jest jednoznacznie okreslony (Rys. 24)
dostajemy dobrze okreslona funkcje. Wtasnosci catek zapewniaja gtadkosé tej funkeji. Funk-

(x;y)

(l’ozyo)

Rys. 24: Konstrukcja funkcji pierwotne;j

cje h nazwiemy funkcjqg pierwotng formy (. Ze wzgledu na dowolno$é wyboru (zg,yo) funkcji
pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy 3 réznia sie o funkcje, ktorej
rozniczka jest réwna 0, czyli o funkcje stala.
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(l'oa‘yo)

Rys. 25: Problemy z konstrukcja funkcji pier-
wotnej.

Sprobujmy tak samo znalezé funkcje pierwotng formy «. Napotkamy tutaj problem przed-
stawiony na rysunku 25. Do punktu b nie mozemy dojs¢ ,wedtug przepisu” poniewaz musieli-
bysmy przej$¢ przez punkt w ktérym forma nie jest okreslona. Nie da sie wiec policzy¢ jednej
z calek wystepujacych we wzorze. Mozna sprobowaé obej$¢ ten problem definiujac bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kazdego z punktéw. Jesli np. (zo,y0) = (—1,0) mo-
zemy ustanowi¢ nastepujaca zasade: do punktéw w gornej potptaszezyznie dochodzimy idac
najpierw w gére potem poziomo, a w dolnej najpierw w dét, potem poziomo (Rys. 26). Co

o’

Rys. 26: A moze tak?

jednak zrobi¢ z punktami na dodatniej pétosi poziomej? Okazuje sie, ze nie da sie wymyslec¢
takiego przepisu, zeby funkcja pierwotna okreslona byta takze w punktach poétosi poziomej
dodatniej i jednoczes$nie byta ciggta. Jesli na przyktad a = (1,¢) a b = (1, —¢), to zgodnie
opisanym powyzej przepisem

h(a) = arctan(e) + 2 arctan(1/e), h(b) = — arctan(e) — 2 arctan(1/e).

Gdy € dazy do zera granica ,od gory” jest m a od dotu —m. Moze jednak tak jest Zle, bo
zmniejszanie epsilona oznacza, ze trzeba w granicy przejs¢ przez niedozwolony punkt. Co zmieni
sie, jesli droga bedzie wygladalta tak jak na rysunku 277 Droga od goéry to

h(a) = arctan(1) 4+ arctan(1) — arctan(—1) — arctan(e) + arctan(1) = 7 — arctan(e)
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Rys. 27: Jeszcze jedna proba.

a droga od dotu
h(b) = — arctan(1) — arctan(1) + arctan(—1) + arctan(e) — arctan(1) = —m + arctan(e)

Gdy zmniejszamy epsilon droga od géry daje w granicy wartosé m, a od dotu —n. Konstruujac
funkcje pierwotng do § napotykamy wcigz na trudnosci. Uzasadnijmy ostatecznie, ze zrobi¢ sie
tego nie da. Najlatwiej bedzie uzy¢ dwoch uktadéw wspodtrzednych typu biegunowego. Proste
rachunki pokazuja, ze w uktadzie wspotrzednych (r, ¢) takim, ze r > 01 ¢ €]0, 27, z = r cos ¢,
y = rsin ¢ okreslonym na obszarze R*\{(¢,0), ¢ > 0} otrzymujemy 3 = —dyp. Jedna z mozliwych
funkcji pierwotnych (w tym obszarze) to ho(r, ¢) = —¢. Podobny ukltad wspotrzednych mozemy
zada¢ tymi samymi wzorami zastepujac r przez 7 i ¢ przez ¢ w obszarze R*\ {(¢,0),¢ < 0} dla
@ €|—m, 7[. Znowu § = —d@ i jedna z mozliwych funkcji pierwotnych ma postaé hy (7, @) = —@.
Zaloézmy teraz, ze istnieje funkcja pierwotna f okreslona na catej dziedzinie formy 3. Funkcja ta
moze r6znic si¢ od hg i hy w obszarze ich okreslonosci co najwyzej o stata. Niech wiec f = hg+pq
i f = hy + 1. Por6wnajmy wartosci funkcji w punktach p = (0,1) i ¢ = (0, —1).

™ 3 ™ T
hO(p)*? ho(Q)*ja hl(ﬁ)*? hl(Q)*—g
T T
f(p):§+soo:§+sol = @y = 1,
3T T
f(Q)=7+90o=—§+901 = 27+ o = 1

Poréwnanie wartosci funkcji f w punktach g i p prowadzi do sprzecznosci. Funkcja f pierwotna
do [ na calej dziedzinie tej formy nie istnieje! Powyzszy przyktad pokazuje tez, ze problem lezy
nie tyle w formie, co w obszarze na ktéorym ta forma jest okreslona.

Definicja 17 Moéwimy, ze rozmaitosé M jest Sciggalna do punktu xzo € M jedli istnieje gladkie
odwzorowanie

H:Mx|[0,1] — M

takie, ze
Vee M H(x,1) =z, Ve e M H(z,0) = .
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Plaszczyzna R? jest $ciagalna do zera: H(z,y,t) = (tz, ty) (i do kazdego innego punktu), zas R?\
{(0,0)} nie jest Sciagalna do zadnego punktu. Zwiazek istnienia formy pierwotnej z ksztaltem
obszaru wypowiedziany jest w ponizszym twierdzeniu nazywanym Lematem Poincaré:

Twierdzenie 4 KazZda forma zamknieta na rozmaitosci sciggalnej jest zupetna.

Dowéd: Zanim przejdziemy do wlasciwego dowodu twierdzenia potrzebujemy kilku ogdlnych
obserwacji. Wezmy odcinek I otwarty, zawierajacy [0, 1], rozmaito$¢ M i rodzine odwzorowan

ig: M — M x I, i(x) = (x,1).

Niech w bedzie jednoforma na M x I. Wiadomo, ze T(M x [) =TM x TI oraz T*(M x I) =
T*M x T*I. Jednoforme w mozna wiec zapisa¢ jako sume

w=w + fdt,

gdzie @ to odwzorowanie M x I — T*M zachowujace projekcje na M a f to funkcja na M x I.
Odnotujmy takze, ze

iyw=w(t,").
Uzasadnimy teraz, ze jesli dw = 0 to ijw — ijw jest zupela. Rézniczke dw wyrazi¢ mozna za
pomocg roézniczkowania w kierunku M i kierunku I oddzielnie. dw = dyw + djw = dy@ +
d;w + dy f A dt. Rozniczka dj;w nie zawiera czynnika dt. Rézniczke d;@ interpretowaé¢ mozna
nastepujaco. Skoro @ jest odwzorowaniem z M x I w T*M zachowujacym rzut na M, to dla
ustalonego © € M odwzorowanie t — @(z,t) jest krzywa w przestrzeni wektorowej T, M.
Wektor styczny do tej krzywej dla kazdej wartosci parametru moze by¢ interpretowany jako
element tej samej przestrzeni wektorowej. Oznaczmy ten wektor przez %—‘f. Rozniczka

ow

dio = dt A ==,
1w ot

Zmikanie dw oznacza, ze

0 ow
0=dw=dyd+dtA S fdyfAdt=dyd+ (duf— 22| Adt
ot ot
Pierwszy sktadnik nie zawiera dt, wigc znikanie rézniczki oznacza znikanie kazdego ze sktadni-
kow oddzielnie. W szczegdlnosci

0w
duf=—.
7 definicji catki z funkcji o warto$ciach wektorowych mamy, ze
. . . . 1 90 1 1
itw(z) — ig(e) = o0, 1) = &(0,0) = [ Zodt= [ (duf)w,dt =d([ f(,t)dt)(@)
Oznaczajac
1
g(2) = [ fla.t)at
mamy



Identyczny rachunek przeprowadzi¢ mozna dla k-formy w.
w=w-+dtAn,

gdzie @ to rodzina k-form na M parametryzowana t a 1 to podobna rodzina (k — 1)-form.

do = dy@+dt A 22— dt ndun = du +dt A [ 22— dyn)
ot ot
o
dw = P2 dam.
w =0 oznacza BT M7

Niech teraz I : QF(M x I) — QF~Y(M) dane bedzie wzorem

I(w)(z) = /0177(.2:,15)dt.

W szczegdlnosci

T(dw) :/01 (%f—dMn) dt = 01(2;;—/Ol(dMT))dtIcD(l,~)—@(0,~)—d(/Olndt).

I(dw) + d(I(w)) = ijw(z) — iqw(x)

Oczywiscie gdy dw = 0 to
iw(x) —igw(z) = d(I(w)).

Przejdzmy teraz do wlasciwego dowodu lematu. Niech M bedzie rozmaitoscig Sciggalng do
punktu zy i niech H bedzie odpowiednim odwzorowaniem $ciggniecia

H:MxI— M.

Wezmy takze zamknieta forme a. Oczywiscie skoro da = 0 to takze dH*a = 0. Zgodnie wiec

powyzszymi rachunkami
iWH*a —ifH a =d(I(H"«)).

Pierwszy ze sktadnikow to
iWHa=(Hoi)w=uw,

bo H zlozone z i; jest identycznoscia. W drugim sktadniku ztozenie (H oig) jest odwzorowaniem
statym: (H oig)(x) = zo. Cofniecie formy odwzorowaniem staltym jest zerowe, zatem

icH oo = (H 0 4p)*w = 0.

Ostatecznie
w=d(I(H*a)).

U
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