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Semestr zimowy

Kolokwium

Zadanie 1. Wprowadzamy w R? standardowsa strukture rozmaitosci gladkiej. Niech
{dz|,, dy|,, dz|,} bedzie baza w przestrzeni kostycznej T ;R?’ stowarzyszona ze wspolrzed-
nymi kartezjaiiskimi w punkcie p € R3. Ustal posta¢ elementow bazy {dul,, dv|,, dz|,}
przestrzeni wektorowej T;]R3 jako liniowe kombinacje dx|,, dy|,, dz|, dla lokalnego uktadu
wspohrzednych {u, v, z} postaci

x = a coshucoswv, y := asinhusinwv, z =z,

gdzie u €]0,00[,v €]0,27[,z € R, a > 0. Niech T,R?® bedzie przestrzenia dualna do
TiR? i niech {Oylp, Oulp, 0:]p} bedzie bazg dualng do {dul,, dvl,, dz|,}. Napisz postac
{0ulp, Ovlp, 0:],} jako liniowe kombinacje {0 |p, Oylp, 0:1p}. (Uwaga: Wspotczynniki kom-
binacji liniowej mozna wyrazi¢ w dowolnym uktadzie wspdtrzednych.)

Zadanie 2. Oblicz przestrzen styczng w dowolnych punktach podrozmaitosci R* postaci
4 4
S? = {(xl, Lty ) @) = 1} , 1 = {(xl, CLat) #0:) (<)) = o} :
i=1 i=1

Oblicz anihilator do przestrzeni stycznej do podrozmaitosci S? NH? w dowolnym punkcie
(ai,...,as) € S*NH3. Podaj niezerujace sie pole wektorowe styczne do S N H3.

Zadanie 3. Niech RP? bedzie przestrzenia projektywna R?, tj. rodzina podzbioréw
[(z,y,2)] == {\z,y,2) : A € R\{0}} dla (z,y,2) € R*\{(0,0,0)}. Zbiér RP? posiada
strukture rozmaitosci gtadkiej wzgledem atlasu postaci

01 ([(xl,xZ,:L’?’)] elU; CRP?— (:1:2/31;1,3:3/91:1) e R?,

g : ([(xl,x2,x3)] €U, CRP? — (:1:1/31;2,3:3/91:2) e R?,
w3 1 ([(a', 2%, 2%)] € Us C RP?* v (2! /2% 2*/2%) € R?,

gdzie U; := {[(2', 2% 23)] € RP' : 2" # 0)} dlai = 1,2,3. Niech ¢ : RP?> — R? bedzie
mial posta¢ ¢([(z,y,2)]) := (yz, 22, zy)/(2* + y* + 2%), dla kazdego (z,vy, 2z) € R*\{0}.
Sprawdz w ktorych punktach ¢ jest immersja. Obraz ¢ nazywa si¢ powierzchnia rzymska.

Zadanie 4. Niech 0 < r < 1. Pokaz, ze odwzorowanie f : R® — R postaci
fla,y,2) = (@ + 9" +r° = 22 = 1) —d(a® +y*) (" = 2%)

jest submersja w punktach f~1(0). Wykaz, ze f~1(0) jest torusem.



