
Okazuje siÍ wiÍc, øe wyraøenia (4) i (5) sπ równe. Moøna wiÍc powiedzieÊ, øe wszystkie wyraøenia
(2, 3, 4, 5) opisujπ tÍ samπ wielkoúÊ, którπ moøna nazwaÊ ca≥kπ z formy – po jednowymiarowej
podrozmaitoúci (krzywej) bÍdπcej obrazem “. Ca≥kÍ tÍ obliczamy we wspó≥rzÍdnych i uøywa-
jπc parametryzacji krzywej, jednak wynik nie zaleøy zarówno od wyboru wspó≥rzÍdnych jak i
parametryzacji.
Oczywiúcie nie jest to pe≥na teoria ca≥kowania form po jednowymiarowych podrozmaito-

úciach. W szczególnoúci nie rozwaøaliúmy co robiÊ, jeúli krzywa nie mieúci siÍ w dziedzinie
jednego uk≥adu wspo≥rzÍdnych. PominÍliúmy teø kilka innych detali. Powyøsze rozwaøania sπ
jednak wystarczajπce do uzasadnienia stwierdzenia, iø jednoformy róøniczkowe s≥uøπ do ca≥ko-
wania wzd≥uø krzywych.
Jednym ze sposobów rozpoznawania jakie narzÍdzie matematyczne powinno byÊ uøyte do

reprezentowania danej wielkoúci fizycznej jest przyjrzenie siÍ co siÍ z tπ wielkoúciπ robi. Jako
przyk≥ad niech pos≥uøy nam pojÍcie si≥y. Si≥Í ca≥kujemy wzd≥uø trajektorii uzyskujπc pracÍ. W
podrÍcznikach do mechaniki moøemy znaleüÊ wzory podobne do W =

s
F̨ds̨ lub dW = F̨ds̨,

które wskazujπ, øe byÊ moøe si≥Í naleøa≥oby reprezentowaÊ raczej kowektorem niø wektorem.
W teorii zwanej mechanikπ analitycznπ tak siÍ w≥aúnie robi.

3.5 Nawias Liego
G≥adkie pole wektorowe definiuje róøniczkowanie algebry CŒ(M) nad identycznoúciπ jako ho-
momorfizmem algebr. Istotnie, skoro w kaødym punkcie q œM wartoúÊ X(q) jest róøniczkowa-
niem algebry CŒ(M) o wartoúciach rzeczywistych, zbierajπc wartoúci róøniczkowania punkt po
punkcie i korzystajπc z g≥adkoúci jako wartoúÊ X(f) otrzymujemy g≥adkπ funkcjÍ q ‘æ X(q)(f).
Regu≥a Leibniza jest spe≥niona, gdyø jest spe≥niona dla X(q). Moøna pokazaÊ (czego nie bÍdzie-
my robiÊ), øe pola wektorowe to wszystkie róøniczkowania algebry CŒ(M) nad identycznoúciπ.
W zbiorze róøniczkowaÒ algebry nad identycznoúciπ okreúlony jest komutator róøniczkowaÒ.
Moøna sprawdziÊ bezpoúrednim rachunkiem, øe [D1, D2] okreúlone wzorem

[D1, D2](a) = D1(D2(a))≠D2(D1(a))

jest róøniczkowaniem. Istotnie

[D1, D2](ab) = D1(D2(ab))≠D2(D1(ab)) = D1(aD2(b) +D2(a)b)≠D2(aD1(b) +D1(a)b) =
aD1(D2(b)) +D1(a)D2(b) +D1(D2(a))b+D2(a)D1(b)≠

aD2(D1(b))≠D2(a)D1(b)≠D2(D1(a))b≠D1(a)D2(b) =

Jednokolorowe wyraøenia siÍ upraszczajπ i otrzymujemy

= aD1(D2(b)) +D1(D2(a))b+ aD2(D1(b))≠D2(D1(a))b =
a[D1(D2(b))≠D2(D1(b))] + [D1(D2(a))≠D2(D1(a))]b =

a[D1, D2](b) + [D1, D2](a)b

Skoro komutator róøniczkowaÒ jest róøniczkowaniem, a wszystkie róøniczkowania to pola wekto-
rowe, to komutator pól wektorowych takøe jest polem wektorowym. Komutator w zastosowaniu
do pól wektorowych nazywany jest nawiasem Liego. Jest to odwzorowanie

X (M)◊ X (M) ≠æ X (M)

34



antysymetryczne (tzn. [X, Y ] = ≠[Y,X]), spe≥niajπce nastÍpujπce warunki:

[X, fY ] = f [X, Y ] +X(f)Y

oraz
[X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]].

Druga z równoúci nazywana jest toøsamoúciπ Jacobiego. Mówi ona, øe odwzorowanie

[X, ·] : X (M) ≠æ X (M)

samo jest róøniczkowaniem algebry (X (M), [·, ·]). Algebra ta jest algebrπ nieprzemiennπ (antysy-
metrycznπ), bez jedynki i bez ≥πcznoúci. Algebra z antysymetrycznym dzia≥aniem spe≥niajπcym
toøsamoúÊ Jacobiego nazywa siÍ algebrπ Liego. Pierwszπ równoúÊ sprawdzamy bezpoúrednim
rachunkiem na wspó≥rzÍdnych. ToøsamoúÊ Jacobiego jest charakterystyczna dla komutatora
róøniczkowaÒ i takøe moøe zostaÊ sprawdzona bezpoúrednim, trochÍ nudnym rachunkiem.
Zapiszmy nawias pól wektorowych we wspó≥rzÍdnych:

X = X i
ˆ

ˆxi
, Y = Y j

ˆ

ˆxj
,

[X, Y ](f) = X(Y (f))≠ Y (X(f)) = X i ˆ
ˆxi

A

Y j
ˆf

ˆxj

B

≠ Y j ˆ
ˆxj

A

X i
ˆf

ˆxi

B

=

X i
ˆY j

ˆxi
ˆf

ˆxj
+X iY j

ˆ2f

ˆxiˆxj
≠ Y j ˆX

i

ˆxj
ˆf

ˆxi
≠ Y jX i ˆ

2f

ˆxjˆxi
=

X i
ˆY j

ˆxi
ˆf

ˆxj
≠ Y j ˆX

i

ˆxj
ˆf

ˆxi
=
A

X i
ˆY j

ˆxi
≠ Y iˆX

j

ˆxi

B
ˆf

ˆxj
,

[X, Y ]j = X i
ˆY j

ˆxi
≠ Y iˆX

j

ˆxi
.

PostaÊ nawiasu pól wektorowych we wspó≥rzÍdnych niewiele mówi o jego geometrycznej
interpretacji. Wdalszym ciπgu wyk≥adu okaøe siÍ, øe ta wielkoúÊ pojawia siÍ w róønych kon-
tekstach wielokrotnie: jest we wzorze Cartana na róøniczkÍ formy, jest we wzorze na pochodnπ
Liego pola wektorowego, jest w koÒcu we wzorze na krzywiznÍ koneksji. Zacznijmy jednak od
prostej interpretacji w terminach krzywych ca≥kowych pól wektorowych. Jako komutator pól
wektorowych, nawias Liego mierzy róønicÍ w dzia≥aniu dwóch pól zastosowanych w wyjúciowej
i odwrotnej kolejnoúci. Wiemy, øe dzia≥anie pola wektorowego na funkcjÍ polega na róøniczko-
waniu wzd≥uø krzywych ca≥kowych pola. Przeanalizujmy zatem róønicÍ miÍdzy Ï(t,Â(t, q)) i
Â(t,Ï(t, q)), gdzie Ï i Â sπ lokalnymi grupami dyfeomorfizmów odpowiadajπcymi polom wek-
torowym X i Y odpowiednio. Pewnπ technicznπ trudnoúÊ stanowi „zmierzenie” róønicy miÍdzy
dwoma punktami na rozmaitoúci bez dodatkowej struktury, w szczególnoúci bez pojÍcia odle-
g≥oúci. Poradzimy sobie biorπc dowolnπ funkcjÍ f œ CŒ(M) i wyznaczajπc

f(Â(t,Ï(t, q)))≠ f(Ï(t,Â(t, q))).
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Dla ustalonego q i ustalonej funkcji f róønica ta jest g≥adkπ rzeczywistπ funkcjπ rzeczywistego
argumentu. Jej definicja jest niezaleøna od wspó≥rzÍdnych, ma wiÍc charakter geometryczny.
Wspó≥czynniki rozwiniÍcia Taylora tej funkcji takøe majπ znaczenie geometryczne. Wyznaczy-
my te wspó≥czynniki korzystajπc ze wspó≥rzÍdnych. Wynik powinien zaleøeÊ jedynie od f , q,
X i Y . Oznaczmy

Ïi(t, q) := xi(Ï(t, q)), Âi(t, q) := xi(Â(t, q)).
We wspo≥rzÍdnych wielkoúÊ f(Â(t,Ï(t, q)))≠ f(Ï(t,Â(t, q))) przyjmuje postaÊ

f(Âi(t,Ïj(t, q)))≠ f(Ïi(t,Âj(t, q))). (6)

WartoúÊ w t = 0 jest 0, gdyø Ï(0, q) = Â(0, q) = q. Liczymy pierwszπ pochodnπ po t. Poniewaø
wyraøenie jest antysymetryczne ze wzglÍdu na zamianÍ X i Y , skoncentrujemy siÍ na jednym
cz≥onie f(Âi(t,Ïi(t, q))), drugi dopiszemy póüniej korzystajπc z antysymetrii:

d
dt
f(Âi(t,Ïk(t, q))) =

ˆf

ˆxi
(Âi(t,Ïk(t, q)))

A
ˆÂi

ˆt
(t,Ïk(t, q))) +

ˆÂi

ˆxj
(t,Ïk(t, q)))

ˆÏj

ˆt
(t, q)

B

(7)

Przy wszystkich funkcjach w powyøszym wzorze wypisywaliúmy wszystkie argumenty, øeby
teraz nie mieÊ wπtpliwoúci co do wyniku, kiedy wstawimy wartoúÊ t = 0.

ˆf

ˆxi
(Âi(t,Ïi(t, q)))|t=0 =

ˆf

ˆxi
(q),

ˆÂi

ˆt
(t,Ïi(t, q)))|t=0 =

ˆÂi

ˆt
(0, q) = Y i(q),

ˆÏj

ˆt
(t, q)|t=0 = X i(q).

Nieco trudniejszy jest cz≥on w kolorze czerwonym. SiÍgajπc do definicji róøniczkowania czπst-
kowego, które polega na róøniczkowaniu wzd≥uø jednej zmiennej przy ustalonych pozosta≥ych,
stwierdzamy, øe wyznaczajπc wartoúÊ wyraøenia czerwonego naleøy najpierw po≥oøyÊ t = 0 w
pierwszym argumencie (i pozosta≥ych poza j-tπ wspó≥rzÍdnπ x) i dopiero potem róøniczkowaÊ.
Wstawienie wartoúci 0 w miejscu pierwszego t oznacza, øe róøniczkujemy odwzorowanie Â(0, ·),
które jest identycznoúciπ na M .

ˆÂi

ˆxj
(t,Ïk(t, q))|t=0 = ”ij

Podsumowujπc,
d
dt
f(Âi(t,Ïi(t, q)))t=0 =

ˆf

ˆxi
(q)
1
Y i(q) + ”i

j
Xj(q)

2
=
ˆf

ˆxi
(q)
1
Y i(q) +X i(q)

2
.

Wyraøenie to jest symetryczne ze wzglÍdu na zamianÍ X na Y , co oznacza, øe wspó≥czynnik
przy t w pierwszej potÍdze w rozwiniÍciu wyraøenia (6) jest 0.
Przechodzimy do wyznaczania wspó≥czynnika przy t2. W tym celu policzymy pochodnπ po t

wyraøenia (7). Dla skrócenia napisów oznaczmy przez Ai(t) wyraøenie wystÍpujπce w nawiasie
po prawej stronie we wzorze (7). Wiadomo, ze Ai(0) = Y i(q) +X i(q). Mamy wiÍc

d2

dt2
f(Âi(t,Ïl(t, q))) =

d
dt

A
ˆf

ˆxi
(Âi(t,Ïl(t, q)))Ai(t)

B

=

ˆf

ˆxkˆxi
(Âi(t,Ïl(t, q)))Ak(t)Ai(t) +

ˆf

ˆxi
(Âi(t,Ïl(t, q)))

d
dt
Ai(t).
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CzeúÊ niebieska dla t = 0 przyjmuje postaÊ

ˆf

ˆxkˆxi
(Âi(t,Ïl(t, q)))Ak(t)Ai(t)t=0 =

ˆf

ˆxkˆxi
(q)Ak(0)Ai(0) =

ˆf

ˆxkˆxi
(q)
1
Y k(q) +Xk(q)

2 1
Y i(q) +X i(q)

2
,

trudnoúÊ polega wiÍc na wyznaczeniu wartoúci wyraøenia czerwonego.

d
dt
Ai(t) =

d
dt

A
ˆÂi

ˆt
(t,Ïl(t, q))) +

ˆÂi

ˆxj
(t,Ïl(t, q)))

ˆÏj

ˆt
(t, q)

B

=

ˆ2Âi

ˆt2
(t,Ïl(t, q))) +

ˆ2Âi

ˆxkˆt
(t,Ïl(t, q)))

ˆÏk

ˆt
(t, q) +

ˆ2Âi

ˆtˆxj
(t,Ïl(t, q)))

ˆÏj

ˆt
(t, q)+

ˆ2Âi

ˆxkˆxj
(t,Ïl(t, q)))

ˆÏj

ˆt
(t, q)
ˆÏk

ˆt
(t, q) +

ˆÂi

ˆxj
(t,Ïl(t, q)))

ˆ2Ïj

ˆt2
(t, q).

W powyøszych rachunkach wstawiamy t = 0 i otrzymujemy dla czÍúci czerwonej

ˆ2Âi

ˆt2
(t,Ïi(t, q)))|t=0 =

ˆ2Âi

ˆt2
(0, q).

CzÍúci niebieska i zielona sπ równe, jeúli weümiemy pod uwagÍ symetriÍ drugich pochodnych
czπstkowych

ˆ2Âi

ˆxkˆt
(t,Ïi(t, q)))

ˆÏk

ˆt
(t, q)|t=0 = Xk(q)

ˆY i

ˆxk
(q).

CzÍúÊ szara znika, gdyø znika druga pochodna identycznoúci. Obliczajπc wartoúÊ czÍúci czarnej
takøe bierzemy pod uwagÍ, øe ˆÂ

i

ˆxj
(t,Ïi(t, q)))|t=0 = ”ij i otrzymujemy

ˆÂi

ˆxj
(t,Ïi(t, q)))

ˆ2Ïj

ˆt2
(t, q)|t=0 =

ˆ2Ïi

ˆt2
(0, q).

Podsumowujπc
d
dt
Ai(t)|t=0 =

ˆ2Âi

ˆt2
(0, q) +

ˆ2Ïi

ˆt2
(0, q) + 2Xk(q)

ˆY i

ˆxk
(q).

Podwojony wspó≥czynnik przy t2 otrzymujemy antysymetryzujπc:

d2

dt2
Ë
f(Âi(t,Ïi(t, q)))≠ f(Ïi(t,Âi(t, q)))

È

t=0
=

ˆ2f

ˆxkˆxi
(q)
1
Y k(q) +Xk(q)

2 1
Y i(q) +X i(q)

2
+

ˆf

ˆxi

A
ˆ2Âi

ˆt2
(0, q) +

ˆ2Ïi

ˆt2
(0, q) + 2Xk(q)

ˆY i

ˆxk
(q)
B

≠

ˆ2f

ˆxiˆxk
(q)
1
Xk(q) + Y k(q)

2 1
X i(q) + Y i(q)

2
≠

ˆf

ˆxi

A
ˆ2Ïi

ˆt2
(0, q) +

ˆ2Âi

ˆt2
(0, q) + 2Y k(q)

ˆX i

ˆxk
(q)
B
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Czerwone, niebieskie i zielone sk≥adniki siÍ upraszczajπ pozostawiajπc

d2

dt2
Ë
f(Âi(t,Ïi(t, q)))≠ f(Ïi(t,Âi(t, q)))

È

t=0
= 2
ˆf

ˆxi

A

Xk(q)
ˆY i

ˆxk
(q)≠ Y k(q)ˆX

i

ˆxk
(q)
B

Wyraøenie w nawiasie okrπg≥ym jest i-tπ wspó≥rzÍdnπ [X, Y ]. RozwiniÍcie do wyrazów kwadra-
towych róønicy f(Â(t,Ï(t, q)))≠ f(Ï(t,Â(t, q))) przyjmuje wiÍc postaÊ

f(Â(t,Ï(t, q)))≠ f(Ï(t,Â(t, q))) = t2([X, Y ]f)(q) +O(t3).

Wyraøenie ([X, Y ]f)(q) to dzia≥anie pola wektorowego [X, Y ] na funkcjÍ f obliczone w punkcie
q. Tak jak siÍ spodziewaliúmy, wynik nie zaleøy od wspó≥rzÍdnych w których prowadziliúmy
rachunki.
Powyøszy rachunek daje geometrycznπ interpretacjÍ nawiasu pól wektorowych. Nawias ten

jest miarπ niedok≥adnoúci, jakπ otrzymujemy zamieniajπc kolejnoúÊ „podróøowania” wzd≥uø
krzywych ca≥kowych obu pól wektorowych. Niedok≥adnosÊ tÍ widaÊ dopiero w drugim rzÍdzie
wzglÍdem parametru krzywych ca≥kowych.
Wiadomo, øe dla kaødego pola wektorowego X moøna dobraÊ uk≥ad wspó≥rzÍdnych w taki

sposób, øe krzywe ca≥kowe tego pola sπ liniami wspó≥rzÍdnoúciowymi jednej ze wspó≥rzÍdnych.
Rachunek, który w≥aúnie przeprowadziliúmy pokazuje, øe dla dwóch pól wektorowych moøe to
byÊ niemoøliwe. Przeszkodπ jest z ca≥π pwenoúciπ nieznikajπcy komutator tych pól wektorowych.
Oczywiúcie udowodnienie, øe gdy pola wektorowe komutujπ, odpowiedni uk≥ad wspó≥rzÍdnych
istnieje, to oddzielny problem, który poruszony jest w dowodzie Twierdzenia Frobeniusa w
póüniejszych rozdzia≥ach. W szczególnoúci, istnienie takiego uk≥adu wspo≥rzÍdnych oznacza, øe
znika nie tylko wspó≥czynnik przy t2 w rozwiniÍciu badanej przez nas funkcji, ale wszystkie
wspó≥czynniki. Tak istotnie jest - pozosta≥e wspó≥czynniki wyraøajπ siÍ przez nawias [X, Y ]
oraz jego wielokrotne iteracje: [X, [X, Y ]], [Y, [X, [X, Y ]]] itd. Jeúli wiÍc [X, Y ] znika, znikajπ teø
wszystkie inne wspó≥czynniki. Zainteresowani konkretnπ postaciπ rozwiniÍcia powinni poszukaÊ
informacji zwiπzanych ze wzorem Campbell’a-Baker’a-HausdorÄa.

3.6 Czy przyspieszenie jest wektorem?
Uczπc siÍ fizyki w szkole úredniej czy teø mechaniki klasycznej w czasie wyk≥adów uniwersy-
teckich, pos≥ugujemy siÍ czÍsto pojÍciem „wektor przyspieszenia”. Czy jednak przyspieszenie
na pewno jest wektorem? Dotychczasowe doúwiadczenia z tego kursu geometrii róøniczkowej
wskazujπ, øe warto dobrze przemyúleÊ jakie byty matematyczne powinny reprezentowaÊ róøne
wielkoúci fizyczne.
Rozwaøania bÍdziemy prowadziÊ przy za≥oøeniu, øe pracujemy w ramach mechaniki klasycz-

nej, nierelatywistycznej. PrzestrzeÒ po≥oøeÒ uk≥adu klasycznego zazwyczaj jest rozmaitoúciπ.
Oznaczmy jπ M . Na przyk≥ad jeúli analizujemy ruch monety toczπcej siÍ prostopadle po stole,
po≥oøenie monety okreúlamy podajπc po≥oøenie punktu stycznoúci ze sto≥em ((x, y) œ R2), po-
≥oøenie monety wzglÍdem osi przechodzπcej przez úrodek monety prostopadle do p≥aszczyzny
monety (S1, wspó≥rzÍdna Ï) i po≥oøenie wzglÍdem osi obrotu prostopad≥ej do sto≥u i przechodzπ-
cej przez úrodek monety (S1, wspó≥rzÍdna ◊). PrzestrzeÒ po≥oøeÒ zatem to M = R2◊ S1◊ S1,
a we wspo≥rzÍdnych czwórka (x, y,Ï, ◊). Kiedy natomiast rozwaøamy ruch bry≥y sztywnej i
oprócz po≥oøenia úrodka masy (R3) uwzglÍdniamy obroty bry≥y w przestrzeni, jako rozmaitoúÊ
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