Okazuje sie wiec, ze wyrazenia (4) 1 (5) sa réwne. Mozna wiec powiedzieé, ze wszystkie wyrazenia
(2, 3, 4, 5) opisuja te sama wielko$¢, ktéra mozna nazwaé catka z formy « po jednowymiarowej
podrozmaitosci (krzywej) bedacej obrazem ~y. Calke te obliczamy we wspétrzednych i uzywa-
jac parametryzacji krzywej, jednak wynik nie zalezy zaréwno od wyboru wspotrzednych jak i
parametryzacji.

Oczywiscie nie jest to pelna teoria catkowania form po jednowymiarowych podrozmaito-
Sciach. W szczegodlnosci nie rozwazaliSmy co robi¢, jesli krzywa nie miesci sie w dziedzinie
jednego uktadu wspotrzednych. Pominglismy tez kilka innych detali. Powyzsze rozwazania sa
jednak wystarczajace do uzasadnienia stwierdzenia, iz jednoformy rozniczkowe stuzg do catko-
wania wzdtuz krzywych.

Jednym ze sposobow rozpoznawania jakie narzedzie matematyczne powinno byé¢ uzyte do
reprezentowania danej wielkosci fizycznej jest przyjrzenie sie co sie z ta wielkoscig robi. Jako
przyktad niech postuzy nam pojecie sity. Site catkujemy wzdtuz trajektorii uzyskujac prace. W
podrecznikach do mechaniki mozemy znalezé wzory podobne do W = [ Fd3 lub dW = Fds,
ktore wskazuja, ze by¢ moze site nalezaloby reprezentowaé raczej kowektorem niz wektorem.
W teorii zwanej mechanika analityczna tak sie wtadnie robi.

3.5 Nawias Liego

Gladkie pole wektorowe definiuje rézniczkowanie algebry C*°(M) nad identycznoscia jako ho-
momorfizmem algebr. Istotnie, skoro w kazdym punkcie ¢ € M warto$¢ X (q) jest rézniczkowa-
niem algebry C*(M) o wartosciach rzeczywistych, zbierajac wartosci rézniczkowania punkt po
punkcie i korzystajac z gltadkosci jako wartosé X (f) otrzymujemy gtadka funkcje g — X (q)(f)-
Reguta Leibniza jest spetniona, gdyz jest spelniona dla X (q). Mozna pokazaé (czego nie bedzie-
my robié), ze pola wektorowe to wszystkie rézniczkowania algebry C°°(M) nad identycznoscia.
W zbiorze rézniczkowan algebry nad identycznoscia okreslony jest komutator rézniczkowan.
Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze [Dy, Ds| okreslone wzorem

[D1, Ds)(a) = Di(Da(a)) — D2(Di(a))
jest rézniczkowaniem. Istotnie
[Dl, DQ]((J,b) = Dl(DQ(CLb>> — DQ(D1<CLb)) = Dl(aDg(b) + DQ( ) ) DQ

(
aD1(D2(b)) + Di(a)D2(b) + D1(D2(a))b + Dz(a)Dy(b)—
aDs(D1(b)) — D2(a)D1(b) — D2(D1(a))b — Di(a)Da(b) =

aD1(b) + D1(a)b) =

Jednokolorowe wyrazenia si¢ upraszczaja i otrzymujemy

=a +D]([)_>((1))b—i—a —l)_><[)|<(1)>b:
a + [D1(D2(a)) — D2(D1(a))]b =
a + [Dy, Ds](a)b
Skoro komutator rozniczkowan jest rozniczkowaniem, a wszystkie rozniczkowania to pola wekto-

rowe, to komutator pol wektorowych takze jest polem wektorowym. Komutator w zastosowaniu
do pdl wektorowych nazywany jest nawiasem Liego. Jest to odwzorowanie

X (M) x X(M) — X(M)
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antysymetryczne (tzn. [X,Y] = —[Y, X]), spetiajace nastepujace warunki:
(X, fY] = fIX, Y]+ X(f)Y

oraz

XY, 2] = [1X, Y], 2] + [V [X, 2]

Druga z rownosci nazywana jest tozsamosciq Jacobiego. Méwi ona, ze odwzorowanie
(X, ] X(M) — X (M)

samo jest rozniczkowaniem algebry (X (M), [-,-]). Algebra ta jest algebra nieprzemienna (antysy-

metryczna), bez jedynki i bez tacznosci. Algebra z antysymetrycznym dzialaniem spetniajacym

tozsamosé Jacobiego nazywa sie algebrq Liego. Pierwsza réwno$é sprawdzamy bezposrednim

rachunkiem na wspotrzednych. Tozsamos$é Jacobiego jest charakterystyczna dla komutatora

rozniczkowan i takze moze zosta¢ sprawdzona bezposrednim, troche nudnym rachunkiem.
Zapiszmy nawias pol wektorowych we wspotrzednych:

0 yzyji

X=X A
oxt’ oxi’

X,Y)(f) = X(V(f) = V(X () = X' (Yj o ) v (Xi af) -

ox? Ozl oxJ ox?
OYIOf L O N T
X oxt Oxd Y OxidzI Y Oxd Oz’ X Oxidxi
i(‘?Yj of jaXi af B ié)Yj B ian ﬁ
X oxt Oxi Y Oxd Oxi (X oxt Y 8:(:1') oz’
. Y7 00X
J — 7 o )
Y =X Y

Posta¢ nawiasu pol wektorowych we wspotrzednych niewiele mowi o jego geometrycznej
interpretacji. Wdalszym ciggu wyktadu okaze sie, ze ta wielkos¢ pojawia sie w réznych kon-
tekstach wielokrotnie: jest we wzorze Cartana na rézniczke formy, jest we wzorze na pochodna
Liego pola wektorowego, jest w koncu we wzorze na krzywizne koneksji. Zacznijmy jednak od
prostej interpretacji w terminach krzywych catkowych pél wektorowych. Jako komutator poél
wektorowych, nawias Liego mierzy réznice w dziataniu dwdch pol zastosowanych w wyjsciowej
i odwrotnej kolejnoséci. Wiemy, ze dzialanie pola wektorowego na funkcje polega na rézniczko-
waniu wzdluz krzywych catkowych pola. Przeanalizujmy zatem réznice miedzy (¢, (¢, q)) i
W(t, o(t,q)), gdzie ¢ i 1 sa lokalnymi grupami dyfeomorfizméw odpowiadajacymi polom wek-
torowym X i Y odpowiednio. Pewng techniczng trudnos$é stanowi ,zmierzenie” réznicy miedzy
dwoma punktami na rozmaitosci bez dodatkowej struktury, w szczegdlnosci bez pojecia odle-
glosci. Poradzimy sobie biorac dowolng funkcje f € C*°(M) i wyznaczajac
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Dla ustalonego ¢ i ustalonej funkcji f réznica ta jest gtadka rzeczywisty funkcja rzeczywistego
argumentu. Jej definicja jest niezalezna od wspotrzednych, ma wiec charakter geometryczny.
Wspbtezynniki rozwiniecia Taylora tej funkcji takze maja znaczenie geometryczne. Wyznaczy-
my te wspotezynniki korzystajac ze wspotrzednych. Wynik powinien zaleze¢ jedynie od f, g,

X 1Y. Oznaczmy ' '
Pt =2'(p(t.q), V(g =2 q).
We wspotrzednych wielkosé f(i(t, p(t, q))) — f(wo(t,¥(t,q))) przyjmuje postaé

F@t @ (t0) — F@' (4 (8 0)))- (6)
Wartosé w t = 0 jest 0, gdyz ¢(0, q) = ¥(0,q) = q. Liczymy pierwsza pochodng po t. Poniewaz
wyrazenie jest antysymetryczne ze wzgledu na zamiane X i Y, skoncentrujemy si¢ na jednym
cztonie f('(t, p'(t,q))), drugi dopiszemy pozniej korzystajac z antysymetrii:

S0 = L o) (G o)+ S5 o) o) @

Przy wszystkich funkcjach w powyzszym wzorze wypisywaliSmy wszystkie argumenty, zeby
teraz nie mie¢ watpliwosci co do wyniku, kiedy wstawimy wartos¢ ¢t = 0.

0 ; 0
9 0o = 2 (a),

O 16 (0o = o (0.4) = V(o)

[t=0 = Xi(Q)~

Nieco trudniejszy jest czton w kolorze czerwonym. Siegajac do definicji rézniczkowania czast-
kowego, ktore polega na rézniczkowaniu wzdtuz jednej zmiennej przy ustalonych pozostatych,
stwierdzamy, ze wyznaczajac warto$¢ wyrazenia czerwonego nalezy najpierw potozy¢ t = 0 w
pierwszym argumencie (i pozostatych poza j-ta wspétrzedna x) i dopiero potem rézniczkowaé.
Wstawienie warto$ci 0 w miejscu pierwszego t oznacza, ze rozniczkujemy odwzorowanie (0, -),
ktore jest identycznoscig na M.

ZZJJL (t, (’Qk(tﬂ q))\tzo = 5;.
PodsumoWuj ac,
a6 0 )ma = 5200 (V0 49760 = 570 (V0 + X))

Wyrazenie to jest symetryczne ze wzgledu na zamiane X na Y, co oznacza, ze wspotczynnik
przy t w pierwszej potedze w rozwinieciu wyrazenia (6) jest 0.

Przechodzimy do wyznaczania wspoétczynnika przy 2. W tym celu policzymy pochodng po t
wyrazenia (7). Dla skrocenia napiséw oznaczmy przez A'(t) wyrazenie wystepujace w nawiasie
po prawej stronie we wzorze (7). Wiadomo, ze A'(0) = Y*(¢) + X'(¢q). Mamy wiec

S0 = (SE W 0a) -
T ) A A + S ) A
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Czesé niebieska dla t = 0 przyjmuje postaé

O (0, (£ D) ADA Do = 5 (q) A0V A(0) =

aﬁ";xi () (Y¥(@) + XM(9)) (Yi(9) + X'(a)),

trudnosé¢ polega wiec na wyznaczeniu wartosci wyrazenia czerwonego.

d iy d (00 o’ ¢
40 = 4 (e + e T .0 -
> PO Py, 9
2 <t,w(t,q)))+m(t,so<t,q>>>§(t,q)+ 51057 (e (L)) - (t a)+
02[}7.' N () ] () k aw 8280-]
Sokag b (e 1)), 5 [t )2 o (L) + ==t ¢'(t,q))) o (10)-

W powyzszych rachunkach wstawiamy ¢ = 0 i otrzymujemy dla czesci czerwonej

02 7 ) 82 %
(1 (1 0) o = o (0,0).

Czesci niebieska i zielona sg réwne, jesli wezmiemy pod uwage symetrie drugich pochodnych
czastkowych
sz a k ayz
¢ (¢, t, = X* :

Czes¢ szara znika, gdyz znlka druga pochodna identycznosci. Obliczajac warto$é¢ czesci czarnej

takze bierzemy pod uwage, ze gfj( ©'(t,q)))j=0 = 5; i otrzymujemy

o' ¢ Py’
@(W) t,0) =5 5z (b q)j=0 = s —5(0,9).
Podsumowujac
d ; a2wi aQSOi . oY
34 (t)j=0 = W(O,Q) + 50 (0,9) +2X"%(q) Ik (q)-

Podwojony wspétezynnik przy ¢? otrzymujemy antysymetryzujac:
d? , . . .
g [0 (e (60) = f (L), =
o? 4 .
ST (@) + X ) (V@) + X @)+
of (0% 02t oY’
39{@- < g (0:a) + a:; (0,q) +2X*(q) 5~ (q)> -
0? , ,
T () (x40 + YH@) (Xi(0) + V() -

of (9% %) 2%
! < 2 (0,q) + - (0.q) + 2Y*(q) (Q)>

oxt \ Ot? Ot2 oxk
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Czerwone, niebieskie i zielone sktadniki sie upraszczaja pozostawiajac

jtz WP 60D~ S )], = 2;{2‘ (Xk(q)gi (2) = Y*(q) ?9;(: (q)>

Wyrazenie w nawiasie okragltym jest i-ta wspéhrzedna [ X, Y]. Rozwiniecie do wyrazéw kwadra-
towych x6imicy f(U(t, 9(t,0))) — F(o(t, U(t,q))) prayimuje wiee postaé

F@(t,o(t,q) = flo(t.e(t q) = (X, Y]f)(g) + O(F).

Wyrazenie ([X,Y]f)(q) to dziatanie pola wektorowego [X, Y] na funkcje f obliczone w punkcie
q. Tak jak si¢ spodziewaliémy, wynik nie zalezy od wspélrzednych w ktérych prowadzilismy
rachunki.

Powyzszy rachunek daje geometryczna interpretacje nawiasu pél wektorowych. Nawias ten
jest miarg niedoktadnosci, jaka otrzymujemy zamieniajac kolejnos¢ ,podrozowania” wzdiuz
krzywych catkowych obu poél wektorowych. Niedoktadnosé¢ te wida¢ dopiero w drugim rzedzie
wzgledem parametru krzywych catkowych.

Wiadomo, ze dla kazdego pola wektorowego X mozna dobra¢ uktad wspotrzednych w taki
sposob, ze krzywe catkowe tego pola sg liniami wspotrzednosciowymi jednej ze wspotrzednych.
Rachunek, ktory wtasnie przeprowadzilismy pokazuje, ze dla dwéch pdl wektorowych moze to
by¢ niemozliwe. Przeszkoda jest z catg pwenoscia nieznikajacy komutator tych pol wektorowych.
Oczywiscie udowodnienie, ze gdy pola wektorowe komutuja, odpowiedni uktad wspotrzednych
istnieje, to oddzielny problem, ktéry poruszony jest w dowodzie Twierdzenia Frobeniusa w
pézniejszych rozdziatach. W szczegdlnosci, istnienie takiego uktadu wspotrzednych oznacza, ze
znika nie tylko wspétczynnik przy ¢ w rozwinieciu badanej przez nas funkcji, ale wszystkie
wspotezynniki. Tak istotnie jest - pozostate wspélezynniki wyrazaja sie przez nawias [X, Y]
oraz jego wielokrotne iteracje: [ X, [X, Y]], [V, [X, [X, Y]] itd. Jesli wiec [X, Y] znika, znikaja tez
wszystkie inne wspotezynniki. Zainteresowani konkretng postacia rozwiniecia powinni poszukaé
informacji zwiazanych ze wzorem Campbell’a-Baker’a-Hausdorffa.

3.6 Czy przyspieszenie jest wektorem?

Uczac sie fizyki w szkole éredniej czy tez mechaniki klasycznej w czasie wyktadéw uniwersy-
teckich, postugujemy sie czesto pojeciem ,wektor przyspieszenia”. Czy jednak przyspieszenie
na pewno jest wektorem? Dotychczasowe doswiadczenia z tego kursu geometrii rézniczkowej
wskazuja, ze warto dobrze przemysle¢ jakie byty matematyczne powinny reprezentowaé rozne
wielko$ci fizyczne.

Rozwazania bedziemy prowadzi¢ przy zatozeniu, ze pracujemy w ramach mechaniki klasycz-
nej, nierelatywistycznej. Przestrzen potozen uktadu klasycznego zazwyczaj jest rozmaitoscia.
Oznaczmy ja M. Na przyktad jesli analizujemy ruch monety toczacej sie prostopadle po stole,
polozenie monety okreslamy podajac poltozenie punktu stycznosci ze stotem ((z,y) € R?), po-
tozenie monety wzgledem osi przechodzacej przez srodek monety prostopadle do ptaszczyzny
monety (S, wspolrzedna ) i potozenie wzgledem osi obrotu prostopadlej do stotu i przechodza-
cej przez srodek monety (S, wspotrzedna ). Przestrzen potozen zatem to M = R? x S! x ST,
a we wspolrzednych czworka (x,y, ¢, 0). Kiedy natomiast rozwazamy ruch bryly sztywnej i
oprocz potozenia $rodka masy (R?) uwzgledniamy obroty bryty w przestrzeni, jako rozmaito$é
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