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1 Powierzchnie zanurzone

Wyktad z geometrii rézniczkowej zaczniemy od definicji powierzchni zanurzonej, czyli specjal-
nego rodzaju podzbioru w R”, lub ogélniej, w przestrzeni afinicznej. Zeby nie byto watpliwosci,
ze wszystkie uzywane przez nas pojecia sg zrozumiale, przypomnimy definicje i wazne fizyczne
przyktady przestrzeni afinicznych.

Definicja 1 Przestrzeniq afiniczng nazywamy trojke (A, V,+), gdzie A jest zbiorem, V' prze-
strzenia wektorowg a + odwzorowaniem + : A X V' — A o nastepujacych wlasnosciach

l.Vac Av,weVa+ (v+w)=(a+v)+w,
2. Vae Aa+0=a,

3. dla kazdych dwoch a,b € A istnieje doktadnie jeden wektor v € V taki, ze a +v =0

Kazda przestrzen wektorowa jest wiec w szczegdlnos$ci przestrzenia afiniczng. Kazda zas
przestrzen afiniczna staje sie wektorowa, jesli wyréznimy w niej jeden punkt - wektor zerowy.
W przestrzeni afinicznej wektor definiowany jest przez uporzadkowana pare punktéw (wlasnosé
(3), patrz szkolna definicja wektora). Wektor v o ktérym mowa w (3) nazywaé¢ bedziemy réz-
nicg punktow b i a. Bedziemy takze pisaé v = b — a. MOwimy, ze przestrzen afiniczna A jest
modelowana na przestrzeni wektorowej V. Wprowadzamy takze pojecie wymiaru przestrzeni
afinicznej — jest on rowny wymiarowi modelowej przestrzeni wektorowej.

Odwzorowanie f : A — B migdzy dwoma przestrzeniami afinicznymi modelowanymi od-
powiednio na V' i W nazwiemy odwzorowaniem afinicznym jesli istnieje odwzorowanie liniowe
F € L(V,W) takie, ze dla dowolnego a € A iv € V prawdziwy jest wzor

fla+v) = f(a) + Fo.

Odworowania afiniczne to morfizmy przestrzeni afinicznych, tzn. odwzorowania zgodne ze struk-
turg afiniczng.

ZastanOowmy sie jakie struktury przestrzeni R byty istotne w zwigzku z rachunkiem réznicz-
kowym funkcji wielu zmiennych. Z cala pewnoscia uzywana byta naturalna topologia R", gdyz
potrzebowalisémy pojecia cigglosci odwzorowan oraz o zbieznosci ciagow. Nauczylismy si¢ takze
rozniczkowaé funkcje wielu zmiennych. Przypomnijmy definicje pochodnej funkcji f : R™ — R™



w punkcie z € R™: Méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x jesli istnieje odwzo-
rowanie liniowe F': R" — R™ takie, ze

f(x+h)= f(x)+ Fh+ R(x,h),

gdzie R jest reszta, tzn. limy,_.q HR‘(‘z,Hh)II = 0. Do zapisania ostatniego wzoru potrzebne sa nor-

my w R" i R™ czyli mozliwos¢ obliczania dtugosci wektora. Tak dtugo jak uzywamy jedynie
przestrzeni skonczenie wymiarowych, wyboér tej normy nie jest istotny - wszystkie normy sg réw-
nowazne. Odwzorowanie liniowe F' nazywalismy pochodna f w punkcie x i oznaczalidémy f’(x),
albo jako$ podobnie. Zauwazmy, ze we wzorze definiujagcym pochodnag przestrzen R"™ pojawia
sie w dwoch rolach. Po pierwsze jest to dziedzina funkcji f a po drugie przestrzen zawierajaca
przyrosty h. W przestrzeni R™ bedacej dziedzing funkcji nie uzywa sie struktury wektorowej,
a jedynie mozliwosci przemieszczania si¢ od punktu do punktu za pomoca elementow prze-
strzeni wektorowej. Struktura liniowa istotna jest w przestrzeni przyrostéw, uzywamy bowiem
pojecia odwzorowania liniowego na przestrzeni przyrostow. Mowiac jezykiem algebraicznym, w
dziedzinie funkcji f uzywamy jedynie struktury afinicznej. Podobnie jest w przeciwdziedzinie:
mamy wartos¢ f(z) do ktorej dodajemy wektor F'h i wektor R(z,h). Funkcja f ma wartosci w
przestrzeni afinicznej, F'i R maja wartosci w przestrzeni wektorowe;.

W skoniczonym wymiarze struktura afiniczna w zupelosci wystarcza do zdefiniowania po-
chodnej funkcji. Niech wiec A, B beda przestrzeniami afinicznymi skonczonego wymiaru mode-
lowanymi na przestrzeni wektorowej V, W odpowiednio, niech takze f oznacza odwzorowanie
A — B. Powiemy, ze f jest rozniczkowalne w punkcie a € A jesli istnieje odwzorowanie liniowe

F e L(V,W) takie, ze

fla+v) = f(a) + Fv+ R(a,v),

gdzie R(a,v) ma wlasno$¢ reszty, tzn lim, % = 0. Dlugos¢ ||v|| liczona moze by¢ w

dowolnej normie na przestrzeni V, a dtugosé¢ ||R(a,v)|| w dowolnej normie na przestrzeni W.
Odwzorowanie F' mozemy nazywaé pochodna funkcji f w punkcie a. Dzigki oczywistym roz-
nicom miedzy A iV oraz B i W, tatwo zidentyfikowaé¢ obiekty geometryczne odpowiadajace
funkcji, pochodnej, przyrostowi itd. W sytuacji, kiedy wszystkie przestrzenie to R", tatwo o
pomytke. Przyrost h jest elementem V', pochodna odwzorowania jest elementem L(V, W). Gdy
f ma wartosci rzeczywiste, pochodna w punkcie a jest elementem V*. Latwo si¢ przekona¢, ze
funkcje i odwzorowania afiniczne sa roézniczkowalne.

Na przestrzeni A zdefiniowa¢ mozemy takze wyzsze pochodne, rozwazaé klasy funkcji cig-
gltych, rézniczkowalnych, rézniczkowalnych £ razy czy gltadkich. W szczegdlnosci odwzorowania
afiniczne sy gtadkie. Najtatwiejsze praktyczne kryterium sprawdzania rézniczkowalnosci od-
wzorowan miedzy przestrzeniami afinicznymi wymaga zapisania ich w uktadzie wspotrzednych.
Zauwazmy, ze wybranie punktu ag € A oraz bazy e w V definiuje bijekcje

d:R" — A, O(zh,...,a") =ag+ Y e

Bijekcja ta jest odwzorowaniem afinicznym a wiec gtadkim. @ traktujmy jako afiniczny uktad
wspo6hrzednych w A. Poniewaz zmiana uktadu wspéhrzednych prowadzi do afinicznego (wiec
gtadkiego) odwzorowania z R™ do R" rézniczkowalnos$é, czy stopien gtadkosci mozna badaé w
dowolnym afinicznym uktadzie wspotrzednych. Od tej pory bedziemy uwazali, ze potrafimy ro6-
zniczkowad funkcje na przestrzeni afinicznej i odwzorowania miedzy przestrzeniami afinicznymi.



W praktyce bedziemy pewnie i tak uzywali R". Warto jednak wiedzie¢ z ktorej z rozlicznych
struktur R™ wtasnie korzystamy definiujac jakis obiekt, czy wykonujac rachunki.

Zeby sie przekonaé o przydatnosci pojecia przestrzeni afinicznej spojrzmy jeszcze na dwie
dodatkowe definicje:

Definicja 2 Czasoprzestrzeniqg Newtona nazywamy przestrzen afiniczng N modelowana na
czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wyposazonej w niezerowa jednoforme 7 oraz nie-
zdegenerowana, dodatnio-okreslong dwuliniowa forme symetryczna ¢ (iloczyn skalarny) zdefi-
niowang na przestrzeni Ey = ker 7. Punkty N nazywamy zdarzeniami. Dwa zdarzenia x,y sg
jednoczesne jesli 7(x — y) = 0. Forma 7 stuzy do pomiaru réznicy czasu miedzy zdarzenia-
mi, zas forma kwadratowa odpowiadajaca g stuzy do pomiaru odlegtosci miedzy zdarzeniami
jednoczesnymi.

Definicja 3 Czasoprzestrzeniq Minkowskiego nazywamy przestrzen afiniczna M modelowana
na czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wyposazonej w dwuliniowa symetryczng forme
o sygnaturze (+, —, —, —). Elementy przestrzeni M nazywamy zdarzeniami.

Pojecia fizyczne z mechaniki nierelatywistycznej oraz ze szczegdlnej teorii wzglednosci zna-
lazty swoje matematyczne modele. A co z czasoprzestrzenia z ogélnej teorii wzglednosci? Nad
tym musimy troche popracowac!

W dalszym ciagu wyktadu zajmowaé sie bedziemy powierzchniami zanurzonymi w R” (afi-
nicznym). Méwiac nieprecyzyjnie, powierzchnia jest to taki podzbiér R™, ktéry w otoczeniu
kazdego punktu wyglada jak kawatek R* (afinicznego) dla k& < n. Oczywiécie musimy do-
precyzowaé co to znaczy ,wyglada jak...”. Skojarzenia mozemy jednak czerpa¢ z otoczenia.
Powierzchnia ziemi (jesli nie badaé jej ze zbyt duza doktadnoscia) wyglada w poblizu nas na
kawatek ptaszczyzny. Dopiero kiedy patrzymy daleko widzimy rézne dziwne zjawiska, np czubek
masztu zaglowca wystajacy nad horyzont.

Definicja 4 Zbior S C R™ nazywamy powierzchnig wymiaru k < n jesli dla kazdego punktu
x € S istnieje otwarte otoczenie U punktu z w R", otwarte otoczenie O punktu 0 € R" oraz
homeomorfizm ® : U — O, ®(z) = 0, D(y) = (©*(y),...,¥"(y)) takie, ze warunek y € SNU
jest réwnowazny warunkowi ft1(y) = .- = ©"(y) = 0. S jest powierzchnig klasy C" jesli ®
jest dyfeomorfizmem klasy C".

Innymi stowy w otoczeniu kazdego punktu powierzchni istnieje uktad wspéhrzednych (odwzoro-
wanie ®) taki, ze przynalezno$¢ punktu do powierzchni oznacza znikanie pewnej liczby ostatnich
wspotrzednych punktu. Przypominamy, ze dyfeomorfizm klasy C" jest to bijekcja rozniczkowal-
na r razy w sposob ciaggly i taka, ze odwzorowanie odwrotne tez jest rozniczkowalne r razy w
sposob ciagty. Klasa rézniczkowalno$ci moze tez byé¢ oo, tzn. wspotrzedne sa rozniczkowalne
nieskonczenie wiele razy. W dalszym ciagu zaktada¢ bedziemy zazwyczaj, ze pracujemy z wta-
$nie powierzchniami klasy C*. Takie powierzchnie nazwywa sie gladkie. W powyzszej definicji
powierzchni struktura wektorowa R™ nie jest istotna. Struktura afiniczna jest w zupetnosci wy-
starczajaca. Warunek ®(z) = 0 jest wybrany dla wygody. Mogliby$my uzy¢ dowolnego innego
punktu w R", tylko wtedy cigg dalszy definicji miatby trudniejsza do zapamietania postac.

Przyklad 1 Najprostszym przyktadem powierzchni jednowymiarowej w R? jest prosta (Rys

1):
L={(z,y): y=2z+1}.
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Rys. 1: ,Najprostsza” powierzchnia - prosta.

Zeby pokazaé, ze jest to powierzchnia jednowymiarowa musimy wprowadzi¢ w otoczeniu kaz-
dego punktu uktad wspotrzednych taki, zeby prosta L zadana byta warunkiem znikania drugiej
wspotrzednej. Ze wzgledu na szczegdlnie nieskomplikowang powierzchni¢ uktad wspotrzednych
moze byé globalny, tzn. zdefiniowany na caltym R? a nie tylko w otoczeniu jednego punktu.
Istnieje wiele odpowiednich uktadéw wspotrzednych. Siatka wspétrzednych zwiazana z jednym
z nich zaznaczona jest na rysunku 1. Nowe wspo6trzedne punktu p = (x,y) oznaczymy (§,n).
Wspbtrzedna € jest identyczna z x. Wspotrzedng n punktu p obliczymy znajdujac punkt prze-
ciecia prostej rownoleglej do L i przechodzacej przez p z osig pionowa. Wartosci przesuniemy
tak, aby 0 odpowiadato wtasnie prostej L. Takie okreslenie uktadu wspotrzednych prowadzi do

WZOrow:
=
n=y—2r—1

Mozliwy jest takze inny uktad wspotrzednych. Jedli zazadamy, aby druga wspotrzedna zmieniata
si¢ wzdtuz prostych prostopadlych do L otrzymamy siatke jak na rysunku 2. Odpowiednie
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Rys. 2: Inne wspotrzedne.



odwzorowanie U : (z,y) — (s(x,y), t(x,y)) zapisuje sie wzorami:

s=2y+zx
t=y—2x—1

)

Przykltad 2 Drugi standardowy przyktad to okrag (Rys. 3):
S={(z,y): 2* +y*=1}.

W tym przypadku najtatwiej uzy¢ biegunowego uktadu wspotrzednych: Wzory sa nam znane
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Rys. 3: Okrag

od dawna. Zeby zachowa¢ warunek ,druga wspoétrzedna réwna zero” musimy zmienié¢ kolejnosé
wspotrzednych i przesunaé wartosci r. Wzory definiujace (r, ¢) za pomoca (z, y) nie sa wygodne
w uzyciu. Znacznie tatwiej zapisa¢ odwzorowanie odwrotne:

i(p,7) = (z(p,7),y(p,7)), ¢ €]0,2n], re]—1,1]

{ x=(r+1)cosp 0

y=(r+1)sing

Zauwazmy, ze tym razem do zdefiniowania powierzchni nie wystarcza jeden uktad wspotrzed-
nych. Ten opisany wzorami (1) jest dobry dla kazdego punktu oprécz punktu (1,0) (we wspol-
rzednych kartezjanskich). W otoczeniu (1, 0) mozemy wziaé¢ odwzorowanie zadane tymi samymi
wzorami, ale okreslone na innej dziedzinie:

@2(90,7“) = (ZL‘(QD,T),@/(QO,’I“)), ¥ E] - 7T77T[7 r 6] -1, 1['

Dla okregu takze mozna wybiera¢ inne uktady wspotrzednych. Na przyktad taki:

E=u
p= VT -1
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Rys. 4: Okrag - inne wspotrzedne.

okreslony w otoczeniu czesci okregu potozonej w gornej potptaszezyznie: Odwzorowanie od-
wrotne

y=/(p+1)2—-¢&2
okreslone jest w obszarze (Rys. 5)
V={Ep): p>-1,—-p-1<{<p+1}

Do opisania catego okregu potrzebujemy wiecej niz dwoch tego rodzaju uktadéw wspotrzednych.

&

Rys. 5: Odwzorowanie odwrotne - dziedzina.

Zobaczmy teraz co moze powodowac¢ problemy:

Przyklad 3 Powierzchnig nie jest tzw. lemniskata Bernoulliego zadana rownaniem
(@* +9%)" = 2(a" - ¢)

Problemy sa w otoczeniu punktu (0, 0). Samoprzeciecia nie sg dozwolone. &
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Rys. 6: Lemniskata Bernoulliego

1

L WL
0.8 A -
0.6
0.4
02

0 < —

0.2 |

-04 -

-0.6 -

-0.8 | \ -
1 1 1 1 v 1 1 1 1

-1

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0 02040608 1

Rys. 7: Hipocykloida, stosunek promieni 1:4.

Przyklad 4 Powierzchnig nie jest tez. hipocykloida, czyli krzywa zakreslona przez punkt okre-
gu toczacy sie wewnatrz wiegkszego okregu Problemy sa w otoczeniu punktéow (1,0), (—1,0),
(0,1), (0,—1). Nie sa dozwolone takze dzi6bki: &

Zastanéwmy sie teraz jak mozna opisywaé powierzchnie. W niemal wszystkich powyzszych
przyktadach powierzchnia opisana byta réwnaniem, czyli przedstawiona jako poziomica zerowa
jakiejs funkcji. O tym jakie warunki powinna spetniaé¢ funkcja, zeby jej poziomica zerowa byta
powierzchnia méwi twierdzenie o maksymalnym rzedzie:

Twierdzenie 1 (O maksymalnym rzedzie) Niech FF : R* D O — R™, m < n bedzie
odwzorowaniem rézniczkowalnym w sposdb ciggly. Niech takze S = F~1(0,...,0) bedzie zawarte
w O. Wowezas jesli w kazdym punkcie p € S pochodna F'(p) ma maksymalny rzed (czyli réwny
m) to S jest powierzchniq klasy C* w R™ wymiaru k = n — m.

Dowéd: Dla dowodu mozemy przyjaé, ze p =0 € R (bo i tak istotna jest afiniczna struktura
R™, wiec to gdzie ,postawimy” zero zeby zidentyfikowaé afiniczne R” z wektorowym R™ nie ma
znaczenia). Oznaczmy teraz V = ker F'(0). Z zatozen twierdzenia wynika, ze dimV =n—m =
k. Wybierzmy takze dowolng podprzestrzen W dopetniajaca do V', tzn R” = Ve W. Zauwazmy,
ze F spelia w p = 0 zatozenia TFU (Twierdzenia o Funkeji Uwiktanej). Istotnie F'(0) jest

7



Rys. 8: TFU

odwracalne, co wynika z rachunku wymiaréw. Korzystajac z TFU znajdujemy wiec otoczenie
U punktu zerowego w V oraz odwzorowanie T : U — W klasy C! takie, ze F(v,w) = 0 jest
réwnowazne w = T'(v). Kawalek powierzchni S przedstawiliémy jako wykres odwzorowania
T. Pozostaje teraz znalez¢é wspotrzedne pojawiajace sie w definicji powierzchni. W tym celu
wybierzmy w R™ baze (ey,...ep, €ri1,--.,6n) zgodng z rozktadem R™ = V & W. Niech &
beda wspotrzednymi zwigzanymi z ta baza. Szukany uktad wspétrzednych @ = (¢!, ..., ")
definiujemy nastepujaco: Dla¢=1...k

¢'(x) = (),
dlaj=k+1,...n
' (1) = & (2) — & (T(Py(2))),
gdzie P}, jest rzutem na V wzdtuz W. Gdy wiec z € S, czyli x = T(P),(x)) to wspolrzedne ¢’
znikaja. Siatke wspolrzednych zwiazana z & mozna sobie wyobraza¢ mniej wiecej tak:

B
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\

Rys. 9: Wspoétrzedne

Whniosek 1 Zeby pokazaé, ze dany zbior jest (lokalnie) powierzchnig wystarczy pokazaé, ze jest
(lokalnie) wykresem odwzorowania klasy C'. Czesto definiuje sie powierzchnie w ten wlasnie
sposob nie uiywajgce pojecia ukltadu wspotrzednych.
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Whniosek 2 Ze wzoru na pochodng funkcji zadanej w sposob vwwiktany wynika, Ze jesli F jest
gtadka, to takze odpowiednia funkcja zadana w sposob wwiktany jest gtadka, a co za tym idzie
wspotrzedne pojawiajgce sie w dowodzie sq gladkie. Poziomica funkcji gladkiej jest wiec po-
wierzchnig gtadkq.

Uzywanie twierdzenia o stalym rzedzie jest bardzo wygodne, poniewaz daje odpowiedZ natury
globalnej. Powierzchnie mozna takze zadawac¢ poprzez parametryzacje, tzn. obraz odwzorowania

k:RFE DV — R",

gdzie V jest otwartym obszarem w R¥. Okrag o promieniu 1 mozna sparametryzowa¢ nastepu-
jaco

K :]0,27[3 ¢ — (cosp,sinp) € R%
Obrazem tej parametryzacji jest okrag bez jednego punktu. Zazwyczaj nie da sie sparametry-
zowacé calej powierzchni za pomoca jednego odwzorowania. Parametryzacja musi takze spetniac
pewne warunki. Musi to by¢ rézniczkowalna injekcja, ktorej pochodna w kazdym punkcie ma
maksymalny rzad. Oto stosowne twierdzenie:

Twierdzenie 2 Niech k : R¥ 5V — R, k < n bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym
klasy Ct. Wéwczas jesli pg € V i k'(po) jest rzedu k to istnieje otoczenie O punktu po takie, ze
k(O) jest powierzchnig k-wymiarowq klasy C* w R™.

Dowdéd: Dla dowodu mozemy zaltozy¢ dla utatwienia, ze pg = 0 € R* oraz k(py) = 0 € R™.
Oznaczmy takze V = im«’(0) oraz wybierzmy przestrzein W dopelniajaca V' tak, ze R" =
V & W. 7Z zalozen twierdzenia wynika, ze dimV = k. Pokazemy, ze w pewnym otoczeniu
punktu 0 obraz odwzorowania x jest wykresem pewnego odwzorowania. Niech K7 i K, oznaczaja
odwzorowania

K :RF =V, Ky =P}V ok, Ky :RF - W, Ky = P}, ok,

gdzie P} i P} sa rzutami zwiazanymi z rozkladem R" = V @& W. Odwzorowanie K spetnia
warunki twierdzenia o lokalnej odwracalnosci. Istotnie, skoro k(x) = Ki(x) + Ks(z) to £'(0) =
K1{(0) + K5(0). Jednak obrazem r'(0) jest V, obraz K{(0) zawarty jest w V' a obraz K}(0)
zawarty jest w W, zatem Ki(0) = 0 oraz x'(0) = Kj(0). wnioskujemy stad, ze K7(0) jest
maksymalnego rzedu. Zgodnie z twierdzeniem o lokalnej odwracalnosci istnieje otoczenie U
punktu 0 w V takie, ze K;' : U — R¥ jest dobrze okreslone i klasy przynajmniej C'. Teraz
mozemy zapisa¢ odwzorowanie 7', ktérego wykresem jest (lokalnie) obraz k:

T:VOoU—W, T=KyoK "

Zgodnie z wnioskiem z poprzedniego twierdzenia wykres T jest powierzchnig wymiaru k klasy
C!. Jedli parametryzacja jest gtadka, to takze powierzchnia jest gtadka.[]

Twierdzenie dotyczace parametryzacji jest jedynie lokalne, dlatego oprocz rzedu odwzorowania
nalezy sprawdza¢ przynajmniej injektywnos¢. Ponizszy przyktad pokazuje jednak, ze nawet
globalna injektywnos¢ nie wystarcza:
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Rys. 10: Czy to jest powierzchnia?

Przykltad 5 Rozwazmy obraz nastepujacego odwzorowania
k:R:>t— ((et —1)%cos(me), (e —1)? Sin(wet)) € R2.

Interesuje nas, czy obraz ten jest jednowymiarows powierzchnig w R%. Bardzo przydatny bedzie
rysunek. Patrzac na rysunek (Rys. 10) natychmiast identyfikujemy dwa punkty podejrzane o
powodowanie ktopotéw: dla ¢ = 0 mamy punkt (0,0) w ktérym wydaje sie byé ,dzidébek”,
ponadto wyglada na to, ze w punkcie (1,0) jest samoprzeciecie, a przynajmniej rozgalezienie.
Zapomnijmy teraz o obrazku i sprobujmy zidentyfikowaé klopoty na poziomie rachunkowym.
Wyznaczamy £’

W) = 2(et — 1)et cos(met) — (e! — 1)?sin(we!)wet ] _
2(e! — 1)e! sin(we!) + (e! — 1)% cos(me')me
o ¢+ | 2cos(me') — w(e! — 1) sin(we?)
= (e —1)e [ 2sin(me!) + m(e! — 1) cos(mwet)

Rzut oka na wykresy (Rys. 11) funkcji ¢t — 2cos(we!) — w(e! — 1) sin(we!) (na czarno) i t —
2sin(me') + m(e! — 1) cos(we') (na czerwono) pokazuje, ze funkcje te nie zeruja si¢ jednoczesnie,
zatem rzad pochodnej jest mniejszy od 1 jedynie w przypadku, kiedy ¢! = 1, tzn t = 0. W
otoczeniu punktu (0,0) bedacego obrazem ¢t = 0 nie mozemy korzystaé¢ z twierdzenia (2).
[stotnie mamy wtedy osobliwo$¢ typu ,dzidbek”. W okolicach ¢t = 0 pierwsza wspotrzedna
krzywej zachowuje si¢ jak —t? za$ druga jak —mt3. Zalezno$¢ miedzy pierwsza wspotrzedna (x)
a drugg (y) to mniej wiecej x ~ y*/3. Mamy wiec dla y # 0

Dla y = 0 pochodna nie istnieje, granice pochodnej z obu stron sa nieskonczone i maja roézne
znaki. Wyglada na to, ze poza punktem ¢t = 0 mozemy korzystaé¢ z twierdzenia (2), tzn. dla
kazdego t # 0 istnieje takie € > 0 , ze obraz odcinka |t —e, t+¢| wzgledem & jest jednowymiarowa
powierzchniag w R2. Co zatem z punktem (1,0)?

Sprawdzmy injektywno$¢ odwzorowania k. Czy istnieja liczby t i s takie, ze k(t) = k(s)?
Wspomagajac sie nieco znajomoscia biegunowego uktadu wspoétrzednych stwierdzamy, ze przede
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Rys. 11: Pomocne wykresy.

wszystkim me! = wef+2rl dlal € Z, tzn e = ¢'+2[. Potrzeba ponadto takze aby (e!—1)% = (ef—
1)2. Wstawiajac do drugiego warunku konsekwencje pierwszego, tzn fakt iz e* —1 = et + (21 —1)
otrzymujemy, ze

e+21—1=¢e" -1 lub et+2l—1=—-€e"+1

Pierwsze rownanie zachodzi jedynie dla [ = 0, a to oznacza s = t. Drugie prowadzi do warunku
et =1—11e* =141 Oba réwnania moga by¢ spetione dla catkowitych [ jedynie gdy [ = 0,
co oznacza t = s = 0.

Myslac w jezyku wspotrzednych biegunowych pomijamy sytuacje r = 0, ¢ dowolne, jednak
tutaj r = 0 oznacza e’ = 1, czyli t = 0 - jedno rozwigzanie. Stwierdzamy wiec, ze odwzorowanie
Kk jest injektywne. Nadal wiec nie znalezliSmy zadnych klopotéw w punkcie (1,0), ktore widaé
na rysunku. Zauwazymy je dopiero, gdy zwrécimy uwage na fakt, ze co prawda réwnanie e! = 0
nie ma rozwiazan w R, to spelnia je —oco. W granicy ¢t — —oo nasza krzywa t — k(t) zmierza
wiec do punktu, ktéry juz raz mineta przy ¢ = log2, czyli wlasnie do punktu (1,0). Morat
z tego przyktadu jest taki: nie wystarczy sprawdzi¢ rzedu odwzorowania i jego injektywnosci,
zeby mie¢ pewno$c¢, ze obraz tego odwzorowania jest powierzchnig! &

2 Rozmaitosci rozniczkowe

Powierzchnie zanurzone, o ktérych rozmawialiSmy na poprzednim wyktadzie sa bardzo istotna
klasa przyktadéw rozmaitodci rézniczkowych. Pod koniec dzisiejszego wyktadu okaze sie, ze
przyktady te sag nie tylko bardzo istotne, ale takze bardzo ogoélne. Na razie zajmijmy si¢ jednak
definiowaniem bardziej abstrakcyjnego pojecia rozmaitosci, nie odwoltujacego sie do zanurzenia
w przestrzen R".

Definicja 5 Rozmaitoscig M wymiaru n nazywamy przestrzen topologiczng Hausdorffa taka,
ze kazdy punkt p € M ma otoczenie otwarte O homeomorficzne z pewnym otwartym zbiorem
przestrzeni R”.

Przypominamy, ze w tym kontekscie homeomorfizm oznacza ciggla bijekcje, ktorej odwrotnosé
tez jest ciggla. Powyzsza definicja wyraza taka intuicje, ze rozmaitosé jest to zbior, ktéry lokalnie

11



wyglada jak kawatek R", natomiast nie wspomina o strukturze rézniczkowej. Nie ma wiec sensu
jakiekolwiek rozniczkowanie funkcji okre$lonej na rozmaitosci w powyzszym sensie, mozna za to
moéwié o odwzorowaniach ciggtych. Zeby podkredli¢ fakt braku struktury rézniczkowej o takich
rozmaito$ciach mowi sie czesto dodajac przymiotnik topologiczne. Przypominamy rowniez, ze
przestrzen Hausdorffa jest to taka przestrzen topologiczna w ktérej kazde dwa punkty maja
roztaczne otoczenia. Wiekszos¢ przestrzeni topologicznych, z ktérymi spotyka sie fizyk, ma
te wtasnosé. Podanie przyktadu przestrzeni, ktéra nie jest przestrzenia Hausdorffa wymaga
namystu. Ja mam w zanadrzu nastepujacy przyktad: punktami przestrzeni sa krzywe (niektore
dosy¢ proste) na rysunku. Te krzywe, ktore znajduja sie w centralnej czesci asymptotycznie
(w gore) daza do prostych z = 11 x = —1. Otoczenia sktadaja sie z sasiadujacych krzywych.

L)
)

Rys. 12: Przestrzen nie-Hausdorffa.

W ten sposéb proste z = 1 1 # = —1 nie maja roztacznych otoczen. Przyktad jest opisany w
sposoéb nie bardzo precyzyjny, nie koncentrujemy sie jednak na kwestiach topologicznych.
Sama struktura topologiczna i homeomorfizmy z R™ nie wystarcza do naszych celéw. My
chcielibyémy zajmowaé si¢ analiza na rozmaitosciach, w szczego6lnosci chcielibySmy cos réz-
niczkowa¢. W tym celu potrzebujemy bogatszej struktury. Zaobserwujmy najpierw, ze pojecie
wymiaru ma sens, poniewaz nie ma homeomorfizméw z R” do R™ dla m # n (bez dowodu).
Odwzorowanie ¢ : M D O — R™ bedace homeomorfizmem (wystepujacym w definicji roz-
maitosci) nazywamy [lokalng mapg na rozmaitosci M, lub lokalnym ukladem wspélrzednych.
Kolekcje lokalnych map o tej wtasnosci, ze kazdy punkt rozmaitosci nalezy do dziedziny przy-
najmniej jednej mapy, nazywamy atlasemn na rozmaitosci M. W przypadku, kiedy dwie mapy
maja dziedziny o niepustym przecigciu mozemy méwié o odwzorowaniu zmiany wspotrzednych:

onu 4 R"
X /
Yot
RTL

Odwzorowanie 1o o' : R® — R"™ ma dobrze nam znane dziedzine i przeciwdziedzine - otwarte
pozdbiory w R"™. W szczegdlnosci potrafimy sprawdzaé rézniczkowalnosé takich odwzorowan.
Moéwimy, ze atlas jest klasy C*, jesli wszystkie odwzorowania zmiany wspotrzednych sa klasy
C*. Mozna méwi¢ takze o atlasie gtadkim (C*) oraz analitycznym (C¥).

Definicja 6 Rozmaitoscig rézniczkowq klasy C* nazywamy rozmaitoéé wraz z atlasem klasy
CF. Méwimy takze o rozmaitosciach gladkich, tzn klasy C* oraz analitycznych, tzn C*.
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W trakcie naszego wyktadu rozwaza¢ bedziemy wtasciwie jedynie rozmaitosci gtadkie.

Wystepujacy w definicji powierzchni zanurzonej uktad wspétrzednych w otoczeniu punktu,
taki, ze przynaleznos¢ do powierzchni oznacza znikanie ostatnich wspotrzednych dostarcza lo-
kalnej mapy - nalezy wzia¢ pierwsze nieznikajace k wspotrzednych. Formalnie oznacza to, ze
sktadamy uktad wspoétrzednych ® z rzutem na podprzestrzen w R* € R™.

Przyklad 6 W przestrzeni X = C?\ {(0,0)} wprowadzamy relacje rownowaznosci
(z,w) ~ (2 w') <= FpeC,: z=pz w=pw'.

Rozwazamy zbior M = X/. klas abstrakcji wzgledem powyzszej relacji. Jest to w naturalny
sposob przestrzen topologiczna - wyposazona jest w topologie ilorazowa. Zbior O C M jest
otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 7~ 1(O) jest otwarty w X. Symbolem 7 oznaczamy kanoniczna
projekcje m : X — M na przestrzen ilorazowa. Wprowadzmy teraz w M strukture rozmaitosci
gtadkiej: Wyrdzniamy dwa zbiory otwarte O,U C M:

O ={[z1]: zeC},
U=A{[1w: weC}.

Zauwazmy, ze [0 1] {(0,w)}, [1,0] = {(2,0)} oraz [1,0] € U, [0,1] € O, ponadto U =
MAA[0,1]} i {[1,0]}. Mamy wicc
M=0UlU.

Otwartos¢ obu zbioréw takze nie podlega dyskusji. Potrzebujemy teraz odwzorowania w R" ze
stosownym n. Definiujemy zatem

p:0— R27 90([27 1]) = (%(2)7 %(z))7
w U — R27 (p([l,W]) = (%(w>7 _%(w»

Obrazy obydwu map to cala przestrzen R?, o, ¥ s homeomorfizmami. Sprawdzmy teraz czy
zadaja strukture rozmaitosci rozniczkowej. Dla utatwienia rachunkow oznaczamy

z=w+iy o([z1]) = (z,9)
w=a+bi Y(1,w])=(a,—b).

Przeciecie O NU sktada sie z klas abstrakcji par takich, ze zadna wspélrzedna nie jest réwna
zero. Mozemy w kazdej takiej klasie znalezé reprezentantéw obu typoéw (z,1) i (1, w). Warunek
réwnowaznosci [z, 1] = [1, w] oznacza, ze

1 a—1b a . b

1
N w’ cayll @y a+ib a?+b2  a®+ b? z(12%—62

Odwzorowanie zamiany wspotrzednych, ktore parze (a,b) przypisuje pare (x,y) jest postaci

a b
24027 a2 4+ b2

9001#_1:]1%2\{(070}9(&,5)'—%& ) € R?\ {(0,0}
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/Ri\ {(0,0)}
onu porp~?
Y

R\ {(0,0)}

Wida¢, ze odwzorowanie zamiany wspotrzednych jest odwzorowaniem gtadkim. Jest to inwersja
wzgledem okregu jednostkowego (Rys. 13). Jak Panstwo sadza, ktéra z dobrze znanych dwu-

Rys. 13: Inwersja wzgledem okregu.

wymiarowych powierzchni wtasnie opisalismy? Odgadnaé¢ to mozna przygladajac si¢ wzorom
dotyczacym zamiany zmiennych. Wzory te wygladaja zupetnie tak samo jak wzory zwigzane z
zamiang zmiennych stereograficznych na sferze S? zwigzanych z biegunami pétnocnym i potu-
dniowym. Istotnie, wezmy S? = {(x,y,2) € R? : 22 + 4? + 2% = 1} i zapiszmy wspohrzedne

stereograficzne wzgledem obu biegunéw:

x=_" e
1—2 1+ 2
y =Y B=_Y
1—=2 1+2
(z,y,2) (A.B)
(X,Y)

Rys. 14: Wspdétrzedne stereograficzne.

A B

X=—~ Y=
A2+BQ A2+BQ



Spodziewamy sie wiec, ze nasza rozmaitoé¢é M to sfera S?. Bezpogrednie odwzorowanie F' :
M — R3, ktérego obrazem jest S? mozna zdefiniowaé nastepujaco:

2z 2y 1— 2% — 2
1+a?24+y2 1+a2 492 1422 +y?

F([z +iy,1]) = ( ) , F(]0,1] = (0,0,1).
Nalezatoby oczywiscie sprawdzi¢, czy jest to odwzorowanie klasy przynajmniej gtdkie, odwra-
calne po obcieciu do obrazu i czy jego odwrotnosc¢ jest takze gtadka. Rachunki te jednak po-
miniemy. Standardowo rozmaito$¢ M oznaczana jest CP! i nazywana zespolong przestrzenia
projektywna wymiaru (zespolonego) 1. Startujac z C"™! konstruujemy w identyczny sposob
CP"™. Wlasnie pokazalismy, ze CP! jest dyfeomorficzna z S?. Pozostale zespolone przestrze-
nie przestrzenie projektywne nie maja takich prostych reprezentacji. Mozna takze konstruowac
rzeczywiste przestrzenie projektywne RP™ dzielagc R™™! bez zera przez stosowng relacje réwno-
waznosci. Nietrudno stwierdzi¢, ze RP! ~ S*.

[ )

Inne przyktady znanych (lub nie) dwuwymiarowych powierzchni tworzyé¢ mozna wprowa-
dzajac rézna relacje réownowaznosci w R2:

Przyklad 7 Pierwsza relacja to:
(z.y) ~ (y) = y=y,2a'-zekl

Jest oczywiste, ze R?/. jest dyfeomorficzne z walcem. Kazda klasa réwnowaznosci ma repre-
zentanta w pasku [0, 1[xR, proste z = 0 i z = 1 utozsamiamy.

&

Przyktad 8 Druga relacja (dla wygody zmniejszymy troche rozmiar w pionie) jest relacja w
Rx]—1,1]
(z,y) ~ (2',y) = o —z=keZ y =(-1)".

Znowu obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w pasku [0, 1[x] — 1,1]
oraz ze odcinki x = 0 i x = 1 utozsamiamy zmieniajac jednak ich orientacje. Wynikiem jest
wstega Moebiusa.

Do opisania wstegi Moebiusa potrzebne sa dwie mapy: z dziedzina U = {[(z,y)] : © ¢ Z}
oraz O = {[(z,y)] : €]k — 1,k + 1[}: Dla kazdej klasy lezacej w U istnicje reprezentant (o, y)
taki, ze a €]0, 1. Definiujemy odwzorowanie

e:U—-R o(a,y]) = (a,y).

Dla kazdej klasy lezacej w O istnieje reprezentant (3, y) taki, ze (3 E]%, %[ Definiujemy odwzo-
rowanie

v:0 =R o(B.y]) = (6,9).

Przyjrzyjmy sie jeszcze zamianie wspotrzednych. Zbior O NU sktada sie z dwoch sktadowych
spojnych A i B

W obszarze A zamiana zmiennych ma postaé¢ 1 o o ! (a,y) — (1 + o, —y), za$ w obszarze B
zamiana ta jest identycznoscig. &
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Rys. 15: Wstega Moebiusa.

Rys. 16: Wstega Moebiusa - mapy.

Przyklad 9 Ostatniego przykladu dostarcza nastepujaca relacja w R
(z,y)~ (2',y) <= o —x=kecZ y—(-1)yecZ

Obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w kwadracie [0, 1[x[0, 1[, przy
czym brzegi kwadratu sa utozsamione jak na rysunku Powstata rozmaitos¢ nosi nazwe bu-
telki Kleina. Nie da sie ona zanurzyé¢ w przestrzen R3, potrzebujemy do tego wymiaru 4. W
przestrzeni R? mozemy ja zwizualizowaé¢ jedynie dopuszczajac samoprzeciecie (Rys. 18). &

Majac dwie rozmaitosci rézniczkowe M i N mozemy wypowiadaé sie o rézniczkowalnosci
odwzorowan miedzy nimi.

Definicja 7 Méwimy, ze odwzorowanie f : M — N jest klasy C* jedli dla kazdej pary lokalnych
map (O, ) na M i (U,1) na N odwzorowanie ¢~ lo for) : R™ — R" jest klasy C*. Rozmaitosci
M i N muszg by¢ klasy przynajmniej C.

Latwo stwierdzi¢, ze rézniczkowalnos¢ wystarczy sprawdza¢ w wybranych mapach dbajac aby
ich dziedziny pokrywaty M i zbior f(M) C N.
Na sam koniec zanotujmy twierdzenie

Twierdzenie 3 [Whitney] Kazda parazwarta rézniczkowalna i spdjna powierzchnia wymiaru n
moze zostaé zanurzona w przestrzeni R?"H1,

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze szczegélne przyktady rozmaitosci, czyli powierzchnie zanu-
rzone, sa w istocie bardzo ogélne. Na wszelki wypadek wyjasnijmy, ze przestrzen topologiczna
jest parazwarta, jesli w kazde jej pokrycie otwarte mozna wpisa¢ pokrycie lokalnie skonczone,
tzn takie, ze kazdy punkt nalezy do skonczonej liczby elementéw pokrycia.
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Rys. 17: Wstega Moebiusa - mapy.

“A

-

Rys. 18: Butelka Kleina.

Niech C*(M) oznacza zbiér wszystkich gtadkich funkcji na rozmaitosci M. C*(M) jest
rzeczywista, przemienng algebra z jedynka. Istotng role w geometrii rézniczkowej odgrywaja
homomorfizmy tej algebry w R (R tez traktowane jest tu jak rzeczywista przemienna algebra
z jedynka). Kazdy punkt ¢ € M zadaje taki homomorfizm, mianowicie

g : C*(M) — R, wq(f) = f(q)

Sprawdzenie, ze takie odwzorowanie jest homomorfizmem polega na sprawdzeniu, ze jest liniowe
oraz ze zachowuje strukture mnozenia i element neutralny. Mozna pokazaé, ze homomorfizmy
zadawane przez punkty sa jedynymi homomorfizmami algebry C* (M) w R. Mamy wiec pewien
rodzaj dualno$ci miedzy rozmaitoscig a algebra funkcji gtadkich na niej.

Okazuje sie, ze rozmaito$¢ rozniczkowalna mozna definiowaé algebraicznie wykorzystujac
zaobserwowang przez nas przed chwila dualnosé. Niech F bedzie rzeczywista przemienng algebra
z jedynka, a |F| = Homg(F,R) zbiorem homomorfizméw. Wiemy juz, ze gdy F = C*(M)
to |F| = M. Powstaje pytanie czy dla kazdej algebry F znajdziemy rozmaitos¢ M taka ze

|F| = M, czyli czy kazda rzeczywista algebra przemienna z jedynka jest algebra funkcji na
jakiej$ rozmaitosci. OdpowiedZ brzmi nie. W szczegdlnosci algebra taka musi spetnia¢ warunek
ﬂ kerp =0
PE|F|

gdyz nie ma nietrywialnych funkcji na rozmaitosci znikajacych we wszystkich punktach. Alge-
bry, ktore maja te¢ wlasnosé nazywaja sie geometryczne. Szczegdtowe rozwazania na temat jakie
algebry moga by¢ algebrami funkcji i precezyjng definicje rozmaitosci w tym jezyku znalezé
mozna w ksigzce Jet Niestruyev “Smooth manifolds and observables”. Motywacja do takiego

17



Rys. 19: Butelka Kleina.

podejscia stanowig rozwazania nad mechanikg kwantows. Klasyczna geometria rozniczkowa
stanowi naturalny jezyk do opisywania swiata fizyki klasycznej (w sensie nieckwantowej). Prze-
strzenie konfiguracyjne dla uktadéw klasycznych majag strukture rozmaitosci, czasoprzestrzen w
OTW tez jest pewna rozmaitoscia. Wielkosci takie jak predkosé, ped, energia, sita, metryka...
pole elektromagnetyczne daja si¢ bardzo dobrze opisa¢ wtasnie w jezyku geometrii rozniczkowe;.
Problem pojawia sie, kiedy przechodzimy do mechaniki kwantowej i okazuje sie, ze natychmiast
wypadamy ze schematu algebry przemiennej. W szczegélnosci potrzebujemy ,,przestrzeni” na
ktorej wspotrzedne nie sa przemienne. Nalezaloby wiec algebre przemienng zastapi¢ nieprze-
mienng. W ten sposob powstata geometria nieprzemienna. Z jej zastosowaniami w fizyce bywa
roznie, ale jako teoria matematyczna ma si¢ bardzo dobrze. Nie bedziemy szczegdétowo roz-
wija¢ podejscia Jeta Niestruyeva, spojrzmy tylko na kilka przyktadéw rozmaitosci, o ktérych
mowilismy wezesniej.

Przyktad 10 Jesli F ={f € C*(R): f(z)=f(z+1)} to|F|=5" &

Przyktad 11 Jesli F = {f € C*(R?): f(z,y) = f(z+1,—y)} to |F| jest wstega Moebiusa.
&

Przyktad 12 Jesli F = {f € C*(R?): f(z) = f(z+1,—y) = f(x,y + 1} to |F| jest butelka
Kleina. &

3 Wektory styczne i kostyczne
W dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy (lokalnie) ze struktury C*°(M). Potrzebne beda takze

gtadkie krzywe, tzn elementy C*(I, M), gdzie I C R jest otwartym odcinkiem w R zawieraja-
cym zero. Definiujemy dwie relacje rownowaznosci:
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Rys. 20: Hassler Whitney (1901-1989).

Definicja 8 Niech v,~" € C*(I, M). Méwimy, ze krzywe 7 i 4 sa réwnowazne jesli

d(fo d(fo~
10 =7(0) eraz vpecxan) Mg WP
Ztozenie f o~ jest gtadka funkcjg rzeczywista okreslong w otoczeniu zera, wiec wyznaczanie
pochodnej w ¢ = 0 ma sens. Klase réwnowaznosci krzywej v oznaczamy +(0) albo ty(0) i
nazywamy wektorem stycznym do M w punkcie q. Zbiér wszystkich wektoréw stycznych to

przestrzen styczna oznaczana T M.

bLatwo zauwazy¢, ze istnieje kanoniczne odwzorowanie 7y : TM — M, 73(%(0)) = ~(0).
O klasach réownowaznosci krzywych méwimy, ze sa to wektory styczne, ale na razie zadnej
struktury wektorowej na przestrzeni stycznej nie wprowadziliSmy. Duzo tatwiej jest zacza¢ od
przestrzeni kostycznej.

Definicja 9 W zbiorze par (g, f), gdzie ¢ € M, f € C*°(M) definiujemy relacje réwnowaznosci
nastepujacym warunkiem: dwie pary (q, f) i (¢, f') sa rownowazne jesli
o0 d(fon d(f" o~
=4, Ve M) A0) =g D)= WD)
dt dt
Klase réownowaznosci pary (g, f) oznaczamy df(q) i nazywamy rozniczkq funkceji f w punkcie
q. Zbior wszystkich roézniczek to przestrzen kostyczna oznaczana T M.

Podobnie jak dla przestrzeni stycznej, istnieje kanoniczne odwzorowanie my : T"M — M,
mu(df(q)) = ¢
Zajmiemy sie teraz struktura przestrzeni kostycznej. Struktura przestrzeni wektorowej w
algebrze C*°(M) jest zachowywana przez relacje réwnowaznosci, tzn jesli para (q, f) jest row-
nowazna (q, f') oraz para (q,g) jest rbwnowazna (q,g’) to takze (q, f + g) jest rébwnowazna
(¢, '+ ¢'), innymi stowy
df(q) +dg(q) = d(f + 9)(q).

19



Rys. 21: Alexander Vinogradov (Jet Nie-
struyev).

Podobnie jesli para (g, f) jest rbwnowazna (q, f’) to para (g, Af) jest r6wnowazna parze (g, Af'),
czyli
Adf(q) = d(Af)(a).

Przestrzen rézniczek funkcji zaczepionych w jednym punkcie (T; M) jest wigc przestrzenia wek-
torowa. O kazdej przestrzeni wektorowej chcemy zazwyczaj wiedzie¢, jaki jest jej wymiar i jak
wygladaja bazy tej przestrzeni:

Fakt 1 Kazdg rézniczke df (q) mozna jednoznacznie zapisaé jako kombinacje liniowq rézniczek
funkcji 2 tworzgeych uktad wspétrzednych w otoczeniu punktu q.

Dowéd: Niech U bedzie dziedzing mapy zawierajaca ¢ i niech ¢ = (x!,..., 2") oznacza wspot-
rzedne w U takie, ze ¢(q) = (0,...,0). Rozwazmy uklad n krzywych 7; zdefiniowanych jako

t— v(t) = ¢ 10,...,0,t,0,...,0),
gdzie t jest na i-tej pozycji. Wprowadzamy oznaczenie

of d(f o)

—(q) = ————=(0).

i @) o 0

Inaczej méwiac —i(q) jest pochodng czastkowa wzgledem i-tej wspotrzednej funkcji fo ™! w
punkcie (0,...,0) € R". Oznaczmy przez f funkcje

0 0
L+ g+ g

bLatwo zauwazy¢, ze pary (q, f) i (q, f) sa réwnowazne, czyli rézniczki df(q) i df(q) sg rowne:

af af of

b+ ) = Phiaer @+ 3w

41 (q) = df(q) = d (
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Rézniczka funkeji f jest wiec istotnie kombinacja liniowa rézniczek wspotrzednych. Do wy-
kazania pozostaje jednoznacznoéé, czyli liniowa niezalezno$é rézniczek dzt. Zaltézmy wiec, ze
> Midz'(q) = 0. Z definicji mnozenia rézniczek przez liczbe wiemy, ze

" Aida'(q) = d(X- Aa') ().

Jesli 3°; \idz(q) = 0 to funkcja h = 3, \;z* jest réwnowazna funkcji zerowej, a to oznacza, ze
dla kazdej z krzywych ~; funkcja h o 7; ma zerowa pochodna w ¢t = 0:
d(ho~;) d(\it)
——(0)=—=(0)=X\,. O

o 0 =—5"0)

Przestrzen kostyczna w punkcie g jest zatem n-wymiarows przestrzenia wektorowa. Wro¢-
my do struktury wektorowej przestrzeni stycznej. Kazdy wektor styczny v = 4(0) definiuje
funkcjonat liniowy ¢, na przestrzeni T; M (jesli v(0) = q) wzorem

su(asta)) = 20 0)

Przyporzadkowanie funkcjonatéw wektorom jest injektywne. Jesli dwie krzywe sg nieréwno-
wazne, to znaczy istnieja przynajmniej dwie funkcje gtadkie, ktére je rozrézniaja. 7 definicji
relacji rownowaznosci par punkt-funkcja wnioskujemy, ze takze rézniczki tych funkcji sa rozne.
7 drugiej strony, kazdy funkcjonal na T*M odpowiada pewnemu wektorowi stycznemu. Istot-
nie, skoro (dz'(q),...,dz"(q)) jest baza w T, M, to kazdy funkcjonat jest jednoznacznie zadany
przez ukltad n liczb ¢ = ¢(dz(q)). Wezmy krzywa

t— @ Yo', ¢%t, ..., ¢").

Wektor styczny do tej krzywej odpowiada funkcjonatowi réwnemu ¢. Mozemy zatem T,M
zidentyfikowa¢ jako zbiér z (T, M)* i w ten sposoéb wprowadzi¢ w T,M strukture przestrzeni
wektorowe;j.

Przestrzenie styczna i kostyczna w punkcie stanowia zatem pare wektorowych przestrzeni
dualnych. Elementy bazy dualnej do (dz', ..., dz™) (od tej chwili nie bedziemy pisaé¢ argumentu
q przy rozniczkach funkeji wspotrzednos$ciowych) oznaczamy

0 0
(axl,,axn> lub (81,...,(9”).

Wektor 52 jest styczny do krzywej t — ¢~ (z'(q),...,3'(q) +t,...2"(q)).

Oznaczenia na wektory styczne do krzywych wzdtuz wspétrzednych przypominajag operatory
rozniczkowania i nie jest to przypadkowa zbiezno$é¢ oznaczen.

0=

Definicja 10 Niech A i B beda dwiema algebrami rzeczywistymi, przemiennymi, z jedynka i
niech p : A — B oznacza homomorfizm tych algebr. Odwzorowanie D : A — B, ktore jest
liniowe i spelnia warunek

D(araz) = p(a1)D(az) + p(az)D(a1)

nazywamy rozniczkowaniem wzgledem homomorfizmu p.
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Powyzszy warunek przypomina regute Leibniza znang z rachunku rézniczkowego funkcji jednej
zmiennej. [stotnie operacja brania pochodnej w punkcie jest rozniczkowaniem algebry rézniczko-
walnych funkcji rzeczywistych wzgledem homomorfizmu bedacego ewaluacja funkcji w punkcie.
Zauwazmy, ze D(14) = 0, poniewaz

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé rozniczkowania algebry funkeji gtadkich na rozmaitosci M
o wartosciach w algebrze R wzgledem ewaluacji funkcji w punkcie ¢q. Zbior tych rézniczkowan
jest oczywiscie wyposazony w strukture przestrzeni wektorowej, gdyz jest podprzestrzenia w
przestrzeni wszystkich odwzorowan liniowych z A do B. Niech teraz v = 4(0) bedzie wektorem
stycznym w punkcie 7(0) = g. Wektorowi temu przypisa¢ mozna nastepujace rozniczkowanie:

p.(n =)

Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta wektora stycznego a takze
rzeczywiscie definiuje rézniczkowanie, gdyz

D,(fg) = VD () - W eWgo) )
FGOV 0+ 9600 L2 0) = Fa) Do) + 9la) Dul )

Roézne wektory styczne definiuja rézne rézniczkowania, co wynika wprost z definicji wekto-
ra stycznego. Powstaje teraz pytanie czy kazdemu rézniczkowaniu mozemy przyporzadkowaé
wektor styczny, tzn czy wektory styczne zadaja wszystkie rézniczkowania algebry C*°(M) o
wartosciach w R i nad ewaluacja w punkcie. Zeby sie o tym przekonaé bedziemy potrzebowaé
lematu o funkcjach znikajacych w punkcie:

Lemat 1 (O funkcjach znikajacych w punkcie) Niech f bedzie funkcje gladkq na otocze-
niu O punktu 0 € R"™. Niech takze f(0) = 0. Wéwczas f(x) = z'g;(z) dla pewnych funkcji
gtadkich g;.

Dowéd: Ustalmy = € O i zdefiniujmy
F:I—R, F(t)=f0+tz).

Odcinek I jest na tyle duzy, zeby zawiera¢ 0 i 1. Funkcja F' jest gladka, gdyz funkcja f jest
gtadka, wiadomo takze, ze F'(0) = 0. Zgodnie z podstawowym twierdzeniem rachunku réznicz-
kowego i catkowego

of

F(1) = /01 F'(s)ds, F'(s) = B (sx)x’.

Mozemy wiec napisa¢ réwnosé

0 , 19 .
flz)=FQ1)= 01 &fi(sx)xzds =z 01 &fi(sx)ds = z'g;(z)
dla L g
gi(z) = ; (%{i (sx)ds.
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Skoro funkcja f jest gtadka, to funkcje g; takze sa gtadkie (twierdzenia o catkach z parametrem
na odcinku zwartym). [J

Wracamy teraz do dyskusji rézniczkowan algebry C*°(M) wzgledem ewaluacji w punkcie q.
Korzystajac z powyzszego lematu oraz wspdtrzednych ¢ = (z!,...,2") w otoczeniu U punktu
q takich, ze ¢(q) = 0, funkcje f w otoczeniu punktu ¢ zapisa¢ mozemy jako

fy) =) +2'Waly),  yeU.

Sprawdzalismy juz, ze kazde rozniczkowanie na funkcjach statych znika, wiec

D(f) = D(f(q) +a'g:) = D(z'g;) = D(z')g(q) + 2" (¢)D(g:) = D(2")gi(q)
Wartosé rézniczkowania D na funkcji f zalezy wiec od wartosci d = D(z') na funkcjach
wspotrzednosciowych oraz wartodci g; w ¢. Wezmy teraz krzywa v (t) = ¢ ' (d't, d*t, ..., d"t) i
sprawdzmy jakiemu rozniczkowaniu odpowiada wektor styczny do tej krzywej:
df oy df(dt,d*,...,dt) Of
Dy = = = — .
0T Ty dt e

Biorac funkcje f postaci f(q) + 2'g; stwierdzamy, ze gfi (q) = g9i(q), zatem wektor styczny

do v odpowiada wtasnie rézniczkowaniu D. Skonstruowaliémy zatem wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ miedzy rézniczkowaniami a wektorami stycznymi. Oznaczenie % nabiera zatem
sensu. Rozniczkowanie w  kierunku wspotrzednej” x' przyporzadkowuje funkcji f pochodna

9 (q), tak samo zadziata wektor styczny do krzywej

ox®
t— (2'(q), 2%(q), ..., 2 (q) + t,...,2"(q)).

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze baza ztozona z rézniczkowan czastkowych jest du-
alna do bazy zlozonej z rézniczek wspotrzednych. Prawdziwy jest wiec wzor na ewaluacje ko-
wektora o na wektorze v we wspoétrzednych

.0
j
axj>

Kontynuujemy badnie struktury wiazek stycznej kostycznej.

(oda’, v = o',
Fakt 2 Jesli M jest rozmaitosciq gladkq, to TM i T"M takze sq rozmaitosciami gladkims.

Dowéd: Niech U C M bedzie dziedzing mapy . W kazdym punkcie ¢ € U wspotrzedne (z°)
zwigzane z mapa ¢ definiujg baze w przestrzeni stycznej T,M. Niech Ty oznacza odwzorowanie

To:mf (U) — R*™, To(v) = (z'(q),...,z"(q),v",...,v")

gdzie
=7yv), i vali—l— +o"
4= M) 7 Oat oxn’

Niech teraz O bedzie dziedzing mapy v taka, ze U N O # ()

RQn

pig
(U NO) Too(Te)~!
Ty
RQn
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Wspoétrzedne zwiazane z mapa 1 oznaczane beda ('), ponadto przyjmiemy oznaczenia (i7),
(¢7) na wspolrzedne wektora stycznego w bazie zwiazanej z mapa ¢ i ¢ (odpowiednio). Wektor
T (2", 27) to wektor styczny do krzywej

ts o (2" + tdh).

Jego wspotrzedne wzgledem Tv wyznaczymy rézniczkujac po ¢ krzywa (o' (2'+t)) w R™. Zlo-
zenie odwzorowan ¢ i ¢! zapisujemy z uzyciem (z') i (y7): okresla je zestaw funkcji v/ (o~ (z")).
Rézniczkujemy wiec krzywa o '

t— (¢ (z' + i't))
otrzymujac wspotrzedne tego samego wektora To ™! (2%, 27) w bazie zwiazanej z 1:

oy
V) 7

W kazdym punkcie na rozmaitosci zamiana zmiennych jest realizowana poprzez liniowe odwzo-
rowanie, ktérego wyrazami macierzowymi sa pochodne czastkowe ggﬁ . Jesli funkcje o7 zaleza od
x' w sposéb gtadki, to takze g7 zalezg od i #° w sposéb gtadki. Zbior par (75,'(O), Te) jest
atlasem na M. Topologic na TM przeciggamy z R?" przy pomocy odwzorowan T, tzn bierze-
my najstabsza topologie prze ktorej wsztstkie te odwzorowania sa homeomorfizmami. Zapiszmy
jeszcze macierz zamiany zmiennych

[ oyt oyt oyt T

dz' 9z T Oxn
7 Oy by' Oy |
| O2Y 9x2 T Oam :
" : : S "

dy"  oy" dy"

Bardzo podobnie postepujemy z przestrzenia kostyczng. Korzystamy z bazy da® aby zapisa¢
kowektor we wspotrzednych: '
a = o,dz’.

Dla mapy (O, ¢) definiujemy odwzorowanie
T o 1y (O) — R, T o(a) = (z'(q), ..., 2"(q), a1, ..., ).

Oznaczmy przez (p;) wspéhrzedne kowektora w bazie da? a przez (r;) wspoéirzedne kowektora
w bazie dy?. Wowezas p;dx® jest rézniczks funkceji, ktéra we wspolrzednych ma postaé
foo Ha') = pia'.

Odwzorowanie ¢ o 1)~1 okreslone jest przez zestaw funkcji x%(y?), zatem f o= (y?) = pa'(y?).
Ten sam kowektor w bazie zwigzanej z ¢ to

axid i . _ ox’
Pigsd, zatem 7 =pigs.
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W wersji macierzowe;j:

o OE T o
o ot o
1 2 .. 7’”(
[rire oo ] =1[p P2 oo Pl Dyt Oy dy
dz™  Oz" ay"
oyt oyr T oyn

Zamiana zmiennych na zbiorze 7,/ (O NU) takze jest odwzorowaniem gtadkim, zatem pary
(73 (U), T*p) stanowia atlas na T*M. Zwréémy uwage na to, ze macierze zamiany zmien-
nych w przypadku wektorow i kowektoréw sg wzajemnie odwrotne. Sg to macierze pochodnych
odwzorowan 1 o =1 i ¢ o 1p~!. Obserwujemy takze znane z algebry zjawisko: odwzorowanie
sprzezone ma macierz transponowang (jesli zapisujemy kowektor jako macierz  kolumnowa”.
Jesli kowektor zapisujemy jako macierz jednowierszowa, wtedy odwzorowanie sprzezone repre-
zentuje si¢ macierza nietransponowana, ale nalezy pamieta¢ co i z ktérej strony mnozymy. [J

Oprocz struktury rozmaitosci przestrzenie styczna i kostyczna wyposazone sa w kanoniczne
rzuty na M. Przeciwobraz punktu wzgledem kazdego z rzutow jest przestrzenia wektorowsa
izomorficzng z R"™. Skonstruowane przez nas mapy zachowuja te strukture, tzn. prioTy = poTy,
iprioT p = @omy, Ponadto Ty (T*p) obciete do przestrzeni stycznej (kostycznej) w jednym
punkcie jest izomorfizmem liniowym, zamiana zmiennych takze jest odwzorowaniem liniowym w
kazdej przestrzeni R™ nad ustalonym punktem ¢(q). Tego rodzaju struktura nosi nazwe wiazki
wektorowej. Bardziej precyzyjnie

Definicja 11 Czworka (E, M, p, F), gdzie E'i M sa rozmaito$ciami, F' przestrzenia wektorowa
a p: E — M surjektywna submersja nazywamy wigzkq wektorowq jesli dla kazdego punktu
q € M istnieje otoczenie U i dyfeomorfizm @ : p~'(U) — U x F taki, ze

prio® = p.

Wymagamy ponadto, ze jesli 4 i O maja niepuste przeciecie to ztozenie odpowadajacych im
odwzorowan ¥ o &1 jest nad kazdym punktem ¢ € U N O izomorfizmem liniowym. Przestrzen
F nazywamy wléknem typowym wiazki wektorowej p. Kazda przestrzeni p='(q) jest przestrzenig
wektorowa izomorficzng (choé niekanonicznie) z F'. Przestrzen te nazywamy wloknem nad q. E
nazywamy przestrzeniq totalng zas M bazq wiazki.

Bez watpliwosci (TM, M, 7, R™) i (T"M, M, 75, R") sa wiazkami wektorowymi. Méwi sie o
nich wigzka styczna i wigzka kostyczna. Obie wiazki majg bardzo bogata strukture, do ktorej
struktura rozmaitodci i struktura wigzki wektorowej stanowia dopiero wstep. Obie wigzki sa
niezwykle istotne w matematycznym opisie mechaniki analitycznej. Wiazka styczna reprezentuje
zazwyczaj przestrzen potozen i predkosci opisywanego uktadu, zas wigzka kostyczna przestrzen
potozen i pedow.
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Definicja 12 Niech teraz F': M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. Odwzorowanie
TF:TM — TN, TF(ty(0)) = t(F o v)(0).
nazywamy odwzorowaniem stycznym do F'.

Tym razem uzyliSmy oznaczenia ty(0) na wektor styczny do krzywej v w punkcie 0, gdyz sta-
wianie kropki nad ztozeniem F o~ jest niewygodne. Oznaczenie ty(0) jet szczegélnie przydatne,
gdy krzywa definiujaca wektor sama ma skomplikowang i dtuga definicje. Odwzorowanie styczne
obciete do przestrzeni stycznej w jednym punkcie jest odwzorowaniem liniowym.

Niech M bedzie wymiaru m a N wymiaru n. Niech takze (z'), (y7) beda wspotrzednymi w
otoczeniach punktu ¢ € M i F(q) € N. Wtedy odwzorowanie F' dane jest we wspdtrzednych
funkcjami FV : R™ — R, tzn. v/ (F(q)) = F/(2%(q)). Odwzorowanie styczne w obcieciu do T,M
przyjmuje wartosci w Tp,) N 1 jest odwzorowaniem liniowym, ktorego macierz w odpowiednich
bazach ma postac

orl  0x? ox™
oxl  Ox? oxm
OF™ OF" oFr™
oxrt  Ox? oxm

Definicja 13 Odwzorowanie F' definiuje takze relacje T*F miedzy przestrzeniami kostycznymi.
Dwa kowektory a € T, M i 8 € T, N sa w relacji jesli

r=F(q) oraz  a=d(foF)(q jesli B=df(r).
Relacje te nazywamy relacjq kostyczng do F' lub podniesieniem kostycznym F'

Relacja kostyczna nie jest odwzorowaniem. Na poziomie punktéw zaczepienia ,jidzie” w t¢ sama
strone co odwzorowanie F', zas na poziomie kowektoréw w przeciwna. Relacja ta obcieta do
przestrzeni Ty M X Ty N jest odwzorowaniem liniowym (TF)* sprzezonym do odwzorowania
stycznego.

3.1 Realizacja wigzek stycznej i kostycznej rozmaitosci zanurzonej.

Niech A bedzie przestrzenia afiniczng. Poniewaz kazda skonczenie wymiarowa przestrzen afi-

niczna jest takze rozmaitoscia, to mozemy rozwazaé przestrzn styczna i kostyczng do niej.

Mozemy takze pytac o przestrzenie styczne i kostyczne do powierzchni zanurzonych w A.
Niech v bedzie gtadka krzywa w A. Wektor predkosci tej krzywej w punkcie a = v(0) to

t _
o= lim Y8 —a
t—0 t

26



Réznica w liczniku jest elementem przestrzeni wektorowej V' modelowej dla A. Wykorzystujac
formy liniowe na V' mozemy sprawdzi¢, ze wektor ten mozna interpretowaé jako wektor styczny
do A. Zbiér funkcji na A postaci f(b) = (¢, b— a) jest wystarczajacy do rozréznienia wektoréw
stycznych w punkcie a. Okazuje sie, ze krzywa v jest rownowazna krzywej 7' : t — a + tv.
Istotnie

dfory - fO(0) = f(v(0) (e (t) —a) V(t) —a)
7, drugiej strony
df o+ df df
dt (0) = Ehﬁ:()f(a + tU) = E\t:o“pﬂfv) = <907U>'

Przestrzen styczna do przestrzeni afinicznej w punkcie a jest wiec izomorficzna z V', a cata
wiazka styczna TA = A x V. Korzystajac z dualnosci przestrzeni stycznej i kostycznej w
punkcie stwierdzamy, iz T"A = A x V*. Wektory styczne do powierzchni M zanurzonej w A
interpretowac¢ wigc mozna jako podprzestrzenie przestrzeni wektorowej V' - bierzemy te elementy
V', ktore pochodza od krzywych lezacych w M. W kazdym punkcie jednak otrzymujemy inng
podprzestrzen (cho¢ oczywiscie tego samego wymiaru). Jak znalezé wektory styczne do M w
punkcie a? Jesli M zdefiniowana jest jako poziomica zerowa odwzorowania

F:A—R",

to ztozenie kazdej krzywej v lezacej w M z F' jest krzywa stata i réwna zero w R™. Wektory
styczne naleza wiec do jadra pochodnej F'(a):

T,M = ker F'(a).
Skoro T,M jest podprzestrzeniag w V', to T*M musi by¢ przestrzenia ilorazowa:
TM=V"/(T,M)°.

Anihilator (T,M)° rozpiety jest przez rézniczki funkcji F*, i = 1...m definiujacych M.

Kazda przestrzen styczna do powierzchni zanurzonej jest podprzestrzeniag w V', ale wigzka
styczna jako catos¢ nie ,dziedziczy” struktury iloczynu kartezjanskiego. Np. kazda z przestrzeni
stycznych do sfery S? jest dwuwymiarows plaszczyzng zanurzong w R?, jednak T.S? # 5% x R2.
Réwnosé zachodzi jedynie lokalnie. Gdyby wiazka styczna do sfery dwuwymiarowej byta try-
wialna (tzn. miala strukture iloczynu kartezjanskiego) to nieprawdziwe byloby Twierdzenie o
zaczesaniu Borsuka, ktore mowi, ze nie istnieje nieznikajace gtadkie pole wektorowe na parzy-
stowymiarowych sferach.

Uzylismy przed chwila niezdefiniowanego wczeséniej pojecia ,gtadkie pole wektorowe”. Pora
naprawic¢ ten blad.

3.2 Pola wektorowe i formy

Definicja 14 Clieciem (gladkim) wiazki p nazywamy odwzorowanie (gladkie) o : M — E o
wtlasnosci poo = idy,. Mowimy takze o lokalnych cieciach zdefiniowanych jedynie na otwartym
podzbiorze U.
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Rys. 22: Karol Borsuk.

Kazda wiazka wektorowa ma przynajmniej jedno ciecie globalne przyporzadkowujace kazdemu
punktowi na bazie odpowiedni wektor zerowy we wioknie. Gtadkie cigcia wiazki stycznej nazy-
wamy gladkimi polami wektorowymi zas ciecia wiazki kostycznej gtadkimi jednoformami. Pole
wektorowe we wspotrzednych jest postaci:
0 0 0
X=X'2)=— +X*@) == + -+ X"(2)=—
Sl (@) 5.3 ()5 %
za$ jednoforma
a = ai(z)dr' + ag(x)dz? + - - + oy, (z)d2™,

gdzie X' i a; sa gtadkimi funkcjami.

Przykladem jednoformy jest rézniczka funkeji (tzn. przyporzadkowanie punktowi rézniczki
funkcji w tym punkcie). Nie wszystkie jednak formy sa tego rodzaju. Na R? np latwo wskazaé
(korzystajac z globalnego uktadu wspéhrzednych (z,y)) forme o = xdy — ydz, ktéra nie jest
rozniczka funkceji. Gdyby tak byto, tzn gdyby o = dg, to

99 _ _, 99 _ 9 (99 __; -9 (%
5~ U ay—x ale wtedy 8y<5x>_ 17é1—am<ay :

Przyktadem pola wektorowego jest znany pewnie wszystkim gradient funkcji. Zatézmy, ze kazda
z przestrzeni T,M wyposazona jest w iloczyn skalarny, ktérego zaleznos¢ od punktu g jest
gtadka. Taka sytuacja ma miejsce na przyktad, gdy M jest zanurzona w R™ — mozemy woéwczas
obciaé¢ kanoniczny iloczyn skalarny z R™ do podprzestrzeni w kazdym punkcie powierzchni.
[loczyn skalarny zadaje, jak wiadomo, izomorfizm miedzy przestrzenia wektorows a dualna do
niej:
G:V3v— (v]-) e V™.

Na rozmaito$ci odwzorowanie G : TM — T*M jest izomorfizmem wigzek wektorowych nad
identycznoscia w M, tzn diagram

T™M —S~T*M

| |

M%M

jest przemienny, a GG obciete do kazdego wldkna jest liniowym izomorfizmem.
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Definicja 15 Niech f bedzie funkcja na M, woéwczas

(grad f)(q) = G~ (df(q)).

Oczywiscie na M = R", gdzie baza kanoniczna jest ortonormalna wzgledem iloczynu skalarnego,
jako wyrazenie gradientu we wspotrzednych otrzymujemy znany wzor
of o af o

B0l f = et ot T pun B

Wiadomo jednak, ze uzycie krzywoliniowego uktadu wspolrzednych istotnie zmienia postaé
wzoru. Znajomo$¢ definicji gradientu (a nie tylko wyrazenia we wspolrzednych kartezjanskich)
znacznie utatwia rachunki w réznych uktadach wspotrzednych, takze na R™.

Innym przyktadem pola wektorowego jest tzw. pole Fulera na wigzce wektorowej. Niech
p: E — M bedzie wigzka wektorows. Przestrzen TE styczna do E zawiera szczegdlne wektory,
ktore nazywamy pionowymi wzgledem p. Wektor v € TE jest pionowy, jesli Tp(v) =0 € TM.
Przestrzen sktadajaca sie z wektoréw pionowych oznaczamy zazwyczaj VE. Jest to podwigzka
wigzki stycznej TE, co oznacza, ze VE jest podrozmaitoscia w TE' i sama tez jest wiazka wek-
torowg nad F. Suma wektoréw pionowych jest pionowa, podobnie wektor pionowy pomnozony
przez liczbe jest pionowy. Wektory pionowe sa styczne do wtokien wiazki E, zatem styczne do
przestrzeni wektorowych, ktérymi sg te wtokna. Kazda przestrzen V. F jest wiec identyczna z
E,¢). Wartoscia pola Eulera w punkcie e jest ten sam wektor e (ale traktowany jako pionowy
wektor styczny). Inaczej méwige Wartoscig pola Eulera w punkcie e € E, jest wektor styczny
do krzywej t +— e + te. pole to oznaczane jest Vg i jest elementem struktury kazdej wiazki
wektorowej. Jedli (z*,y®) jest uktadem wspohrzednych na wigzce E zgodnym ze struktura, tzn
(y*) sa liniowymi wspotrzednymi w kazdym widknie, to pole Eulera ma postaé

0
oy’

Vi(e) =y (e)

Przyklad 13 Rozwazmy pole wektorowe X na S? dane we wspétrzednych stereograficznych
(wzgledem bieguna p6inocnego) wzorem

0

X:(I—y)a—f—(a:—l—y)ay.

ox
Pole zdefiniowane we wspotrzednych stereograficznych zadane jest jedynie na obszarze bedgcym
dziedzing tego uktadu wspotrzednych. Czy da sie to pole rozszerzy¢ na calg sfere, tzn dodefinio-
wac w biegunie polnocnym tak, zeby calo$¢ byta polem gtadkim? Zeby to sprawdzi¢, dokonajmy
zamiany zmiennych w polu X na wspotrzedne sferyczne wzgledem bieguna potudniowego. Nowe
wspotrzedne to

x b Yy
a=——-: = -
T2 + y2 ) 2 + y2
Zapisujemy transformacje wektorow bazowych
0 dad  0bO  x*+y*—22%0 —2zy 0O

Or owda T oroh . (@422 0 @+ ob
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podobnie

0 dad 9o  —2azy 0  y+a*-2%0

Oy~ yoa Oydb @+yPPoa @ yPR O
Podstawiamy uzyskany wynik do wzoru definiujacego pole wektorowe X, porzadkujac jedno-
cze$nie wspotezynniki przy wektorach bazowych w kierunku wspotrzednych a i b:

—2xy ] 0

2% 4 4% — 22
L —+
da

+ (a:+y)m

—2xy y? + 2% — 2y2] 0

o e

m {[—(x —y)?(z+y) — 2zy(z + y)]aaa + [<2zy(z — y) + (z + y)*(z — y)]gb} _
(932+1€UQ)2 {(CB Y- yz)aaa + (v — y)(2” +y2)§b} =—(a+ b)ai + (a— b)a(?b.

Formalnie, opis pola X we wspoétrzednych (a, b) obowiazuje na sferze z wytaczeniem obu biegu-
néw. Biegun péinocny nie nalezy do dziedziny wspolrzednych (x,y), zatem X w ogdle nie jest
tam okreslone, za$ biegun potudniowy nie nalezy do dziedziny (a,b), wiec otrzymane z zamia-
ny zmiennych wyrazenie w nim nie obowiazuje. Patrzac jednak na posta¢ X we wspotrzednych
(@, b) widzimy, ze mozna to pole w sposéb gtadki dookreslié w biegunie pétnocnym (a, b) = (0,0)
ktadac tam wartosc pola rowng 0. Ostatecznie wiec X jest gtadkim polem wektorowym zdefi-
niowanym na calej sferze. Na biegunach pole ma wartosc¢ 0, zas w pozostatych punktach wyraza
sie jednym lub drugim wzorem w zaleznosci od tego, jakich wspotrzednych chcemy uzywac. To
samo pole wektorowe mozemy jeszcze zapisaé we wspoétrzednych sferycznych (o, ). Przyjmuje
ono postac

0
= — —sind—.
Oy 09
Sferyczny uktad wspotrzednych nie obowigzuje na obu biegunach, zatem fakt, ze te wpotrzedne
nie pozwalajg przedtuzy¢ pola na bieguny, specjalnie nie dziwi. &

Sprawdzmy teraz jak pola i formy zachowuja sie wzgledem odwzorowan rozmaitosci. Oznacz-
my przez F' gladkie odwzorowanie
F:M— N.

Wiemy juz, ze korzystajac z odwzorowania stycznego mozemy przeniesé¢ kazdy wektor styczny z
TM do TN. Jednak jesli odwzorowanie nie jest injektywne, moze sie zdarzy¢, ze obrazy dwoch
roznych wektorow bedacych wartosciami pola na M w réznych punktach majacych wspolny
obraz w N beda rézne. Zazwyczaj nie mozna przenies¢ pola wektorowego X z rozmaitosci M
na rozmaitos¢ N. Da sie to jednak zrobi¢ zawsze, gdy F' jest dyfeomorfizmem. W takiej sytuacji
definiujemy transport pola wektorowego:

(F.X)(F(q)) = TF(X(q)).

Inaczej jest z formami: forme z N zawsze mozna cofngé na M korzystajac z relacji T*F. Defi-
niujemy zatem cofniecie albo pull-back formy o na N pokazujac jak cofnieta forma dziala na
wektory styczne do M:

(Fa)(q),v) = (o, TF(v)).

30



Oznaczenia F, i F* wskazuja na zastosowanie odwzorowania stycznego i relacji kostycznej do
pol wektorowych i form a nie do pojedynczych wektoréow i kowektorow.

3.3 Krzywe catkowe pola wektorowego

Krzywa catkowa pola wektorowego X € X' (M) nazywamy gtadka krzywa v : I — M, t — ~(t)
taka, ze
viel A(t)=X(y(1)),

czyli pole X jest styczne do krzywej i predkos¢ krzywej jest réwna wartosci pola. Zanim zagle-
bimy si¢ w kwestie teoretyczne, obejrzyjmy przyktad:

Przyklad 14 Rozwazmy pole wektorowe X z przyktadu 13 dane we wspotrzednych stereogra-
ficznych (wzgledem bieguna pdinocnego) na sferze dwuwymiarowej wzorem

9] 9,
X:(x—y)£+(x+y)a—y.

Jesli krzywa ¢ — (x(t),y(t)) jest krzywa catkowa pola to

(@(t),5(t)) = (x(t) = y(t), z(t) + y(1)).

Otrzymalismy wiec uktad réwnan rézniczkowych, ktéry do tej pory (na analizie I1) zapisywany

byt jako [ﬂ=“ _11Hﬂ

Zapisa macierzowy sugeruje istnienie struktury liniowej na przestrzeni na ktérej pole X jest
okreslone. Pamietamy jednak, ze X jest polem na sferze i fakt ze mozna je zapisa¢ jako uktad
rownan liniowych o stalych wspotczynnikach zwigzany jest ze szczegdlnym wyborem uktadu
wspotrzednych. Wytezywszy pamiec i siegnawszy do zasobdéw wiedzy algebraicznej, bylibysmy
pewnie w stanie rozwigzac¢ ten uktad réwnan... OtrzymalibysSmy wowczas nastepujaca postacé
rozwiazania (dalej stosujemy wektorowa notacje algebraiczna).

x(t) | 4| cost —sint xg
[y(t) ] —° [sint cost ] [yol'

Powyzsza krzywa przechodzi przez punkt (zo,yo) dla ¢t = 0. Jest tez oczywiscie stata krzywa
(z(t) = 0,y(t) = 0) odpowiadajaca warunkom poczatkowym w biegunie potudniowym.

Widzimy zatem, ze pole wektorowe na rozmaitosci zapisane w uktadzie wspotrzednych to
nic innego jak uktad réownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Istnienie i jedno-
znacznos¢ rozwigzania takiego uktadu dla zadanych warunkéw poczatkowych gwarantowana
jest przez twierdzenie Cauchy’ego. Zadanie warunkow poczatkowych oznacza wybranie punktu
na rozmaitosci, przez ktory krzywa catkowa przechodzi dla parametru t = 0. Wiemy juz wiec, ze
krzywe catkowe istnieja, przynajmniej lokalnie. Krzywe catkowe naszego pola mozna tez znalez¢é
korzystajac ze wspotrzednych sferycznych:

0

0
X = — —gq] _
gy gy
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i rozwiazujac uktad réwnan '
© =1, Y = —sind.

Krzywa catkowa przechodzaca dla t = 0 przez punkt (¢g, ) to

t— (t) = ((po + t, 2 arctan[tan (?) et]> :

Zauwazmy jaka ciekawa wtasno$¢ ma powyzsze rozwigzanie: Zapiszmy krzywa catkowsa w pa-
rametrze s z warunkiem poczatkowym dla s = 0 réwnym ~(t):

5 — (W) + 5,2 arctan]tan (?) 68]) .

Ale ¢(t) = o + t oraz V¥(t) = 2arctan[tan (%) e']. W szcezegdlnosei druga wspéhrzedna to:

9 9 9
2 arctan[tan (2 arctan[tan <20> et]/2> e’] = 2arctan[tan <20> e'e] = 2 arctan[tan (2()) Sl

Okazuje sie wiec, ze s — (s +t). Podobny wynik otrzymamy prowadzac rachunki we wsp6i-
rzednych stereograficznych:

z(s) | o5 | COS5 = sin s ot | cost — sint | | zo |
y(s) | sins  coss sint  cost Yo |
_ s [ cos(t +s) —sin(t + s) 1 l xo ]

N sin(t +s) cos(t+s) Yo

Powyzsza wlasnos¢ jest ogdlng whasnoscig krzywych catkowych. Przesuniecie wzdtuz krzywych
catkowych o t jest dyfeomorfizmem rozmaitosci M:

oM — M

o wlasnosciach
(1) @o(g) =q.  (2) Ps(Pu(q)) = Prss(a).

Ponadto dla kazdego ¢
t— (I)t(Q)

jest (z definicji ®;) krzywa catkowa pola X. Odwzorowanie
I xM— M, O(t,q) = Pi(q).

Nazywane jest lokalng grupg dyfeomorfizmow zwiazana z X. Okreslenie ,,grupa” odnosi sie tu do
wlasnosci (1) i (2). Okazuje sig, ze kazde pole wektorowe definiuje lokalna grupe dyfeomorfizmow
i odwrotnie, kazda lokalna grupa dyfeomorfizméw odpowiada pewnemu polu wektorowemu.
Dowdd tego faktu odktadamy do rozdzialu dotyczacego pochodnych Liego.de
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3.4 Do czego stuzg jednoformy?

W poprzednich dwoch podrozdziatach dyskutowaliémy pola wektorowe. Okazalo sie, ze pole
wektorowe na rozmaitosci jest uogélnieniem pojecia rownania rozniczkowego pierwszego rzedu,
ktére znamy z R™. A jednoformy rozniczkowe? Do czego mogg stuzyé¢? Wykonajmy nastepujacy
rachunek: Niech v : [a,b] — M bedzie gtadka krzywa, zas a bedzie jednoforma na M. Zapiszmy
te krzywa i te forme w dwoch roznych uktadach wspotrzednych

a=fix)d' o= g(y)dy
Skoro oba wzory reprezentuja te sama forme, mamy zwiazek

oy’
81’i '

filz) = g;(y(z)

Przyjrzyjmy si¢ dwom wyrazeniom:
[ fatodao) = [ At
Lb@mwwm:=lgwnﬁw -

Ze wzgledu na zwiazek miedzy f i g mozemy w (2) dokona¢ zamiany f na g

fﬁmm%ﬂm=fﬁmm”

= [ o) I

[ o)Lt = [ gm0 o).

Powyzszy rachunek pokazuje, ze wzory (2) i (3) opisuja de facto te sama wielkosé. Ostateczna
wartos¢ nie zalezy od wspotrzednych jakich uzyliSmy. Przyjrzyjmy si¢ teraz drugiemu rachunko-
wi - zmienimy teraz parametryzacje krzywej v, zostawiajac bez zmian obraz tej krzywej. Niech
wiec 7 : [a,b] — [c,d] bedzie reparametryzacja krzywej v, tzn. n : [¢,d] — M, n(7(t)) = ~(t).
Poréwnajmy dwa wyrazenia:

dz?

[ Hemend ) = [ )G )
[ oo 6w) = [ Rt o)

Zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych w calce Riemanna mamy
/ )dx dr
dr dt

/ﬁ (' (1)),

[ e i) = [ et

/fz
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Okazuje sie wiec, ze wyrazenia (4) 1 (5) sa réwne. Mozna wiec powiedzieé, ze wszystkie wyrazenia
(2, 3, 4, 5) opisuja te sama wielko$¢, ktéra mozna nazwaé catka z formy « po jednowymiarowej
podrozmaitosci (krzywej) bedacej obrazem ~y. Calke te obliczamy we wspétrzednych i uzywa-
jac parametryzacji krzywej, jednak wynik nie zalezy zaréwno od wyboru wspotrzednych jak i
parametryzacji.

Oczywiscie nie jest to pelna teoria catkowania form po jednowymiarowych podrozmaito-
Sciach. W szczegodlnosci nie rozwazaliSmy co robi¢, jesli krzywa nie miesci sie w dziedzinie
jednego uktadu wspotrzednych. Pominglismy tez kilka innych detali. Powyzsze rozwazania sa
jednak wystarczajace do uzasadnienia stwierdzenia, iz jednoformy rozniczkowe stuzg do catko-
wania wzdtuz krzywych.

Jednym ze sposobow rozpoznawania jakie narzedzie matematyczne powinno by¢ uzyte do
reprezentowania danej wielkosci fizycznej jest przyjrzenie sie co sie z ta wielkoscia robi. Jako
przyktad niech postuzy nam pojecie sity. Site catkujemy wzdtuz trajektorii uzyskujac prace. W
podrecznikach do mechaniki mozemy znalezé wzory podobne do W = [ Fd3 lub dW = Fds,
ktore wskazuja, ze by¢ moze site nalezaloby reprezentowaé raczej kowektorem niz wektorem.
W teorii zwanej mechanika analityczna tak sie wtadnie robi.

3.5 Nawias Liego

Gladkie pole wektorowe definiuje rézniczkowanie algebry C*°(M) nad identycznoscia jako ho-
momorfizmem algebr. Istotnie, skoro w kazdym punkcie ¢ € M warto$¢ X (q) jest rézniczkowa-
niem algebry C*°(M) o wartosciach rzeczywistych, zbierajac wartosci rézniczkowania punkt po
punkcie i korzystajac z gltadkosci jako wartosé X (f) otrzymujemy gtadka funkcje g — X (q)(f).
Reguta Leibniza jest spetniona, gdyz jest spelniona dla X (q). Mozna pokazaé (czego nie bedzie-
my robié), ze pola wektorowe to wszystkie rézniczkowania algebry C*°(M) nad identycznoscia.
W zbiorze rézniczkowan algebry nad identycznoscia okreslony jest komutator rozniczkowan.
Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze [Dy, Ds| okreslone wzorem

[D1, Ds)(a) = Di(Da(a)) — D2(Di(a))
jest rézniczkowaniem. Istotnie
[Dl, DQ]((J,b) = Dl(DQ(CLb>> — DQ(D1<CLb)) = Dl(aDg(b) + DQ( ) ) DQ

(
aD1(D2(b)) + Di(a)D2(b) + D1(Ds(a))b + Dz(a) Dy (b)—
aDs(D1(b)) — D2(a)D1(b) — D2(Di(a))b — Di(a)Da(b) =

aD1(b) + D1(a)b) =

Jednokolorowe wyrazenia si¢ upraszczaja i otrzymujemy

=a +D]([)_>((1))b—i—a —l)_><[)|<(1)>b:
a + [D1(D2(a)) — D2(D1(a))]b =
a + [Dy, Ds](a)b
Skoro komutator rozniczkowan jest rozniczkowaniem, a wszystkie rozniczkowania to pola wekto-

rowe, to komutator pol wektorowych takze jest polem wektorowym. Komutator w zastosowaniu
do pdl wektorowych nazywany jest nawiasem Liego. Jest to odwzorowanie

X (M) x X(M) — X(M)
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antysymetryczne (tzn. [X,Y] = —[Y, X]), spetiajace nastepujace warunki:
(X, fY] = fIX, Y]+ X(f)Y

oraz

XY, 2] = [1X, Y], 2] + [V [X, ).

Druga z rownosci nazywana jest tozsamosciq Jacobiego. Méwi ona, ze odwzorowanie
(X, ] X(M) — X (M)

samo jest rozniczkowaniem algebry (X (M), [-,-]). Algebra ta jest algebra nieprzemienna (antysy-

metryczna), bez jedynki i bez tacznosci. Algebra z antysymetrycznym dzialaniem spetniajacym

tozsamos$é¢ Jacobiego nazywa sie algebrq Liego. Pierwsza réwno$é sprawdzamy bezposrednim

rachunkiem na wspotrzednych. Tozsamos$é Jacobiego jest charakterystyczna dla komutatora

rozniczkowan i takze moze zosta¢ sprawdzona bezposrednim, troche nudnym rachunkiem.
Zapiszmy nawias pol wektorowych we wspotrzednych:

0 yzyji

X=X A
oxt’ oxd’

X,Y)(f) = X(V(f) = V(X () = X' (Yj o ) v (Xi af) -

ox? Ozl ozl ox?
OYIOf L O o T
X oxt Oxd Y OxidzI Y Oxd Oz’ X Oxidxi
i(‘?Yj of jaXi af B ié)Yj B ian ﬁ
X oxt OxI Y oxd Oxi (X oxt Y 8:(:1') oz’
. Y7 00X
J — 7 o )
P =X Y

Posta¢ nawiasu pol wektorowych we wspotrzednych niewiele mowi o jego geometrycznej
interpretacji. Wdalszym ciggu wyktadu okaze sie, ze ta wielkos¢ pojawia sie w réznych kon-
tekstach wielokrotnie: jest we wzorze Cartana na rézniczke formy, jest we wzorze na pochodna
Liego pola wektorowego, jest w koncu we wzorze na krzywizne koneksji. Zacznijmy jednak od
prostej interpretacji w terminach krzywych catkowych pél wektorowych. Jako komutator poél
wektorowych, nawias Liego mierzy réznice w dziataniu dwdch pol zastosowanych w wyjsciowej
i odwrotnej kolejnoséci. Wiemy, ze dzialanie pola wektorowego na funkcje polega na rézniczko-
waniu wzdluz krzywych catkowych pola. Przeanalizujmy zatem réznice miedzy (¢, (¢, q)) i
W(t, o(t,q)), gdzie ¢ i 1 sa lokalnymi grupami dyfeomorfizméw odpowiadajacymi polom wek-
torowym X i Y odpowiednio. Pewng techniczng trudnos$é stanowi ,zmierzenie” réznicy miedzy
dwoma punktami na rozmaitosci bez dodatkowej struktury, w szczegdlnosci bez pojecia odle-
glosci. Poradzimy sobie biorac dowolng funkcje f € C*°(M) i wyznaczajac
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Dla ustalonego ¢ i ustalonej funkcji f réznica ta jest gtadka rzeczywisty funkcja rzeczywistego
argumentu. Jej definicja jest niezalezna od wspotrzednych, ma wiec charakter geometryczny.
Wspbtezynniki rozwiniecia Taylora tej funkceji takze maja znaczenie geometryczne. Wyznaczy-
my te wspotezynniki korzystajac ze wspotrzednych. Wynik powinien zaleze¢ jedynie od f, g,

X 1Y. Oznaczmy ' '
Pt =2 (p(t.q), V(g =2 q).
We wspotrzednych wielkosé f(i(t, p(t, q))) — f(w(t,¥(t,q))) przyjmuje postaé

F@t @ (t0) — F@' (4 (8 0)))- (6)
Wartosé w t = 0 jest 0, gdyz ¢(0, q) = ¥(0, q) = q. Liczymy pierwsza pochodna po t. Poniewaz
wyrazenie jest antysymetryczne ze wzgledu na zamiane X i Y, skoncentrujemy si¢ na jednym
cztonie f('(t, p'(t,q))), drugi dopiszemy pozniej korzystajac z antysymetrii:

S0 = L o) (G o+ S5 wa) o) @

Przy wszystkich funkcjach w powyzszym wzorze wypisywaliSmy wszystkie argumenty, zeby
teraz nie mie¢ watpliwosci co do wyniku, kiedy wstawimy wartos¢ ¢t = 0.

) ; 0
9 0o = 2 (a),

O (0o = o (0.4) = V(o)

[t=0 = Xi(Q)~

Nieco trudniejszy jest czton w kolorze czerwonym. Siegajac do definicji rézniczkowania czast-
kowego, ktore polega na rézniczkowaniu wzdtuz jednej zmiennej przy ustalonych pozostatych,
stwierdzamy, ze wyznaczajac warto$¢ wyrazenia czerwonego nalezy najpierw potozy¢ t = 0 w
pierwszym argumencie (i pozostatych poza j-ta wspotrzedna x) i dopiero potem rézniczkowaé.
Wstawienie warto$ci 0 w miejscu pierwszego t oznacza, ze rozniczkujemy odwzorowanie (0, -),
ktore jest identycznoscig na M.

ZZJJL (t, (’Qk(tﬂ q))\tzo = 5;.
PodsumoWuj ac,
a6 0 )ma = 5200 (V0 +97200) = 570 (V0 + X' @)

Wyrazenie to jest symetryczne ze wzgledu na zamiane X na Y, co oznacza, ze wspotczynnik
przy t w pierwszej potedze w rozwinieciu wyrazenia (6) jest 0.

Przechodzimy do wyznaczania wspoétczynnika przy 2. W tym celu policzymy pochodng po t
wyrazenia (7). Dla skrocenia napiséw oznaczmy przez A'(t) wyrazenie wystepujace w nawiasie
po prawej stronie we wzorze (7). Wiadomo, ze A'(0) = Y*(¢) + X'(¢q). Mamy wiec

S0 = (SE W 0a) -
S (W () A OA) + S ) A
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Czesé niebieska dla t = 0 przyjmuje postaé

O (0,4 (£ D) ADA Do = 5 (q) A0V A(0) =

aﬁ";xi () (Y¥(@) + X)) (Yi(9) + X'(a)),

trudnosé¢ polega wiec na wyznaczeniu wartosci wyrazenia czerwonego.

4 d (o, o 0,
40 =4 (Gt an + e an G @)
Py Py gt PU L i o O
Y I D" o’ ¢’

t, 0 (t, ¢ tc t, .
Batan P (L O) 5, Wk S0+ oS a) S (ta)
W powyzszych rachunkach wstawiamy ¢ = 0 i otrzymujemy dla czesci czerwonej

02 7 ) 82 %
18 (1 0) o = S (0,0).

Czesci niebieska i zielona sg réwne, jesli wezmiemy pod uwage symetrie drugich pochodnych
czastkowych
sz a k ayz
¢ (¢, t, = X* :

Cze$¢ szara znika, gdyz znlka druga pochodna identycznosci. Obliczajac warto$é¢ czesci czarnej

takze bierzemy pod uwage, ze gfj (t, ©'(t,q)))j=0 = 5; i otrzymujemy
O . 92 90] 2 i
Podsumowujac
d a2wi aQSOi oY
— A ()ji=0 = —=5-(0 0 2X* :
p” (t)j=0 542 (0,q) + 52 (0,9) + (Q)axk(Q)

Podwojony wspétezynnik przy ¢? otrzymujemy antysymetryzujac:
d? , . . .
g [ (e (60) — [ (L), =
o? ‘ .
SO @) (VM) + XM@) (V) + X))+
of (07" 02 oY’
89{@' < 572 (0,q) + 0:; (0,q) +2X*(q) o (q)> _
0? , ,
T () (xX*0) + YH(0) (Xi(0) + V() -

Of (9% %) 2%
! < 2 (0,q) + = (0.q) + 2Y*(q) (Q)>

ozt \ Ot? ot2 oxk
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Czerwone, niebieskie i zielone sktadniki sie upraszczaja pozostawiajac

jtz WP 60D ~ S )], = 2;{2‘ (Xk(q)gi (2) = Y*(q) ?9;(: (q)>

Wyrazenie w nawiasie okragltym jest i-ta wspéhrzedna [ X, Y]. Rozwiniecie do wyrazéw kwadra-
towych xéimicy f(U(t, 9(t,0))) — F(o(t, U(t,q))) prayimuje wiee postac

F@(t,o(t,q) = flo(t.e(t q) = (X, Y]f)(q) + O(F).

Wyrazenie ([X,Y]f)(q) to dziatanie pola wektorowego [X, Y] na funkcje f obliczone w punkcie
q. Tak jak si¢ spodziewaliémy, wynik nie zalezy od wspoélrzednych w ktérych prowadzilismy
rachunki.

Powyzszy rachunek daje geometryczna interpretacje nawiasu pél wektorowych. Nawias ten
jest miarg niedoktadnodci, jaka otrzymujemy zamieniajac kolejnos¢ ,podrozowania” wzdiuz
krzywych catkowych obu poél wektorowych. Niedoktadnosé¢ te¢ wida¢ dopiero w drugim rzedzie
wzgledem parametru krzywych catkowych.

Wiadomo, ze dla kazdego pola wektorowego X mozna dobra¢ uktad wspotrzednych w taki
sposob, ze krzywe catkowe tego pola sg liniami wspotrzednosciowymi jednej ze wspotrzednych.
Rachunek, ktory wtasnie przeprowadzilismy pokazuje, ze dla dwéch pdl wektorowych moze to
by¢ niemozliwe. Przeszkoda jest z catg pwenoscia nieznikajacy komutator tych pol wektorowych.
Oczywiscie udowodnienie, ze gdy pola wektorowe komutuja, odpowiedni uktad wspotrzednych
istnieje, to oddzielny problem, ktéry poruszony jest w dowodzie Twierdzenia Frobeniusa w
pozniejszych rozdziatach. W szczegdlnosci, istnienie takiego uktadu wspotrzednych oznacza, ze
znika nie tylko wspétczynnik przy ¢ w rozwinieciu badanej przez nas funkcji, ale wszystkie
wspotezynniki. Tak istotnie jest - pozostate wspélezynniki wyrazaja sie przez nawias [X, Y]
oraz jego wielokrotne iteracje: [ X, [X, Y]], [V, [X, [X, Y]] itd. Jesli wiec [X, Y] znika, znikaja tez
wszystkie inne wspotczynniki. Zainteresowani konkretng postacia rozwiniecia powinni poszukaé
informacji zwiazanych ze wzorem Campbell’a-Baker’a-Hausdorffa.

3.6 Czy przyspieszenie jest wektorem?

Uczac sie fizyki w szkole éredniej czy tez mechaniki klasycznej w czasie wyktadéw uniwersy-
teckich, postugujemy sie czesto pojeciem ,wektor przyspieszenia”. Czy jednak przyspieszenie
na pewno jest wektorem? Dotychczasowe doswiadczenia z tego kursu geometrii rézniczkowej
wskazuja, ze warto dobrze przemysle¢ jakie byty matematyczne powinny reprezentowaé rozne
wielko$ci fizyczne.

Rozwazania bedziemy prowadzi¢ przy zatozeniu, ze pracujemy w ramach mechaniki klasycz-
nej, nierelatywistycznej. Przestrzen potozen uktadu klasycznego zazwyczaj jest rozmaitoscia.
Oznaczmy ja M. Na przyktad jesli analizujemy ruch monety toczacej sie prostopadle po stole,
polozenie monety okreslamy podajac poltozenie punktu stycznosci ze stotem ((z,y) € R?), po-
tozenie monety wzgledem osi przechodzacej przez srodek monety prostopadle do ptaszczyzny
monety (S, wspolrzedna ) i potozenie wzgledem osi obrotu prostopadlej do stotu i przechodza-
cej przez srodek monety (S, wspotrzedna ). Przestrzen potozen zatem to M = R? x S! x ST,
a we wspolrzednych czworka (x,y, ¢,0). Kiedy natomiast rozwazamy ruch bryly sztywnej i
oprocz potozenia $rodka masy (R?) uwzgledniamy obroty bryty w przestrzeni, jako rozmaito$é
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polozeni otrzymujemy R? x SO(3). SO(3) jest grupa Liego obrotéw w tréjwymiarowej prze-
strzeni euklidesowej. Jesli chcemy byé bardzo precyzyjni, zamiast SO(3) powinnismy wziaé
przestrzen jednorodng wzgledem tej grupy, tzn. cos jak grupa, tylko bez wyrdznionej jedynki.
Relacja przestrzeni jednorodnej i grupy Liego jest taka jak przestrzeni afinicznej i modelowe;j
wektorowe;j.

Predkos¢ uktadu fizycznego, ktorego rozmaitoscig potozen jest M, jest wektorem stycznym
do krzywej opisujacej ruch tego uktadu. Predko$¢ jest wiec elementem TM. Predkos¢ moze-
my obliczy¢ w kazdym punkcie trajektorii otrzymujac krzywa w TM. Jesli w M wybrane sa
wspotrzedne (z¢), to trajektorie opisujemy we wspotrzednych jako t — (2%(t)) a predkosé jako
t — (z'(t), 37 (t)). Zauwazmy tutaj, ze sam zestaw funkcji ¢ — (4°(¢)) nie ma sensu geometrycz-
nego. Predkosci nie mozna rozpatrywaé¢ w oderwaniu od punktu zaczepienia, przynajmniej nie
na ogolnej rozmaitosci. Mozna to robi¢ jedynie gdy wiazka styczna do rozmaitosci potozen jest
trywialna i przestrzenie styczne w réznych punktach sa kanonicznie utozsamione.

Przyspieszenie mierzy¢ ma zmiane predkosci. Najprosciej zatem jako przyspieszenie wzigé
wektor styczny do krzywej predkosci w TM, czyli element TTM. Poniewaz jednak krzywa
predkosci nie jest byle jaka, tylko jest podniesieniem stycznym krzywej z rozmaitosci, to tak-
ze wartosci przyspieszenia w TTM nie sa dowolne. We wspotrzednych na TTM dostaniemy
(x8(t), 47 (t), i%(t), i (t)), to znaczy drugi i trzeci zestaw wspohrzednych jest jednakowy. Elemen-
ty TTM majace taka wtasno$é odpowiadaja klasom réwnowaznosci krzywych z doktadnoscia
do drugich pochodnych. Doktadniej mowiac, w zbiorze gtadkich krzywych definiujemy relacje
rownowaznosci

v~y = (0 =70,

dfoy _dfey d*foy _d*foy

VfelC™(M = :
/ (M) dt  ji=o dt  ji=0’ dt2 |0 dt?2 |0

Czesé niebieska definiuje wektor styczny czyli predkosé, ale jest jeszcze nowa cze$é czerwona.
Zbiér klas réwnowaznosci wzgledem powyzszej relacji oznaczamy T2M. Jest to rozmaito$é,
majaca naturalny rzut na TM. Istnieje tez kanoniczne zanurzenie T2M w TTM. Przyspieszenie
traktowaé mozna zatem jako element T?M lub jako odpowiadajacy mu element TTAM . Jak to
wiec w konicu jest? Czy przyspieszenie jest wektorem?

Popatrzmy na opis elementu T?M we wspéirzednych oraz na to, jak transformujg sie te
wspOtrzedne gdy zmienimy wspoétrzedne na bazie. Niech wiec (2°) bedzie uktadem wspotrzed-
nych w M. Krzywa zapisujemy we wspotrzednych jako t — (2%(t)). Kazda z funkcji t — x%(t)
mozemy rozwinaé¢ w szereg Taylora

() = 7(0) + £ (0) + ;t%‘i(m b

Krzywe sa réwnowazne, jesli maja te same wartosci 2*(0), 2°(0) i °(0). Wspotrzedne (¢, z°, i)
dobrze opisuja element T?M. Przeprowadzimy teraz zamiane zmiennych. Wezmy nowy uktad
wpohrzednych (%) na M. Wspohzedne y* wyrazimy jako funkcjie od z, wtedy
ayk ) ) Oka o ayk

k_YY L ko i vy

V' = w V'~ it - ozl
Wspbtrzedne z jedna kropka transformuja sie jak wspéirzedne wektora stycznego, a wiec liniowo,
podczas gdy wspéhrzedne z dwiema kropkami transformujg sie afinicznie. Wigzka T2M —
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TM jest wiazka afiniczna a nie wektorowa. Wiazka T>M — M ma strukture jeszcze bardziej
ztozong, zwana wigzka gradowang. Z tego punktu widzenia, przyspieszenie jako element T?M
nie jest wektorem, bowiem nie transformuje sie liniowo. Uzywajac zanurzenia T*°M «— TTM
moglibysSmy powiedzie¢, ze przyspieszenie jest wektorem stycznym, ale nie do M a do TM.

Czy zatem wszystkie rachunki zaktadajace, ze przyspieszenie jest wektorem stycznym do
M sg fatszywe? Rzecz w tym, ze rozmaito$é¢ konfiguracyjna niemal nigdy nie jest ,,golg rozma-
itoécia” bez dodatkowej struktury. Jesli potrafimy napisa¢ lagranzjan na TM lub hamiltonian
na T*M, to mamy najprawdopodobniej do czynienia z rozmaitoscia z metryka. Czesto jest
to poprostu afiniczna przestrzen euklidesowa. Wigzka styczna do afinicznej przestrzeni eukli-
desowej F jest trywialna, mamy TE = E x V| gdzie V' jest wektorowa przestrzenia modelo-
wa z iloczynem skalarnym. Iterowana wiazka styczna TTE tez jest trywialna: mozna zapisac
TTE = ExV xV x V. Przyspieszenie rozumiane jako wektor mierzacy zmiane predkosci, lezy
w czerwonym czynniku. Istotnie, biorac krzywa w E w postaci ¢t — v(t) € F mozemy wziaé
wektor styczny (v(t),7(t)) € E x V. Czes¢ §(t) jest krzywa w V' i moze zostaé oddzielona od
punktu zaczepienia w E. Bioragc wektor styczny do krzywej w TE dostajemy

(Y(0), (1), 7(1),7(1)) € E XV XV XV

i znowu czerwona czes¢ ma samodzielny byt jako element V. No a co z trudnosciami z transfor-
macja wspotrzednych? Tych trudnosci nie ma, jesli uzywamy wspotrzednych dostosowanych do
struktury przestrzeni, czyli afinicznych. Jesli oba zestawy wspotrzednych sa afiniczne, wtedy za-
miana zmiennych jest takze funkcjg afiniczng i drugie pochodne jednych zmiennych po drugich
zmikaja. Transformacja zmiennych z dwoma kropkami jest wiec liniowa. Jesli jednak uzywamy
wspoltrzednych krzywoliniowych, w wyrazeniach na przyspieszenie pojawiaja si¢ skomplikowane
wzory zawierajace pierwsze i drugie pochodne wspotrzednych, co wskazuje, ze przyspieszenie
takim zwyklym wektorem stycznym nie jest.

Zeby zauwazyé komplikacje nie trzeba nawet samodzielnie przeprowadzaé¢ zamiany zmien-
nych. Wystarczy zajrze¢ do podrecznika i sprawdzi¢ jak wygladaja predkosé i przyspieszenie
na plszezyznie (euklidesowej) zapisane w biegunowym uktadzie wspéhrzednych. Wektor pred-
kosci ma sktadowe w bazie wspotrzednosciowej wygladajace ,przyjaznie” — pochodne po czasie
wspoOtrzednych potozenia. Dodatkowy czynnik r przy ¢ w rozktadzie w bazie ortonormalnej
wynika z warunku, ze wektory bazowe maja mie¢ dtugo$¢ 1. Wektor przyspieszenia jednak ma
posta¢ dos¢ ztozona. Charakterystyczne jest jednak, ze obie wspétrzedne sa rzedu 2 jesli uzna-
my drugie pochodne za wspotrzedne rzedu 2 a pierwsze rzedu 1. Pierwsze pochodne pojawiaja
sie zawsze w wyrazeniach majacych taczny rzad 2. Jest to odbicie gradowanej struktury T2M:

potozenie: (1, ),

predkoéé: 170, + @0, = re, + rye,,

przyspieszenie: (7 — 7¢?)0, + (¢ + QE)Q@ = (¥ — r¢®)e, + (rg + 219)e,,
r

W powyzszych wzorach e,, e, sa wersorami (wektorami bazowymi o dtugosci 1) w kierunkach
Oy 1 0,.

Jedli nie pracujemy na przestrzeni eukliesowej, tylko np na SO(3) jak w przypadku bryty
sztywnej, do dyspozycji mamy metryke i odpowiadajaca jej koneksje, ktora takze pozwala
,oddzieli¢” przyspieszenie od predkosci i potozenia. O tym jednak porozmawiamy pézniej, kiedy
pojecie koneksji zostanie zdefiniowane.
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4 Wielokowektory i wieloformy na rozmaitosci

4.1 Odwzorowania wieloliniowe antysymetryczne na przestrzeni wek-
torowej wymiaru skonczonego
Ponizsze notatki powstaly z uzyciem notatek do wykladow Matematyka II © Matematyka 111,

wiec mogq Panstwo miec czasami wrazenie, Ze autor miepotrzebnie rozdziela wltos na czworo. Z
drugiej strony jednak ,wykladanie kawy na tawe” ma tez swoje zalety...

Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych. Funk-
cjq k-liniowg na przestrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowanie:

w:VxVx.---xV—R,
k

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego ¢, dowolnych wektorow v;,
j=1...k, v} idowolnych A\, u € R zachodzi

CU(UI,UQ,"' 7>\UZ'+,L“}Z,'7”' 7Uk) :)\w(vl’v27... 7Ui7”' 7Uk)+MW<U1;U27"' ’ng,... 7Uk>

7 kursu algebry i analizy znajg panstwo dobrze funkcje dwuliniowe, szczegdlnie dwuliniowe
symetryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w usta-
lonym punkcie, tensor bezwladnosci ciala sztywnego).

Wérod wszystkich funkeji k-liniowych wyrdéznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne,
to znaczy majace wtasnosé

W(V1, V2, Vi Uy V) = —w(U1, Vg, s U, e, Uy e, V) (8)

dla dowolnych i # j. Funkcje k-liniowe antysymetryczne nazywane sa tez k-kowektorams, lub
czasem k-formami antysymetrycznymi. Zwtaszcza w kontekscie geometrii rézniczkowej warto
uzywaé nazwy k-kowektory, nazwe k-formy rezerwujac dla czego$ nieco innego. Mato komu
jednak udaje sie¢ by¢ w tej sprawie catkowicie konsekwentnym.

Omawiajac odwzorowania liniowe i funkcje dwuliniowe stwierdzilismy, ze wlasnos¢ liniowosci
powoduje, ze odwzorowanie jest jednoznacznie okreslone przez wartosci na wektorach bazowych.
Stad na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania funkcji dwuliniowej potrzeba n? liczb:

QIVX V—>R, Qij :Q<€i,€j).
Jesli wiadomo, ze funkcja jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n+ 1)/2 wartosci. Jesli funkcja

jest antysymetryczna, potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne @Q; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V

Q(v,v) = —=Q(v,v)

Po opuszczeniu koloréw (w koricu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy

Q(va) = _Q(U7U)7 (9)
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czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy, przestrzen wektorowa wszystkich funkcji dwuliniowych ma
wymiar n? a podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio
n(n+1)/2 i n(n —1)/2. Jesli zauwazymy ponadto, ze odwzorowanie, ktore jest jednoczes$nie
symetryczne i antysymetryczne musi by¢ zerowe, oraz ze
n(n+1 -1 2 2 —
( )+n(n ):n +n+n no_

2 2 2
zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich funkcji dwuliniowych jest sumg prosta podprzestrzeni
odwzorowan symetrycznych i podprzestrzeni odwzorowan antysymetrycznych. Kazda funkcja
dwuliniowa da sie wiec roztozy¢ w sposob jednoznaczny na czes¢ symetryczng i antysymetrycz-
na:

Q(U7w) = Q—(U’w) + Q1 (v, w)
Q- (0,0) = 5[Qv,1) = Q(w, )], Qulo,w) = 3[Qv,w) +Qluw,v)].

Dla k > 2 takze jest prawda, ze funkcja k-liniowe jest jednoznacznie okreslona przez wartosci
na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenig wektorows wymiaru n*. W tej
przestrzeni sa takze wyrdznione podprzestrzenie funkcji symetrycznych i antysymetrycznych,
ktorych czescig wspdlng jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja przestrze-
ni wszystkich funkcji. Zastanowmy sie nad wymiarem przestrzeni funkcji antysymetrycznych,
czyli k-kowektoréw. Niech w oznacza k-kowektor. W zbiorze n* liczb

Wiigeriyy = W(€iyy Cigy -3 Eir)

jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,, €4, ..., ¢€;,) korykolwiek wektor bazowy powta-
rza sie, a juz warto$¢ w na tym ukladzie musi byé¢ réwna zero jak w (9). Jesli zas uktad
(€415 €iys - - -, €5, ) Nie zawiera powtarzajacych si¢ wektorow, to wartos¢ w na tym ukladzie rézni
sie od wartosci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosngco
ze wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-kowektora wystarczy tyle
liczb ile jest r6znych podzbioréw k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki

wiadmo, ze jest ich
ny\ n!
k') kl(n—k)!

Powyzsze rozwazania prowadza takze do wniosku, ze przestrzen k-kowektorow dla k > n jest
zerowa, natomiast przestrzen n-kowektorow ma wymiar réwny 1. Znamy juz przynajmniej jeden
przyktad n-kowektora: Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy R", wyznacznik jest
n-kowektorem ne R™.

Podprzestrzen k-kowektoréw na V', w kontekscie geometrii rézniczkowej, oznaczamy

k
AV
Sensownos¢ tego oznaczenia bedzie jasna wkrotce. Podsumujmy wtasnosci k-kowektorow:

o Jesli wérod argumentéw k-kowektora a ktorykolwiek z wektorow powtarza sie, wartosé a
na tym uktadzie wektorow jest rowna zero. Wynika z tego, ze
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o jesli vy, ve, ..., v; jest uktadem liniowo-zaleznym to a(vy,va, ..., v;) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreslone na wektorach bazowych.
Jedli (e, ea,...,e,) jest baza w V to liczby

iy, iy :Oé<€i1,€¢2,...,€ik), 0< 1 <lg<- <1t <n+ 1

wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie . Wynika z tego, ze

. n
[ ) dlm/\k V= < k > - k'(:lk)l

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektorow, przydatby nam si¢ takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukcji takiej bazy postuzy nastepujace pojecie:

Definicja 16 lloczynem zewnetrznym k-kowektora « i I-kowektora 3 jest (k + [)-kowektor za-
dany wzorem

sgn o
a A ﬁ(vb s 7Uk+l) = Z WQ(UU(1)7 UO'(2)7 s 7,00(1@))6(@0(19-"-1)7 Uo‘(l+2)7 s 71}0'(1))'
0ESk41 U
Zanim zastanowimy si¢ nad wlasnosciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) ki l. Niech k =111 =1, czyli «, 3 sa po prostu kowektorami na
V. Wtedy a A § jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

a A ﬁ(vl, vg) = Z (%(1))5(%(2))-

gES2

sgn o
——
111!

W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzor przyjmuje wigc postacé

a A B(vr,v2) = afvr) B(v2) — alvz) B(v1).

Teraz zalézmy, ze a jest 2-kowektorem a [ kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Sj.
W tej grupie jest sze$¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postac:

(e WA ﬁ(’l]l, Vg, 'U3> = 2'11' <+(1(’U17 1)2)[3(”(13) — Oé('UQ7 1)1)6(@'3)—06(1)1, Ug)ﬁ(UQ)
+ar(vs, v1)B(v2) ) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznig sie jedynie kolejnoscig argumentow 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je doda¢. Trzeba jedynie pamietac¢ o zmianie znaku przy zamianie
kolejnosci argumentow:

(+ar(vr, v2)B(vs) + a(vi, v2) B(vs) —a(vr, v3) B(v2)
—a(v1, v3)B(v2) ) =
; (42001, 02) B(vs)—2a(v1, v5) B(v3) =
a(vi, v2)B(vs) — a(vr, v3)B(va) + av2, v3)B(v1).

~ 2
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Ostatecznie

a A B(vg, v, v3) = a(vy,v2)B(vs) — alvy, v3)B(ve) + a(va, v3)B (V7).

Jako ostatniej przyjrzyjmy sie sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-kowektorami.
Potrzebujemy teraz permutacji z S;. Poprzedni przyktad pokazuje, ze istotny jest jedynie po-
dziat argumentow miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy rosnaco do-
dajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy sze$¢ mozliwych podziatéw zbioru indeksow
{1,2,3,4} pomiedzy 2-kowektory a i 3

{1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}
(1,2,3,4} = {1,3}U {2, 4}
{1,2,3,4} = {1,4} U{2,3}
{1,2,3,4} = {2,3} U {1,4}
{1,2,3,4} = {2,4} U{1,3}
{1,2,3,4} = {3,4} U {1,2}.

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do (. Pierw-
szemu z podziatow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (1234

Pierwsza i ostatnia sg parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszaja indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podziatu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A 8 jest nastepujacy

+a(vy, v9)8(vs, v4) — a(ve, v1)3(v3, v4) — vy, v2)B(v4, v3) + (o, v1)B(v4, V3)
Po uporzadkowaniu rosngco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad
+da (v, v9)8(vs, vyg).
Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje

dostaniemy wzor

a A f(vi,ve,v3,04) = 2,12, (da(v1, v2)B(vs, va) — 4au(v1,v3)B(Va, Va) + 4or(v1, va) B (2, U3)

+4a(vg, v3)B(v1, v4) — 4a(ve, va) B(v1, v3) + 4a(vs, va) B(v1, v2)) =
a(vy,v2) (v, v4) — (v, v3)B(ve, v4) + vy, v4)B(v2, v3)
+a(vg, v3)B(v1,v4) — a(ve, v4)B(v1,v3) + a(vs, v4)B(v1, Va).

Zupelnie nieprzypadkowo wspotcezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczajg. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

Fakt 3 1. lloczyn zewnetrzny jest operacjg dwuliniowq, tzn.:

(ac +ba') N B =aa A B+bd" NS, aA(aB+b8")=aaNB+baNf.
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2. lloczyn zewnetrzny jest tgczny, tzn.:
(@AB)Ay=aA(BA7).
3. lloczyn zewnetrzny w ogélnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:
aAfB= (D3

Dowéd: Punkt (1) wynika tatwo z definicji. Dowéd punktu (2) polega na pokazaniu, ze lewa
i prawa strona obliczona na uktadzie k + [ + p wektorow daje

sgn o
Z T ,Oé(vau), s aUa(k))ﬁ(Ua(kH), s aUa(kH))’Y(Ua(kHH), e >Ua(k+l+p))-
UESk+l+p e

[stotnie, zajmijmy sie najpierw lewsg strong wzoru:

[(a/\ﬁ)/\’y](vl,...,vk+l+p) —
L

(k‘ i l)!p! a N ﬂ(vp(l)a e 7Up(k+l) 7(”p(k+l+1), e >Up(k+l+p))

PESkti+p

Zeby zrealizowaé iloczyn zwnetrzny a A 8 musimy teraz wykonaé¢ sumowanie po wszystkich per-
mutacjach jego argumentéw. Mozna to zrealizowa¢ za pomoca zastosowania wszystkich mozli-
wych permutacji o € Siy; do argumentow premutacji p. Co prawda oznacza to zastosowanie
permutacji ¢ i p w odwrotnej kolejnosci nizby to wynikalo ze wzoru definicyjnego ilioczynu
zewnetrznego, ale poniewaz i tak chodzi o wysumowanie po wszystkich przestawieniach, osta-
tecznie roznicy nie ma:

> _sgnip)_ aA B v ) y(v v )=

k+ 1)lp! p(1)s + -+ Up(k+1)) Y\ Vp(k+i+1)5 - - + s Up(k+i+p)

3 sgn(p)sgn (o)

(k + D)IplRl! A (Vp(a(1)s - - - V(o (o)) BUp(a(k1))s - - - Vplo (k1))

PESkti4p

PESK4i4p
€S 1m
’Y(Up(k+l+1)7 . 7/Up(k+l+p))
W zbiorze uktadéw wektorow
(Up(a(l))> -y Up(a(k))s Up(a(k+1))s - - - 5 Up(a(k+1))» Up(k+i+1)s - - - 7Up(k+l+p))

to samo uporzadkowanie wystepuje wiele razy. Dla réznych par p i o ztozenie p o ¢ moze by¢
takie samo. Traktujemy tutaj permutacje o € Siy; jako element grupy Siyiy, hie ruszajacy
ostatnich p elementéw. To samo uporzadkowanie (nazwijmy je w) pojawia sie tyle razy, ile jest
permutacji o, gdzyz ustaliwszy o odpowiednie p obliczymy ze wzoru

p:woa_l.
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Z wtasnosci znaku permutacji wiadomo takze, ze sgn(p)sgn(o) = sgn(w). Zamiast sumowaé
wiec po permutacjach z Spyiyp 1 Sk mozemy sumowaé jedynie po permutacjach z Sgyiyp
uwzgledniajac kazda permutacje (k + 1)! razy:

3 sgn(p)sgn (o)

ot it o=+ Uoton)Batothrn)s - Votoesn)

PESK4i+4p
TESKtm
’Y(Up(k+l+1), e 7Up(k:+l+17)) =
sgn(w)(k +1)!
Z IRERT 04(%(1)7 cee 7'Uw(k)>ﬂ<vw(k+1)a e avw(k+l)>7<vw(k+l+1)a e avw(k:+l+p)) =
s (k + D!plk!l!
WESk+i+p
sgn(w)
Z e 04(%(1), cen 7Uw(k))ﬁ(vw(k+1)> cee avw(k+l))7(vw(k+l+l)a cee avw(kJrler))'
weSmary, PR

Podobnie postapimy z prawag strong wzoru. Sumowac¢ bedziemy po permutacjach p € Siii4p
a nastepnie o € Si4, aplikujac o do uktadu (k +1,...k + [ + p). Zauwazamy nastepnie, ze o
mozna traktowac jako element Sy, nie ruszajacy pierwszych k liczb i ze kazdy uktad wektorow
powtarza sie z tym samym znakiem (I+p)! razy. W ten sposéb dochodzimy do tej samej postaci
wzoru po prawej stronie. Rownos¢ z punktu (3) sprawdzamy prostym rachunkiem.[]

Wspominalismy juz, ze kazdy k-kowektor jest zadany przez swoje wartosci na uktadach
wektorow bazowych. Wartosci te sa wspotrzednymi k-kowektora w pewnej bazie. Zajdzmy te
baze. Niech, jak poprzednio, (eq,es,...,e,) bedzie baza w V. Kowektory tworzace baze dualng
oznaczymy (€', €2, ..., €"). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiér indeksow I = {iy,... ix} i
uporzadkujemy indeksy rosnaco, tzn. i; < 15 < --- < i;. Interesuje nas k-kowektor

EVANERN - NEF,

Jesli w zbiorze I cho¢ jeden indeks powtarza sie, to powyzszy k-kowektor jest rowny zero (za-
miana miejscami dwoch czynnikéw powinna powodowaé¢ zmiane znaku, jednak jesli czynniki
te sa jednkowe, tak naprawde nic si¢ nie zmienia). Mozemy wigc rozwazaé tylko takie zbiory

indekséw, ze i; < iy < --- < ip. Obliczmy k-kowektor €1 A €2 A --- A €* na ukladzie wekto-
row (ejy,...,¢€j,) (zakltadamy takze, ze indeksy w tym uktadzie wektoréw sg uporzadkowane
rosnaco):
ETNETN - NET (€, e5) = 25; sgn (o) ell(eja(n) T Elk(ejo(k))'
gESE

W powyzszej sumie albo wszystkie sktadniki sa réwne 0, albo jest tylko jeden niezerowy sktad-
nik. Wszystkie sktadniki sa réwne zero, jesli zbiory {iy,...,ix} 1 {J1,...,Jx} nie sa identyczne.
Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja €' (ejo(k)) w kazdym z iloczynow jest rowna 0. Jesli
zbiory indeksow sg jednakowe wtedy w powyzszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznosciowej (zatozyliSmy poczatkowo, ze indeksy w obu zbiorach sg uporzadkowane
rosnaco). W takiej sytuacji otrzymujemy

EVNEZN N (g, ei) =€ (eq,) €M (e ) oo €% (ey,) =1
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Postulujemy, ze uktad k-kowektorow sktadajacy sie ze wszystkich iloczynéw zewnetrznych k
kowektoréw bazowych z odpowiednio uporzadkowanymi indeksami jest dobra baza w A* V*.
Liczba k-kowektoréw w powyzszym uktadzie sie zgadza, tzn jest ich liczba rowna wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uktad ten jest liniowo niezalezny: wystarczy obliczy¢ warto$ci kombinacji
liniowej wektoréw z tego uktadu na wszystkich k& elementowych ciggach wektoréw bazowych
e; z uporzadkowanymi rosngco indeksami. Na kazdym z takich ciggéow wartos¢ niezerows ma
tylko jeden z k-kowektorow, co daje warunkek znikania wspoétczynnika przy tym witasnie k-
kowektorze. Badany przez nas uktad k-kowektoréw jest zatem liniowo niealezny i ma liczbe
elementow réwng wymiarowi przestrzeni, jest wiec baza tej przestrzeni. Kazdy k-kowektor a
mozna zapisa¢ jako kombinacj¢ liniowsa

o= Z Qirig.in€  NEZN - N

i1 <<

Jedli jako przestrzen wektorowg wezmiemy przestrzen styczng V. = T,M do rozmaitosci
M w punkcie ¢, mozemy mowi¢ o wielokowektorach na rozmaitosci. Mamy wtedy zazwyczaj
do dyspozycji baze w T,M pochodzacg od uktadu wspélrzednych oraz dualng do niej baze w
T, M, sktadajaca sie z rézniczek wspolrzednych. Jedli (z',...,2") oznaczaja wspolrzedne na
n-wymiarowej rozmaitisci M, to k-kowektor w punkcie ¢ € M jest postaci

> iy dz™ Adz? A A datk

11 <o <---<ig

Zalozmy teraz, ze w kazdym punkcie powierzchni M, a przynajmniej w kazdym punkcie ¢
pewnego otwartego zbioru O C M zadany jest kowektor a(q). Mamy wiec odwzorowanie

k
a:O—>/\T*M.

wymagac¢ bedziemy dodatkowo, aby wspétczynniki oy, i, zalezaly od punktu w taki sposob,
zeby wyrazone we wspotrzednych (z!, ... ™) byly gladkimi funkcjami tych wspétrzednych. W
dziedzinie jednego uktadu wspotrzednych mozemy napisaé

a= > (a2 da Ada A Ada™
11 <i2--<ip

Odwzorowanie o nazywamy k-formg na O. Przyktadem 1-formy jest rézniczka funkcji

a—fdzzcl + ﬁd$2 +---F ﬁdﬂnm.

df = ox! 0x? ox™

Roézniczka funkeji f : R? — R danej wzorem

fl@,y) = Ja? + ¢

x y
d =~ dr+-—2dy.
f(z,y) R T + R

ma postaé
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i jest okreslona we wszystkich punktach R? poza (0,0). W punkcie (0,0) funkcja f nie jest
rozniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uktadzie wspoétrzednych ma postaé

f(T, 90) =T,

zatem jej rozniczka to po prostu
df(r,p) =dr.

Przykladem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana z kanonicznym
iloczynem skalarnym na R? (o formach objeto$ci doktadniej powiemy pézniej)

dz A dy
Te sama forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorgc pod uwage, ze
dx = cosdr — rsinpdyp, dy = sin pdr + r cos edy
Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:

dx A dy = (cos @dr — rsin pdp) A (sin pdr + 7 cos pdy) =
(cos pdr)A(sin odr)+(cos edr) A(r cos edp)+(—r sin pdp) A(sin @dr)+(—r sin dp) A(r cos edp) =
cos @ sin dr A dr + 7 cos® pdr A dyp — rsin? odp A dr — r?sin ¢ cos pdp A dg

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektorow jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = r cos? pdr A dp — rsin® odp A dr
Korzystajac z whasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
dp Adr = —dr Adyp,
zatem ostatecznie

dz A dy = (rcos® ¢ + rcos® p)dr Adp = rdr A de.

Zauwazmy, ze w zbiorze A\F T*M wprowadzi¢ mozna strukture wiazki wektorowej podobnie
jak robiliSmy w samym T*M. Poniewaz zewnetrznie mnozymy kowektory zaczepione w jednym
punkcie, istnieje dobrze okreslone odwzorowanie

k
Nt s NT"M — M

Wspbéhrzedne w O € M dostarczaja bazy w kazdej z przestrzeni A T, M, co pozwala wprowa-
dzi¢ wspotrzedne w (AFm,,)"1(O). Zamiana wspétrzednych ma w ustalonym punkcie charakter
liniowy. Uzywajac tego jezyka powiedzieliby$my, ze k-forma na rozmaitosci to gladkie ciecie
wigzki k-kowektoréw AFm,,.
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4.2 Rozniczka zewnetrzna

W poprzednich rozdzialach uzywalismy specjalnego oznaczenia na zbiér gtadkich cie¢ wiazki
stycznej X (M). Wygodnie jest takze wprowadzi¢ oznaczenie na zbior gtadkich cieé wiazki APy,
k-kowektorow: QF(M). Funkcje gtadkie na romaiotéci M uwazaé bedziemy za zero-formy, tzn.
QO(M) = C>®(M) a iloczyn zewnetrzny O-formy i k-formy to po prostu mnozenie k-formy przez
funkcje.

Fakt 4 Operator liniowy

d: QF(M) — QFFY(M)
spetniajgcy nastepujgee warunki: (1) d w dziataniu na 0-formy jest réwny zdefiniowanej wcze-
$niej rézmiczce funkcji; (2) jesli o € QF(M) i f€ QM) to dla A B) = da A B+ (—1)Fa A dB;
(3) d? =0, tzn d(da) = 0 dla dowolnej formy «, jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd: Zaltézmy, ze operator d istnieje. Woéwezas warunek (2) pozwala go zadaé jedynie na 0-
formach i 1-formach, poniewaz wszystkie inne wyprodukujemy korzystajac z liniowosci i reguty
Leibniza (czyli wlasnie warunku (2)). Na 0-formach wartos¢ d jest okreslona przez warunek (1).
Kazda 1-forma jest kombinacjg liniowg wyrazen postaci fdg, gdzie f, g sa funkcjami gtadkimi.
Uzywajac wiec (2) i (3) dostajemy

d(fdg) =df Adg+ fddg =df Adg.
O
Fakt 5 Operator d istnieje.

Dowé6d: W dziedzinie O lokalnego uktadu wspotrzednych (z*) dziatanie d zadamy wzorem we

wspotrzednych”. Ze wzgledu na liniowos¢ wystarczy wiedzie¢ jak dziala d na forme o« postaci

a(z)dz™ Adz™ A - Adaie:

d(a(z)dz" Adz™ A+ Adz™) = daAdz™ Adz? A---Ada™ =) a—ajdx] Adx™ Adx A--- Ada's.
=197

Pozostaje sprawdzi¢ wlasnosci (1)-(3). Warunek (1) jest spelniony automatycznie, warunek (2)
sprawdzamy rachunkiem: Wezmy

a =adz™ Adz A - Adat, B = bda’ Adz?2 A -+ Ada?,
gdzie a i b sg funkcjami we wspolrzednych (z'), wtedy
aAB=abdz™ Adz2 A - Ada™ Adz?t Adz?2 A Ada?t
Aplikujemy operator d:
d(a A B) =d(ab) Adz™ Adz A--- Ada™ Adz? Ada?? A Ada?t =
(adb + bda) A dz™ Adz™ A - Ada' Adz?t Ada? A Adat =
adb A dz™ Ada A --- Adz™ Ada?t Ada?2 A A dadi -
bda A dz™ Ada™ A --- Ada™ Ada?t Ada?2 A Ada?t =
(da A da™ Ada™ A--- Ada™) A (bda? Ada?? A Ada) +
(—1)* (ada’ Ada™ A+ Ada™) A (dbAda? Ada?? A= Ada) =
da A B+ (—1)*andj

49



Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdzi¢ dla funkcji:

n af n n ; 82]0 a2f ) ;
ddf:d@al ) )PP PEEEPE :z<axiaﬂ_aﬂaxi 4o A dat = 0

j=1i=1 1<j

Ostatnia réwnos¢ wynika z réwnosci drugich pochodnych czastkowych mieszanych dla funkcji
gtadkich. Zachowania za wzgledu na zamiane¢ zmiennych nie musimy sprawdzaé, gdyz mamy
jednoznacznos¢ [

Zanim zaglebimy sie dalej w teorie zrébmy kilka przyktadow:
Przyklad 15 Znalez¢ dA, jesli A € Q1(R3)

A=A, dr+ A,dy + A.dz

dA =d(A,dz + A,dy + A.dz) = d(A,dz) + d(A,dy) + d(A.dz) =

0A 0A 0A 0A 0A 0A
“d “d “d d Yd Yd Yd d
<8zv er@y y+0z Z>Am+<8a: $+8y y+6z z)/\y+
0A, 0A, 0A, B
<8xdx+ aydy+ aZdz)/\dz-
oA, . 04, 0A,
or ' 8y 0z
0A A,
pe o —dz Ady+
0A, 0A, 0A,
—2dz ANdz =
ox dy ar 0z

Wyrazy szare znikaja, gdyz zawierajg iloczyn zewnetrzny powtarzajacych sie kowektorow. Po-
zostale wyrazy jednokolorowe mozna dodaé, zmieniajac ewentualnie kolejnos¢ mnozenia ze-
wnetrznego. Otrzymujemy wiec

0A 0A 0A 0A 0A, aA
A_ 7@/_ €T I_ z
d —( = y)dx/\dy+< . m)dz/\dx—i—( " Z)dy/\dz

Czy wspoétezynniki przy 2-kowektorach bazowych czego$ nie przypominaja? &
Przyklad 16 Znalezé dw, jesli w € QY(R?\ {(0,0)})

_ xdy —ydw
22 oy g2
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1
22 + xy + 12

1
dv=d|———= | A (xdy — yd
“ <x2+xy—|—y2> (wdy = yda) +
(—1)

@yt )

d(zdy — ydx) =

[(22 + y)dz + (2y + z)dy)] A (zdy — ydx)+

—(d dy — d dz) =
+m2+xy—|—y2(x/\ y —dy A dx)
(=1) 5 5
= 2 dx Ady — (2 dy A d ——dz Ady =
(x2+xy+y2)2[( z* + xy)dr Ady — (2y” + xy)dy w]+x2+xy+y2 x A dy
—1)(222 + 2 22 2
_ ((=1)(22% + 22y + 2¢°) dz Ady = 0
(22 + zy + y?)? 22 4+ xy + 32

&

Przyktad 17 Znalez¢ dj, jesli 8 € QY(R?\ {(0,0,0)})

6= (xzdx + yzdy + (2 + y2)dz>

1

dg =d (\/%db”ﬂ) +d <\/%dy> +d(y/2? +y%dz) =

L__d:nde+ 2 4 A de Y_d:ndy+ L
= ———dzAdx 711 v+ ————=dz Ady 7L‘ Y
r? + y? Va? + y? VIt +y LT

1

2T P

(2zdz + 2ydy) Adz =

czerwone sktadniki sie upraszczaja i otrzymujemy

df = ——2— (dz Adz +dx Adz) +

dz Ady +dy Adz) = 0.
N (dz Ady +dy Adz)

Y
&

Przy okazji powyzszych rachunkéw okazalo sie, ze istnieja niezerowe (i catkiem skompliko-
wane) formy, ktérych rézniczka jest zero. Uzywaé bedziemy nastepujacych nazw: jesli da = 0,
to a nazywa sie forma zamknietq, jesli o = df3, to « jest formg zupetng. Kazda forma zupela
jest zamknieta. Czy jest tez odwrotnie? Odpowiedz na to pytanie odktadamy na nieodlegty
przysztosé.

Oprécz wzoru ,na wspotrzednych” oraz niekonstruktywnej definicji poprzez wtasnosci, ma-
my takze wzor na rézniczke formy wyrazong za pomoca jej wartosci na uktadzie pél wektoro-
wych. Wzér ten pokazuje zwiazek rézniczkowania form z nawiasem Liego pol wektorowych:

Fakt 6 (Wzér Cartana) Jesli X1, Xo, ..., X1 € X (M) oraz w € Q¥(M), to

k
do(X1, Xa, -, Xi1) = (=DM X w(Xy, o Xy Xin)+

i=1
+Z ”]w XZ,X]Xl,...Xi...Xj...,Xk+1>

1<j

Symbol X; oznacza ,opuszczony” element ukladu pdol wektorowych.
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Dowéd: Sprawdzmy przede wszystkim, czy powyzszy wzor na dw okresla rzeczywiscie k +
1-forme. Na oko widaé¢, ze wyrazenie po prawej stronie jest liniowe ze wzgledu na kazdy z
argumentow, antysymetrie tez dos¢ tatwo sprawdzi¢. Trzeba jeszcze jednak zwroci¢ uwage na
to, czy wartos¢ prawej strony zalezy jedynie od wartosci pél w punkcie a nie na przyktad
takze od pochodnych tych pdl. Na pierwszy rzut oka pochodne moga by¢ zaangazowane, gdyz
we wzorze wystepuje nawias pol a takze dziatanie pola na funkcje skonstruowang z formy i
pozostatych pél. Sprawdzi¢ to mozna na przykitad badajac jak zachowuje sie prawa strona,
kiedy jedno z p6l pomnozymy przez funkcje. Ze wzgledu na antysymetrie wystarczy pomnozy¢
pierwsze pole. Jesli rzeczywiscie wzor okresla (k + 1)-forme, to powinnismy otrzymaé¢ wzor

dw(leaXQa B 7Xk?+l) - de(X17X27 s an—i-l)v

czyli zadnego roézniczkowania funkeji !!! Sprawdzamy: Gdy w pierwszej sumie wezmiemy i = 1,
otrzymamy
fXw(Xy, .. Xiy),

gdy i >1

(_1)i_1XiW(fX1, X 7Xk+1) =
(1) X fw(Xy, .. X, X)) =
<—1)i—1 (<X7f)u)<X1/ ce Xj R 7Xk+1> + fXZC(J(Xl, .. XZ e ,Xk+1)) )

Sktadnik zaznaczony na czerwono jest niepozadany, gdyz zwiera rézniczkowanie funkcji f.
Sprawdzamy kolejne sktadniki. W drugiej sumie, gdy ¢+ # 1 mamy

(D)X, X5, X0, X X X)) = (D) fo((X, X)X, - X X X))
Jedli jednak ¢ = 1 to nawias przyjmuje postac
[f X1, X5 = f[X0, XG] — (X)X,

co po wstawieniu ,pod w” daje

(—1)1+jw(f[X1, XJ] — (Xjf)Xl,XQ, e X]’ Ce ,XkJrl) =
(D" fu([X1, X,], Xoy - X, Xiyr) — (D)X Hw(X, Xo oo X, X))

Kolejne wyrazenie na czerwono tez jest niepozadane, gdyz zawiera rézniczkowanie funkcji. Jed-
nak oba czerwone sktadniki réznia sie znakiem (dla i = j) zatem uproszcza sie w wyrazeniu
po prawej stronie wzoru Cartana. Wyrazenie to zalezy wiec tylko od warto$ci pél w punkcie
a nie w pewnym otoczeniu. Teraz wystarczy tylko sprawdzi¢, czy wzér ten daje to co trzeba
we wspotrzednych. W tym celu trzeba obliczy¢ prawa strone na polach wspétrzednosciowych
X; = %. Jest to bardzo proste, poniewaz pola wspotrzednosciowe komutuja, znika wiec druga
suma we wzorze. Dalszy rachunek jest juz oczywisty.l]

Zobaczmy, jak wyglada rézniczka funkcji f, jednoformy 7 i dwuformy postaci dn wedlug
wzoru Cartana:

df(X)=Xf
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Rys. 23: Elie Cartan (1869-1951).
dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y])
Policzmy teraz ddn(X,Y, Z). Oczywiscie powinno wyjsé¢ zero:

— ddy(X.Y. 2) =

Jednokolorowe wyrazenia sie upraszczaja i zostaje

= —Xn([Y, Z]) + Yn([X, Z]) = Zn([X.Y])

+ 2 YD) +a([X, Y], Z]) = Y([X, Z]) —o([[X, 2], Y]) + X([Y. Z]) + (Y, 2], X]) =
Jednokolorowe znowu si¢ upraszczaja, teraz zostaje
Znikanie drugiej rézniczki jest wiec réwnowazne tozsamosci Jacobiego.

Niech ¢ : M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. DyskutowaliSmy juz cofniecie rézniczki
funkcji okreslone wzorem

pdf =d(foyp)
Zauwazmy, ze zachodzi

(¥"df)(v) = df(Te(v).
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Korzystajac z tej obserwacji mozna zdefiniowaé cofniecie dowolnej k-formy:
e'wvy,...,vx) =w(Te(vy),. .., Te(v))
Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze
P aNp) = ahes.
Jak zachowuje sie¢ cofniecie formy wzgledem rézniczki?

Fakt 7
d(¢*a) = ¢*(da)

Dowdd: Lokalnie kazda forma jest suma wyrazen postaci
Jdgi A -+ Adgy.
Mamy wiec
@ (fdgi A -+ Adgi) = (f o p)(@dgr) A+ A (" dgr)
i
dle*(fdgi A -+ Adgg)] = d(f o) A (e dgi) A+ A(pdgr) = (©"df) A (¢*dgi) A+ A (¢ dg)

7, drugiej strony
d(fdgi A+~ Adgp) =df Adgy A+ Adgy

©*d(fdgi A--- Adge) = (@*df) A (p"dgr) A=+ A ™ (dgr).

4.3 Formy zamkniete i zupelne.

Policzmy rézniczke nastepujacej formy rézniczkowej okreslonej na R? \ (0, 0)

a:ydx—xdy
x? 4 y?
2 2 _ 9,2 2 2 _ 9.2
da:x+2y—2ydy/\dx—x+2y—2xdx/\dy:
(22 +y?) (22 +y?)
22 — 2 y? — 2 22 — g2 +y? — 22

Okazuje sie wiec, ze forma ewidentnie niezerowa, majgca wspoélczynniki wyrazajace sie dosé
skomplikowanymi wzorami i nie bedace statymi funkcjami ma roézniczke réwng zero. Juz wiemy,
ze tak powinno by¢ jesli forma « jest zupetla, to znaczy jesli « = df dla pewnej funkcji
f : R*\ (0,0) — R. Sprébujmy zmalez¢é taka funkcje. Dla form okreslonych na catym R?
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i majacych znikajaca rozniczke procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglednie
prosta: Niech 3 = f(z,y)dz + g(z,y)dy bedzie gladka forma na R? taka, ze d3 = 0. Co to
oznacza dla wspotczynnikow f i g:

_9f 9 _ (99 _9f
dg = aydy/\d:chrmjdac/\dy— (0;6 8y> dz A dy

dg _of

d3 = o _Y

6=0 — or ~ ay

Niech teraz (xg,y) bedzie dowolnym punktem R?. Funkcja

hay) = [ f(t)dt+ [ gla,

0 Yo
jest gtadka funkcja na R?, ponadto

Y

dh(z,y) = aé; (/:f(t,yo)dt + yg(m,t)dt) dz + ;y (/ F(t,yo)dt +/ g(x,t)dt) dy —

0 Yo 0 Yo

v 0
() + [ oty -+t -

Yo

(f(x, Yo) + ’ gf(x,t)dt> dx + g(z,y)dy =
yo OY

(f(xvyO) + f(x,y) - f(I,yO))dl’ +g(l’,y)dy - 6

W powyzszym rachunku skorzystaliSmy z réwnosci pochodnych czastkowych funkcji f i g. O
powyzszej procedurze mozna mysle¢ jak o catkowaniu formy ( po tamanej sktadajacej sie z
odcinkéw od (xg, yo) do (x,yo) i dalej od (z,yo) do (z,y). Na kolejnych wyktadach méwi¢ be-
dziemy o catkowaniu form i wtedy okaze sie, ze jest to dokladnie to. Na razie jednak powyzsze
catki mozna catkowaé jako catki z parametrem. Wynik catkowania jest funkcja punktu konco-
wego. Poniewaz przepis dotarcia do punktu koncowego jest jednoznacznie okreslony (Rys. 24)
dostajemy dobrze okreslona funkcje. Wtasnosci catek zapewniaja gtadkosé tej funkcji. Funk-

(x;y)

(l’ozyo)

Rys. 24: Konstrukcja funkcji pierwotne;j

cje h nazwiemy funkcjqg pierwotng formy (. Ze wzgledu na dowolno$é wyboru (zg,yo) funkcji
pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy 3 réznia sie o funkcje, ktorej
rozniczka jest réwna 0, czyli o funkcje stala.
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(l'oa‘yo)

Rys. 25: Problemy z konstrukcja funkcji pier-
wotnej.

Sprobujmy tak samo znalezé funkcje pierwotng formy «. Napotkamy tutaj problem przed-
stawiony na rysunku 25. Do punktu b nie mozemy dojs¢ ,wedtug przepisu” poniewaz musieli-
bysmy przej$¢ przez punkt w ktérym forma nie jest okreslona. Nie da sie wiec policzy¢ jednej
z calek wystepujacych we wzorze. Mozna sprobowaé obej$¢ ten problem definiujac bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kazdego z punktéw. Jesli np. (zo,y0) = (—1,0) mo-
zemy ustanowi¢ nastepujaca zasade: do punktéw w gornej potptaszezyznie dochodzimy idac
najpierw w gére potem poziomo, a w dolnej najpierw w dét, potem poziomo (Rys. 26). Co

ok’

Rys. 26: A moze tak?

jednak zrobi¢ z punktami na dodatniej pdtosi poziomej? Okazuje sie, ze nie da sie wymyslec¢
takiego przepisu, zeby funkcja pierwotna okreslona byta takze w punktach poétosi poziomej
dodatniej i jednoczes$nie byta ciagta. Jesli na przyktad a = (1,¢) a b = (1, —¢), to zgodnie
opisanym powyzej przepisem

h(a) = arctan(e) + 2 arctan(1/e), h(b) = — arctan(e) — 2 arctan(1/e).

Gdy € dazy do zera granica ,od gory” jest m a od dotu —m. Moze jednak tak jest Zle, bo
zmniejszanie epsilona oznacza, ze trzeba w granicy przejs¢ przez niedozwolony punkt. Co zmieni
sie, jesli droga bedzie wygladalta tak jak na rysunku 277 Droga od goéry to

h(a) = arctan(1l) 4 arctan(1) — arctan(—1) — arctan(e) + arctan(1) = 7 — arctan(e)
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Rys. 27: Jeszcze jedna proba.

a droga od dotu
h(b) = — arctan(1) — arctan(1) + arctan(—1) + arctan(e) — arctan(1) = —m + arctan(e)

Gdy zmniejszamy epsilon droga od géry daje w granicy wartosé¢ m, a od dotu —n. Konstruujac
funkcje pierwotng do § napotykamy wcigz na trudnosci. Uzasadnijmy ostatecznie, ze zrobi¢ sie
tego nie da. Najlatwiej bedzie uzy¢ dwoch uktadéw wspodtrzednych typu biegunowego. Proste
rachunki pokazuja, ze w uktadzie wspotrzednych (r, ¢) takim, ze r > 01 ¢ €]0, 27, z = r cos p,
y = rsin ¢ okreslonym na obszarze R*\{(¢,0), ¢ > 0} otrzymujemy 3 = —dyp. Jedna z mozliwych
funkcji pierwotnych (w tym obszarze) to ho(r, ¢) = —¢. Podobny uklad wspotrzednych mozemy
zada¢ tymi samymi wzorami zastepujac r przez 7 i ¢ przez ¢ w obszarze R*\ {(¢,0),¢ < 0} dla
@ €|—m,7[. Znowu § = —d@ i jedna z mozliwych funkcji pierwotnych ma postaé hy (7, @) = —@.
Zaloézmy teraz, ze istnieje funkcja pierwotna f okreslona na catej dziedzinie formy 3. Funkcja ta
moze r6znic si¢ od hg i hy w obszarze ich okreslonosci co najwyzej o stata. Niech wiec f = hg+pq
i f = hy + 1. Por6wnajmy wartosci funkcji w punktach p = (0,1) i ¢ = (0, —1).

T 3 ™ s
hO(p)*? ho(Q)*ja hl(ﬁ)*? hl(Q)*—g
T T
f(p):§+soo:§+sol = @y = 1,
3T T
f(Q)=7+90o=—§+901 =27+ o = 1

Poréwnanie wartosci funkcji f w punktach g i p prowadzi do sprzecznosci. Funkcja f pierwotna
do [ na calej dziedzinie tej formy nie istnieje! Powyzszy przyktad pokazuje tez, ze problem lezy
nie tyle w formie, co w obszarze na ktorym ta forma jest okreslona.

Definicja 17 Moéwimy, ze rozmaitosé M jest Sciggalna do punktu o € M jedli istnieje gladkie
odwzorowanie

H:Mx|[0,1] — M

takie, ze
Vee M H(x,1) =z, Ve e M H(z,0) = .
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Plaszczyzna R? jest $ciagalna do zera: H(z,y,t) = (tz, ty) (i do kazdego innego punktu), zas R?\
{(0,0)} nie jest Sciagalna do zadnego punktu. Zwiazek istnienia formy pierwotnej z ksztaltem
obszaru wypowiedziany jest w ponizszym twierdzeniu nazywanym Lematem Poincaré:

Twierdzenie 4 Kazda forma zamknieta na rozmaitosci sciggalnej jest zupetna.

Dowéd: Zanim przejdziemy do wlasciwego dowodu twierdzenia potrzebujemy kilku ogdlnych
obserwacji. Wezmy odcinek I otwarty, zawierajacy [0, 1], rozmaito$¢ M i rodzine odwzorowan

ig: M — M x I, i(x) = (x,1).

Niech w bedzie jednoforma na M x I. Wiadomo, ze T(M x [) =TM x TI oraz T*(M x I) =
T*M x T*I. Jednoforme w mozna wiec zapisa¢ jako sume

w=w + fdt,

gdzie @ to odwzorowanie M x I — T*M zachowujace projekcje na M a f to funkcja na M x I.
Odnotujmy takze, ze

iyw = w(t,").
Uzasadnimy teraz, ze jesli dw = 0 to ijw — ijw jest zupela. Rézniczke dw wyrazi¢ mozna za
pomocg rézniczkowania w kierunku M i kierunku I oddzielnie. dw = dyw + djw = dy@ +
d;w + dy f A dt. Rozniczka dy;w nie zawiera czynnika dt. Rézniczke d;@ interpretowaé¢ mozna
nastepujaco. Skoro @ jest odwzorowaniem z M x I w T*M zachowujacym rzut na M, to dla
ustalonego © € M odwzorowanie t — @(z,t) jest krzywa w przestrzeni wektorowej T, M.
Wektor styczny do tej krzywej dla kazdej wartosci parametru moze by¢ interpretowany jako
element tej samej przestrzeni wektorowej. Oznaczmy ten wektor przez %—‘f. Rozniczka

ow

dio = dt A ==
1w ot

Zmikanie dw oznacza, ze

0 ow
0=dw=dyd+dtA S fdyfAdt=dyd+ (duf— 22| Adt
ot ot
Pierwszy sktadnik nie zawiera dt, wigc znikanie r6zniczki oznacza znikanie kazdego ze sktadni-
kow oddzielnie. W szczegdlnosci

ow
duf=—.
7 definicji catki z funkcji o warto$ciach wektorowych mamy, ze
. . . . 1 90 1 1
itw(z) — ig(e) = o0, 1) = &(,0) = [ Zodt= [ (duf)w,dt = d( | f(,t)dt)(@)
Oznaczajac
1
g(@) = [ fla.t)at
mamy



Identyczny rachunek przeprowadzi¢ mozna dla k-formy w.
w=w-+dtAn,

gdzie @ to rodzina k-form na M parametryzowana t a 1 to podobna rodzina (k — 1)-form.

do = dy@+dt A 22— dt A duy = du +dt A [ 22— dyn)
ot ot
o
dw = P .
w =0 oznacza BT M7

Niech teraz I : QF(M x I) — QFY(M) dane bedzie wzorem

I(w)(z) = /0177(.2:,75)dt.

W szczegdlnosci

T(dw) :/01 (%f—dMn) dt = 01(2;;—/Ol(dMT))dtIcD(l,~)—@(0,~)—d(/Olndt).

I(dw) + d(I(w)) = ijw(z) — igw(x)

Oczywiscie gdy dw = 0 to
iw(x) —ijw(z) = d(I(w)).

Przejdzmy teraz do wlasciwego dowodu lematu. Niech M bedzie rozmaitoscig Sciggalng do
punktu z i niech H bedzie odpowiednim odwzorowaniem $ciggniecia

H:MxI— M.

Wezmy takze zamknieta forme a. Oczywiscie skoro da = 0 to takze dH*a = 0. Zgodnie wiec

powyzszymi rachunkami
iWH*a—ifH a =d(I(H"«)).

Pierwszy ze sktadnikow to
iWHa=(Hoi)w=uw,

bo H zlozone z i; jest identycznoscia. W drugim sktadniku ztozenie (H oig) jest odwzorowaniem
statym: (H oig)(x) = zo. Cofniecie formy odwzorowaniem stalym jest zerowe, zatem

igcH oo = (H 0ip)*w = 0.

Ostatecznie
w=d(I(H*a)).

U
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5 Caltkowanie form rézniczkowych

5.1 Orientacja

Moéwimy, ze dwie bazy e i f w skoficzenie-wymiarowej przestrzeni wektorowej V' maja jednakowsa
orientacje jesli macierz przejscia [id]/ ma dodatni wyznacznik. Relacja jednakowej orientacyi
jest, jak tatwo sprawdzi¢, relacjg rownowaznosci w zbiorze baz. Dzieli ona zbiér baz na dwie
klasy rownowaznodci, ktore nazywamy orientacjami. Moéwimy, ze przestrzen wektorowa jest
zorientowana jesli ma wyrodzniong orientacje. Ze wzgledu na wlasnosci wyznacznika orientacja
bazy e zmienia si¢ na przeciwna, jesli zmienimy znak przy jednym z wektorow bazowych lub
zamienimy miejscami dwa wektory bazowe. Niektore przestrzenie wektorowe majg kanoniczng
orientacje. W przestrzeni R"™ kanoniczna jest orientacja, ktérej reprezentantem jest kanoniczna
baza.

Przestrzen styczna do rozmaitosci w punkcie jest skonczenie-wymiarowa przestrzenia wek-
torowa, wiec ma dwie mozliwe orientacje. Bedziemy mowili, ze rozmaitos¢ M jest zorientowana,
jesli przestrzenie styczne we wszystkich punktach maja wybrane orientacje w sposéb uzgodnio-
ny. Oznacza to, ze w dziedzinie kazdej mapy (O, ¢) orientacje we wszystkich punktach sa zgodne
lub we wszystkich punktach przeciwne niz orientacja zadana przez baze (6%1, o a%). Zauwaz-
my, ze jesli rozmaitos¢ jest zorientowana, to mozna na niej wybraé atlas zgodny z orientacja.
Istotnie, niech (O;, ¢;);er bedzie dowolnym atlasem na M. Konstruujemy nowy atlas (U;, 1;)ier
w nastepujacy sposéb: Jesli mapa (O;, ¢;) jest zgodna z orientacja pozostawiamy ja bez zmian
ktadac U; = O;, 1b; = ¢;. Jedli baza pochodzaca od mapy (O;, ¢;) ma orientacje przeciwna
ktadziemy U; = O; oraz jesli ¢; = (x!, 2%, ... 2") kladziemy +; = (—2', 22, ..., 2"). Orientacje
na rozmaitosci mozna tez zadaé¢ wskazujac atlas, w ktérym wyznaczniki wszystkich macierzy
przejscia miedzy pochodzacymi od wspotrzednych bazami przestrzeni stycznych sg dodatnie.

Okazuje sig, ze nie na wszystkich rozmaitosciach da si¢ wybraé¢ orientacje. Takie, na ktorych
sie nie da nazywaja sie niecorientowalne. Najbardziej znanym przyktadem rozmaitosci nieoriento-
walnej jest wstega Moebiusa. Siggnijmy do drugiego wyktadu w trakcie ktorego zdefiniowalismy
wstege Moebiusa jako zbior klas rownowaznosci i wprowadziliémy na niej strukture rozmaitosci

rozniczkowej wskazujac atlas.
Przyktad 18 W Rx] — 1, 1] definiujemy relacje réwnowaznosci
(z,y) ~ (@y) <= o' —r=kel, y= (-1

Obserwujemy, ze kazda klasa réwnowaznosci ma reprezentanta w pasku [0, 1[x] — 1, 1] oraz ze
odcinki z = 01 = 1 utozsamiamy w nietrywialny sposéb (Rys. 28).

Do opisania wstegi Moebiusa potrzebne sa dwie mapy: z dziedzing U = {[(z,y)] : * ¢ Z}
oraz O = {[(z,y)] : © €]k—3, k+3[} (Rys. 29). Dla kazde] klasy lezacej w U istnieje reprezentant
(o, y) taki, ze o €]0, 1]. Definiujemy odwzorowanie

e:U—R o(a,y]) = (a,y).

Dla kazdej klasy lezacej w O istnieje reprezentant (3, y) taki, ze 3 G]%, %[ Definiujemy odwzo-
rowanie

v:0 =R o([B.9]) = (B,9).
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Rys. 28: Wstega Moebiusa - przypomnienie.

Rys. 29: Wstega Moebiusa - mapy.

Przyjrzyjmy sie¢ jeszcze zamianie wspotrzednych. Zbior O NU sktada sie z dwodch sktadowych
spojnych A i B

W obszarze A zamiana zmiennych ma postaé ¢ o o (o, y) — (1 + a, —y), za$ w obszarze
B zamiana ta jest identycznoscia. Bazy zadawane przez mapy (O, @) i (U, 1)) sa takie same w
obszarze B ale inne w obszarze A. W obszarze A zamiana zmiennych prowadzi do macierzy

przejscia
1 0
0 —1

z wyznacznikiem —1. Nie da sie uzgodni¢ orientacji drugiej mapy z orientacja pierwszej. Jesli
rozmaitos¢ jest orientowalna, kazdy atlas mozna zastgpi¢ atlasem zgodnym z orientacja, maja-
cym te same dziedziny map. Okazuje sie wiec, ze istotnie wstega Moebiusa nie jest orientowalna.

L

Rozmaitosci orientowalne to np. sfera, walec, torus, rzeczywiste przestrzenie projektywne
wymiaru nieparzystego. Orientowalne sa takze wszystkie rozmaitosci zanurzone, ktore sa po-
ziomicami odwzorowania speliajgcego warunki jak w twierdzeniu o definiowaniu powierzchni
zanurzonej. Przyjrzyjmy sie blizej sytuacji, gdy powierzchnia S jest poziomica funkcji

F:R* —R.

Jej przestrzen styczna w punkcie jest jadrem pochodnej F’ i jest podprzestrzenia w R™. Ze
wzgledu na istnienie kanonicznego iloczynu skalarnego mozna napisac

R" =T,S & (gradF(z)).

Ze wzgledu na zalozenia gradF jest nieznikajacym polem wektorowym w punktach S o warto-
Sciach w R™. Orientacje powierzchni S mozna wybra¢ np. w taki sposéb aby w kazdym punkcie
baza (gradF, f), gdzie f jest baza T,S byla zgodna z kanoniczng orientacja R™. Latwo spraw-
dzi¢, ze taki sposéb wyboru orientacji jest zgodny. Nieorientowalne sg wstega Moebiusa, butelka
Kleina, rzeczywiste przestrzenie projektywne wymiaru parzystego.
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Rys. 30: Wstega Moebiusa - mapy.

5.2 Gtladki rozklad jednosci

Rozmaitosci na ktorych pracujemy to rozmaitosci parazwarte. Oznacza to, ze dla kazdego po-
krycia otwartego istnieje drobniejsze od niego pokrycie, ktére jest lokalnie skoniczone. Warunek
lokalnej skonczonosci oznacza, ze kazdy punkt rozmaitosci ma otoczenie, ktérego przeciecia
z elementami pokrycia sa niepuste jedynie dla skonczonej liczby elementéw pokrycia. Skta-
dowa spdjna rozmaitosci parazwartej ma tez wlasnos¢, ktéra nazywa sie przeliczalnoscig w
nieskonczonosci. Oznacza to, ze istnieje wstepujacy ciag zbioréw zwartych (I;);en taki, ze
ICj - jﬂt(’Cj+1) oraz UiEN K, =M.

Definicja 18 Gladkim rozkiadem jednosci na M zwiazanym z atlasem (O;, ¢;)ie; nazywamy
uktad gladkich funkcji a; o nastepujacych wlasnosciach: (1) suppa; C O;, (2) kazdy punkt
p € M ma otoczenie W takie, ze YW Nsupp «; # () jedynie dla skoriczonej liczby funkeji a;, (3)
0<a<1,Vpe MY, . aip) =1

Twierdzenie 5 Na rozmaitosci parazwartej istnieje gladki rozktad jednosci.

Dowéd: Rozktad jednosci konstruujemy dla kazdej sktadowej spojnej oddzielnie, dlatego za-
tozymy teraz, ze M jest spojna. W dalszym ciagu B, oznacza¢ bedzie otwarta kule w R” o
promieniu r. Uzywaé bedziemy B; i Bs. Potrzebna bedzie tez funkcja (Rys. 31)

1
(t—2)(t—1)

Definiujemy teraz funkcje f : [0, 0o[— R wzorem

h:R—R, h(t)=exp ( ) dla t€]1,2[, h(t) =0 w przeciwnym razie.

Funkcja ta jest gtadka, ma warto$¢ 1 dla z € [0,1] oraz 0 dla = € [2, o0.

Jako rozmaitos¢ parazwarta M jest przeliczalna w nieskonczonosci, to znaczy mozna ja wy-
czerpaé zbiorami zwartymi (K;);en 0 tej wlasnosci, ze K; C IntK; 1. Rozpoczynamy od da-
nego pokrycia otwartego {QO;}icr. Ustalmy na chwile punkt ¢ € M. Istnieje p € N takie, ze
q € Ky \ K, istnieje takze ¢ € I takie, ze ¢ € O;. Bierzemy teraz ukltad wspdtrzednych
(Va» 9q) W otoczeniu g taki, zeby o4(q) = 0 ¢, (Bs) C Oy, o' (Bs) C Kpio\ Kp-1. Rozwazajac
odpowiednie uktady wspétrzednych dla wszystkich ¢ € M otrzymujemy atlas (Vg, pq)qerr- W
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Legend:
xp(1((:2)"(x-1)

Rys. 31: Wykres funkcji h

Rys. 32: Sytuacja na rozmaitosci M

szczegblnosci zbiory {gp;l(Bl)}qlM stanowig pokrycie otwarte V rozmaitosci M. Wybierzemy
teraz z niego pokrycie przeliczalne, lokalnie skonczone: V jest takze pokryciem K, mozna wigc
z niego wybraé¢ pokrycie skoficzone. Mamy wiec (¢i,...,q;) punktéw takich, ze {gogji (B1)}
stanowia pokrycie Kj. Zbior K,y \ IntK; tez jest zwarty, wigc ma pokrycie skoniczone wybrane
z V. To daje nam kolejne {gj,+1,...,q;,} punkty, takie, ze {gp;cl(Bl)}kng jest pokryciem K.
Indukcyjnie otrzymujemy (gj,+1,- - -, ¢j,,,) punktéw definiujacych pokrycie Kjiq \ K, i takie,
ze {1 (B1) }r<jp,, Stanowia pokrycie K, 1. Postepujac w ten spos6b otrzymujemy przeliczalne
pokrycie M zbiorami gp;ﬂl(Bl). Oczywiscie takze uktad zbioréw U = QO;}(B?,) jest pokryciem
M. Wraz z odwzorowaniami ¢,, uktad ten tworzy atlas drobniejszy niz wyjsciowe pokrycie (O;).
Latwo tez przekonac sig, ze atlas ten jest lokalnie skoniczony. Uzywajac zdefiniowanej wezesniej
funkcji f definiujemy rodzing funkcji dy wzorem

a(@) = F(lpa (@), jodli @y (q) istnicie, w przeciwnym przypadku  dy(q) = 0.

Ostatecznie
di(q )

> z<Q)
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jest szukanym rozktadem jednosci. No$nik kazdej z funkcji a; jest zawarty w ktéryms ze zbioréw
wyjsciowego pokrycia (O;)

Rozktadu jednosci mozna uzy¢ np. do pokazania nastepujacego przydatnego twierdzenia

Twierdzenie 6 Na rozmaitosci orientowalnej wymiaru n istnieje gladka nieznikajgca n-forma
i odwrotnie, jesli taka forma istnieje, to rozmaitosé jest orientowalna.

Dowdéd: Wezmy lokalnie skonczony atlas na M taki, ze wszystkie zamiany zmiennych maja
dodatni jakobian. Niech (o );c; bedzie rozktadem jednosci zwiazanym z tym atlasem. W kazdej

dziedzinie mapy O; definiujemy forme w; postugujac sie wspotrzednymi (z}, ... z"):
w; = apdzl Adz? A - Adal
Forma
w =Y aydr; Adzi A Adaf
iel
ma zagdang wlasnos¢, tzn jest nieznikajaca w kazdym punkcie. Istotnie, niech p € M bedzie
dowolne, niech takze {i1,1s,...%,} bedzie zbiorem indekséw odpowiadajacych tym elementom

atlasu, ktore przecinaja si¢ z otoczeniem WV punktu p. W punkcie p forme¢ w mozna wigc zapisaé
jako
w(p) = Z o, (p)d:c%k A dx?k A ANdxp
k=1
Punkt p wraz z pewnym otoczeniem lezy w dziedzinie kazdej z map z indeksami ze zbioru
{1,492, .. .1y}, mozemy wiec wszystkie skltadniki powyzszej sumy zapisa¢ w jednym uktadzie
wspolrzednych, na przyktad w (z; , ...z} ):

w(p) = | (p) + > i, (p) det ([gp% o gpizl]’)] dz} Adx} A--- Adzl.
k=2

Wszystkie sktadniki powyzszej sumy sa dodatnie, zatem calta suma tez jest dodatnia, w szcze-
gblnosci nie jest réwna zero.

Wykazemy teraz, ze jedli istnieje nieznikajaca n-forma to rozmaitosé jest orientowalna. Niech w
bedzie taks forma. Wezmy takze atlas sktadajacy sie z map o spéjnych dziedzinach. W kazdej
z map forma w moze by¢ zapisana we wspotrzednych jako

f(z)da' Ada? A--- Ada™

Poniewaz dziedzina mapy jest spojna, niezerowa gladka funkcja f, ma ustalony znak. Jesli
jest to znak dodatni mape te pozostawiamy bez zmian, jedli zas ujemny mape zmieniamy;,
na przyklad zamieniajac pierwsza wspolrzednag na przeciwna. W ten sposob tworzymy nowy
atlas w ktorym wspotezynniki funkeyjne przy wspotrzednosciowych n-formach dla formy w sa
dodatnie. Skadinad wiadomo, ze na przecieciu dwoch map wspotezynniki te réznig sie o jakobian
zamiany zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie te jacobiany sa dodatnie. Poprawiony przez nas
atlas jest zgodny, tzn w szczegdlnosci moze zadawaé orientacje na M.[]

Orientacje na rozmaitosci mozemy wiec zada¢ wskazujac w zgodny sposéb orientacje kazdej
z przestrzeni stycznych, wskazujac zgodny atlas lub wskazujac niezerows forme. Orientacja
zadawana przez forme, to ta orientacja przy ktorej wspoétezynniki funkcyjne w zapisie formy we
wspoOtrzednych sa dodatnie. Formy tego rodzaju nazywa si¢ czesto formami objetosci.
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5.3 Catkowanie form rézniczkowych.

Wtiasciwa catka Riemanna zdefiniowana jest dla funkcji rzeczywistych okreslonych na ,nada-
jacym sie do catkowania” obszarze D w R™. ,Nadajacy sie do catkowania” oznacza mierzalny
w sensie Jordana. Catke Riemanna definiuje si¢ korzystajac z umiejetnosci liczenia objetosci
matych kostek w R"™, tzn. wykorzystujac strukture metryczng na R"™. Na ,golej” rozmaitosci
nie mamy tej struktury, a préba skorzystania ze wspotrzednych prowadzi do niepowodzenia.
Nie mozemy zdefiniowaé catki z funkcji f € C>(M) po obszarze D C M jako cakki z f o p™?
po obszarze p(D) C R", nawet zakladajac, ze D miesci sie w dziedzinie jednej mapy, poniewaz
wynik catlowania zalezat bedzie od wybranych wspotrzednych. Catka w mapie (O, ¢) to bytoby
wyrazenie

za$ catka w mapie (U, 1) to

foyh.
)

Calki te nie sa rowne, gdyz (zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych)
/ foep™t :/ fozp_l‘det[@bogp_l]‘.
¢ (D) $(D)

Do catkowania po obszarze na rozmaitosci potrzebujemy wiec obiektu, ktory transformuje sie ,z
jakobianem zamiany zmiennych”, czyli n-formy. Przyjrzyjmy sie najpierw uproszczonej sytuacji,
gdy obszar D miesci sie w dziedzinie jednej (a nawet dwoch) map. Niech takze w bedzie n-forma
na M. Jej wyrazenia we wspotrzednych w obu mapach (O, ¢ = (z!,... 2")) to

w = a(z)dzt A~ Ada", w = b(y)dy" A--- Ady"
Funkcje a i b zwigzane sg réwnoscig
a(z) = b(¥ o ¢~ (z)) det[p 0 ']

zatem catki mogg r6zni¢ sie co najwyzej o znak.

/ b:/ bowogp_lldet[gpoqﬂ_l]‘:j:/ a.
¥(D) ¢(D) ¢(D)

Klopot ze znakiem bierze sie z faktu, ze wyznacznik jacobianu moze by¢ zarowno dodatni jak
i ujemny. Wyjsciem z tej sytuacji jest zdefiniowanie calki po obszarze zorientowanym. Wybor
konkretnej orientacji pozwala uzywaé jedynie wspotrzednych zgodnych z orientacjg. Mozemy
juz zdefiniowa¢ catke po obszarze D z orientacja + w uproszczonej sytuacji, gdy caty obszar
miesci sie¢ w dziedzinie jednej mapy:

/ w:/ aop w=adz' A--- Ada"
(D) @(D)

gdzie (O, ) jest mapa zgodna z orientacja. Gdy obszar D nie miesci sie w dziedzinie jednej
mapy potrzebujemy rozkladu jednosci. Wezmy lokalnie skonczony atlas (O;, ¢;)ier zgodny z
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orientacja ¢ i rozktad jednosci (a);er zwiazany z tym atlasem. W sposéb trywialny prawda jest,

=>_aiw(p)

iel
Calke z formy w po obszarze D z orientacja ¢ mozemy teraz zdefiniowaé¢ wzorem
= (o™ )(wiop™)
/(D,Z) 7,621 /QDZ(DQOZ)
Dla zwartego obszaru D jedynie skonczona liczba sktadnikow jest niezerowa.
Przyktad 19 Obliczy¢ catke z formy w = dy A dz po fragmencie sfery S? dla ktérego x > 0

i z > 0 z orientacja zadana przez baze wektory (2, -2-) pochodzace od sferycznego ukladu
wspoOtrzednych.

96° 9p
Forma w zdefiniowana jest na R3. Zeby ja scalkowaé po S? trzeba ja najpierw obcigé¢ do S2. W
tym celu zapisujemy wlozenie x : S? — R3 we wspotrzednych:
k(0, ) = (cos psin @, sin psinf, cos ).
Obcigcie formy do sfery realizuje sie jako pull-back za pomocg wtozenia:
K*'w = d(sin psin#) A d(cosf) = (cos ¢ sin Odp + sin ¢ cos 0dh) A (— sin 0d0) =
(cospsinfd) A (—sin 0df) = — cos psin® @ dp A d
Kolejnosé wspoétrzednych zgodna z orientacja jest (0, ¢), wiec forme zapisaé nalezy jako
w = —cos psin®f dp A df = cospsin® 0 di A dy

Obszar catkowania we wspotrzednych (0, ) to [0, 5] x [=7, 5]. Ostatecznie

.9 7T
W= oS  sin 0:/ sin Qdﬁ/ cospdp = — -2 = —
/(D,z) [0.51x[~5.3] 3 4 2

[ )

5.4 Rozmaitos¢ z brzegiem

W dalszym ciagu E oznacza¢ bedzie pétprzestrzen w R”, tzn. zbior
E={(z",2% .. .2") e R": 2' <0}

z topologia indukowana z R™ (zbiory otwarte w E to przeciecia zbioréw otwartych w R™ z E).
Hipreplaszczyzne {z! = 0} oznaczaé¢ bedziemy I1. Zauwazmy, ze jesli O i U sa otwarte w E oraz
¢ : O — U jest homeomorfizmem, to obciecie ¢|onr jest homeomorfizmem ONILi U NIL. Zbior
E stuzy jako ,standardowa” rozmaito$¢ z brzegiem, podobnie jak R™ jest ,standardowg” roz-
maitoscia (bez brzegu). Kazdy kawalek rozmaitosci z brzegiem powinien wygladaé jak kawalek
E. Moze to by¢ kawatek brzegowy, albo kawatek z wnetrza. Do zdefiniowania struktury gtadkiej
rozmaitosci z brzegiem potrzebujemy jeszcze pojecia gtadkosci odwzorowan obszarow, ktorych
przecigcie z 11 jest niepuste. Odwzorowanie ¢ : O — U jest gladkie jesli da si¢ rozszerzy¢ do
gtadkiego odwzorowania ¢ : O—-Uu takiego, ze O,U CR” sg otwarte i O = EN O, U =EnU.
W takim przypadku pjonn tez jest gladkie.
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Definicja 19 Przestrzen topologiczna M jest gladkq rozmaitosciq z brzegiem jesli dla kazdego
q € M istnieja zbiory otwarte ¢ € O C M, U C F i homeomorfizm ¢ : O — U. Jesli ponadto
UNU # D, to odwzorowanie ¢’ o o~ ! jest gtadkie.

oNnoO L —~u
le
@' op
u/

W rozmaitosci z brzegiem wyrdzniamy punkty wewnetrzne, tzn. takie, ktére maja otoczenia
homeomorficzne z R™ i pozostale, ktore nazywamy brzegowymi. Zbiér punktéw brzegowych
oznaczamy OM i nazywamy brzegiem rozmaito$ci. Zauwazmy, ze brzeg rozmaitosci z brzegiem
sam jest gladka rozmaitoscia (bez brzegu). Istotnie, jesli (U, ¢;)ier jest atlasem na M, to
(U; N oM, <,0i|uimaM)ieI jest atlasem na brzegu.

Fakt 8 Niech M bedzie orientowalng rozmaitosciq z brzegiem. Wtedy OM tez jest orientowalna.
Jesli M jest zorientowana, to na OM istnieje wyrozniona orientacja.

Dowéd. Wybierzmy jedna z orientacji na M. Niech (O, ¢;)ie; bedzie atlasem zgodnym z
orientacja. Indukowany atlas na M, ktérego dziedzinami sa zbiory O; N OM jest takze atlasem
zgodnym, tzn. wyznaczniki macierzy przej$cia miedzy wspotrzednymi sg dodatnie. Zauwazmy,
ze jesli p; = (z}, 22, ..., 27) jest ukladem wspoétrzednych z dziedzing O to @; = (22, ..., z1) jest
uktadem wspolrzednych z dziedzing O;NOM. Atlas (O;NOM, ¢;) zadaje indukowana orientacje
brzegu.l]

Jesli orientacje M oznaczymy @ to orientacje indukowang OM oznaczaé bedziemy 01

Twierdzenie 7 (G.G. Stokes) Niech M bedzie zwartg zorientowang powierzchniq z brzegiem
wymiaru n i niech w bedzie n — 1-formg na M, wéwczas

/ dw = / w.
(M) (OM,00)

Zeby uzyska¢ wglad w sytuacje zobaczmy najpierw jak wyglada calkowanie po kostce w
R™. Kostka co prawda, nie jest rozmaitoscia z brzegiem z powodu kantéow (brzeg jest jedynie
kawatkami powierzchnia), jednak z punktu widzenia catkowania kanty nie sa klopotliwe. Niech
D bedzie n-wymiarowsa kostka, tzn.

D= [al,bl] X [(Il,bl] X X [an,bn].

Brzeg D jest jedynie kawatkami powierzchnia, ale to nie bardzo przeszkadza. (n — 1)-forma w
do catkowania po brzegu D moze zostaé zapisana w nastepujacy sposob:

w=wdz? Adz® A--- Ada"™ —wodz Ada® A Ada™ + -+ (=1)" M wdat Ada? A Ada™
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Rys. 33: Sir George Gabriel Stokes.

Rézniczkujemy:
Owr | 4 2 3 n Owz o 1 3 n
dw = —dz Adz" Adaz° A --- Adax" — —dz* Adz” Adaz> A --- Ada™ + -+ -+
ox! o2
Owy,
(- )"“8—‘;2dxwda:1Ada;Q/\---Adg;”—l:
0 15,
PRt Adr2 Ada® A Ada™ + S 2dat Ada? AdaP A Ada 4t
oxl! Or2
Owy,
idﬂr:l/\dycz/\---/\dxk_l/\dﬂc":
oz

%+~~+8wn dz' Ada? Ad2® Ao Ada”
Ox? ox™
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Oznaczamy teraz 1 orientacje kanoniczna R” i catkujemy:

8wl @wz

dq:l/\de/\---/\da:"—

dw—/z

dx Adz? A Ada” Z/
DO

" bi awi

" a2 e / don [ Pt =
Z 33' " . 81‘1 T

=141
n

b1 3 n
Z/ dz?- - - be“--~/ dx"( -(xl,...,bi,...x”)—wi(x17...,ai,...:v")):
i=1"M"
Z/{ :L,l__bezz_ dz" _Z/ 1_”bezi”_dxn:
zi=b'}

xz_az}

W powyzszym wzorze {z° = b'} oznacza éciang kostki dang réwnaniem z' = b. Rozwazmy wiec
pare Scian z ustalong i-ta wspoéhrzedna. Forma w obcieta do $ciany {2 = b'}, jest réwna

Wi {zizbi} = (=D w2t 0 M)t A AdeTE Ad T A Ada?
a do $ciany {z' = a'}
Wi{zi=ai} = (=) wi(xt, .. a2 dat A AdaTE Ad2TTE A - A daR

Orientacja éciany {z' = b;} indukowana przez orientacj¢ kanoniczng R™ jest to orientacja zgodna

z
0 0 0 0
(89&1 » T P gyl axk> (10)

jedli i jest nieparzyste a przeciwna gdy 4 parzyste. Odwrotnie jest na $cianie {z* = b;}: orientacja
indukowana jest zgodna z (10) jesli i parzyste i przeciwna jesli ¢ nieparzyste Mozna wiec napisac,

ze
W dl‘l"-beZi--'diL‘n: -1 i+1/ W d{El/\-"beZi"'/\dl'n
[{xi:bi}( ) ( ) ({z*=b'} 81)( )
1
w)dazt - P dy = (—1 Z/ wi)dazt A PN d”
/{mizai}< ) ( ) ({:pi:ai},az)( )
i dalej

w; dxl"'beZi"'dIn: -1 i+1/ -1 iJrlw:/ w,
/{x’bl}( ) ( ) ({xi:bi},81)< ) ({zi=b'},01)

(wi)dz! - PP g = (-1)1‘/ (—1)*+w = —/ w.
/{xi:ai} ({a=at},00 ({wi=at}00)

Mozemy zatem kontynuowac¢ pierwotny rachunek

B Z/ xt=b'},0n) “ Z /{x’—al} o) (0D,0n) “

Twierdzenie Stokes’a na kostce zostato zatem udowodnione. Z bardziej skomplikowanymi ob-
szarami poradzimy sobie uzywajac rozktadu jednosci:
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Dowéd: Niech M bedzie jak w zatozeniach twierdzenia. Wezmy skonczony atlas (O;, ¢;)ier na
M zgodny z orientacja. Zbiér indekséw [ moze by¢ skonczony, gdyz rozmaitos¢ M jest zwarta.
(@i, ©i)ier 0znaczaé bedzie odpowiedni atlas na dM. Korzystaé bedziemy takze ze zwiazanego
z pokryciem (O;);er rozktadu jednosci (ay)ier. Zauwazmy najpierw, ze

dw=d(l-w)=d ((z; ai)w) = Z;d(aiw).
7, drugiej jednak strony
d ((ZI ai)w) = d(ZI ;) Aw~+ (ZI a;)dw =0 + Zl(ozidw).

Podsumowujac, skoro zachodzi réwnosé form

dw =) d(aw) = (adw),

il el

to zachodzi takze réwnosé catek

I:/ dw—/Ml Zd a;w) / Z (dw).

ZEI

Zajmiemy si¢ srodkowym wyrazeniem

1= [, Do -,

16[ i€l

Kazda z form a;w ma nosnik w O;, podobnie d(o;w), catke mozna wiec zapisa¢ w i-tym uktadzie
wspotrzednych.
=Yy /

el (Oi)

a;w jest (n — 1)-forma, wiec ma postaé

Zw—Zfl Cadrp A c(bez k) A dah

n af
— kl L n
aw) => (- IF dx} A -+ Ada)

k=1 ?

7 definicji calki z formy otrzymujemy

) Of; - - afi
)= - k ' ; P = —1)kt Lo dy —
/(Oi7z)d(azw) /i(oi)gzjl( B 52d cdal =Y (—1) / fdo! - da

Korzystamy z twierdzenia Fubiniego

k 1 de‘ . (bez k) odz /bk 2) afz
Dy, (z) (’9:1:
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Obszar Dy, oraz granice catkowania a®(x), b*(z) sa dobrane jak w twierdzeniu Fubiniego, a
zaleznos¢ od x wskazuje na zaleznos¢ granic od punktu w Dj.

= Z(—l)k_l A dal ...zl dgn (fi(xl, W), 2™ = filat . dR (), . ,:1:”))
k=1 k

Jesli p;(O;) jest otwarty w R™, wtedy wartosci funkeji f; w punktach granicznych sa réwne zero,
gdyz nosnik f; zawiera sie w ¢;(0;). Do caltki wklad daja wiec tylko te uktady wspéhrzednych,
ktére sa brzegowe, tzn ;(O;) NI # (). Taki uktad wspétrzednych ma szczegdlna postaé, tzn.
wyrézniona jest w nim pierwsza wspotrzedna. Wktad do catki daje jedynie sktadnik z £ = 1,
gdyz w pozostatych punktach granicznych f; takze jest zero. Dla k = 1 granica gérna catkowania
b'(z) = 0. W granicy dolnej takze funkcja f; znika. Calka taka ma postaé

I

Zgodnie z definicjg calki na rozmaitosci

iO,xQ,...,x”dx2-~dx”:/ w,
5 0

el (OM,01)

d(oyw :/ (0,22, ..., 2" dx2~~~dx":/ (0,22, ..., ™) da? - - - da™.
?) ( ) @i(oi)mnf( ) @i(@i)f( )

iy

gdyz (O;, ¢;) stanowi atlas na OM zgodny z orientacja a obciecie («;) do brzegu jest rozktadem
jednos$ci na brzegu.[J

5.5 Operatory rézniczkowe na rozmaitosci z metryka

W trakcie tego wyktadu dyskutowaé¢ bedziemy obiekty, ktére zdefniowa¢ mozna na rozmaito-
sci M wyposazonej w strukture metryczna g. Szczegélng uwage zwrocimy na klasyczne wersje
Twierdzenia Stokesa w analizie wektorowej. Rozmaitos¢ M z metryka g nazywana jest rozma-
itoscig Riemanna. Tensor metryczny ¢ jest cieciem wigzki tensorowej T"M @ T*M — M o
tej wlasnosci, ze w kazdym punkcie ¢ € M, g, jest niezdegenerowang, dwuliniowg symetrycz-
ng forma na przestrzeni stycznej, dodatnio-okreslong. Innymi stowy g, zadaje na TM iloczyn
skalarny.

Przypomnijmy sobie kilka faktéow algebraicznych. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows
skonczenie-wymiarowa a g iloczynem skalarnym okreslonym na tej przestrzeni. Illoczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G:V-=V", G(v) = g(v,-).

Fakt, ze iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, ze odwzorowanie GG jest samosprzezone.
Fakt, ze iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, ze G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwigzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g, ktora stuzy
do definiowania dtugosci wektora:
§(0) = g(0,0), vl = /5(0).

My pracowaé¢ bedziemy géwnie z g i G. Je$li w V' wybierzemy baze e = (eq, es, ... e,) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzezony izomorfizm przedstawi¢ mozemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g].. Dla wygody bedziemy takze uzywaé
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oznaczenia G,. Bedziemy takze pomija¢ symbol bazy, jesli bedzie jasne jakiej bazy uzywamy.
Wyrazy macierzowe G;; maja postacé

Gij = g(es, €;5).

Zwroémy uwage na potozenie indeksow, ktore, jakkolwiek historyczne, ma jednak uzasadnienie.
Tradycyjnie indeksy przy wspotrzednych wektora piszemy na goérze oraz sumujemy po powta-
rzajacych sie indeksach gérnym i dolnym. W tej sytuacji, jesli v = v'e; oraz w = w'e; to

g(v,w) = Qijviwj

albo
g(v,w) = ([v]°)" Ge[w”.

Jesli e = (e',...,€") oznacza baze dualna do e to
G(v) = Gijv'e! € V*.

Zapisaé tez mozna
g=0e' ®¢e.

Zamiana bazy w macierzy formy dwuliniowej odbywa sie wedlug wzoru

gf = QTgeQ>

gdzie @) jest macierza odwzorowania identyczno$ciowego na V zapisanego w bazach f i e,
doktadniej

Q = [idv];.
Zamieniajac baze w macierzy odwzorowania uzywamy macierzy przejscia wzajemnie odwrot-
nych. Tu obktadamy wyjsciowa macierz macierza przejscia i do niej transponowang. Odzwier-
ciedla to charakter macierzy G. Jest to oczywiscie takze kwadratowa tabelka liczb, ale funkcjo-
nujaca inaczej niz zwykta macierz odwzorowania.

Tensor metryczny na rozmaitosci zadaje powyzej opisang strukture punkt po punkcie na
przestrzeniach stycznych i kostycznych. Mamy wigc iloczyn skalarny g na kazdej z przestrzeni
stycznych, mozemy liczy¢ dtugosci wektorow stycznych oraz dysponujemy izomorfizmem samo-
Sprzezonym

G: TM — T"'M.

[zomorfizm ten pozwala utozsamia¢ wektory z kowektorami, co jest wykorzystywane w teo-
riach fizycznych, cho¢ zazwyczaj pomijane milczeniem jako oczywiste. Majac do dyspozycji
lokalny uktad wspoétrzednych (O, ), ¢ = (2!, 22, ..., 2") mamy takze w kazdym punkcie ba-
z¢ przestrzeni stycznej i przestrzeni kostycznej. Mozemy zatem uzywaé¢ macierzy zwigzanej z
tensorem metrycznym. Wyrazy macierzowe G;; sa teraz nie liczbami a funkcjami gtadkimi na
M. Zatézmy ponadto, ze rozmaitos¢ M jest orientowalna oraz ze wybrano na niej orientacje
1. Orientowalnos¢ wigze sie z istnieniem nieznikajacych n-form nazywanych formami objetosci.
Istnienie tensora metrycznego i wybranej orientacji pozwala zdefiniowa¢ w kanoniczny sposéb
forme objetosci zwiazana z metryka. Jesli uktad wspotrzednych jest zgodny z orientacja, to
metryczna forma objetosci {2 ma postaé

QO =+detGdz' Adz® A--- Adz"
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Struktura metryczna i orientacja pozwala utozsamiaé¢ pola wektorowe i jednoformy oraz
pola wektorowe i n — 1 formy. Jesli X jest polem wektorowym na M, to G o X jest jednoforma
a ixS) jest (n — 1)-forma.

Gradient: Gradient jest polem wektorowym odpowiadajacym rézniczce funkeji. Jesli f jest
funkcja gtadkg na M
grad f = G~ odf.

Definicja ta jest niezalezna od wspoétrzednych. Pozwala jednak w tatwy sposob zapisywaé gra-
dient w dowolnych wspotrzednych bez ucigzliwego zamieniania zmiennych w operatorach réz-
niczkowych. Prawidlowa definicja gradientu pozwala takze odpowiedzie¢ na pytanie, czy dane
pole wektorowe X jest gradientem funkcji, tzn. czy ma potencjal sklarny. Pole majace poten-
cjat skalarny odpowiada jednoformie, ktora jest rozniczka, zatem jej rozniczka musi byé zero.
Warunkiem koniecznym potencjalnosci pola jest wiec, aby

d(Go X) =0.
Istnienie badz nieistnienie potencjatu zalezy juz dalej od ksztattu obszaru, jak w Lemacie Po-
incare.
Rotacja: Na trojwymiarowej zorientowanej rozmaitosci z metryks zdefiniowa¢ mozna rotacje
pola wektorowego (rot A) nastepujacym wzorem

d(G e} A) = ZrOtAQ'

Sprawdzmy, ze na R3 z kanonicznym iloczynem skalarnym i kanoniczng orientacjg otrzymamy
znane nam juz wzory na rotacje pola wektorowego w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.
Niech

0 0 0

A=A, —+A,—+A,—.
x8x+ y8y+ “0z

Korzystajac z faktu, ze kanoniczne wspétrzedne w R? sg ortonormalne otrzymujemy
GoA=A,dxr+ A,dy + A.dz.

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

04, 0A, 0A, 0A, 0A, 0A, B
d(GoA) = o dyAdx+ P dzAdx+ pe dx Ady+ P dzAdy+ o drxAdz+ dy dyndz =
04, 04, 0A, 0A, 0A, 0A,
(E)x_ 8y>dx/\dy+<ay _82>dy/\dz+<3z — E)x)dZ/\dI

Oznaczmy teraz B = rot A. Forma objetosci w kanonicznych wspotrzednych to 2 = dzAdyAdz.
Mamy zatem
158) = Bydy Adz + Bydz Adx 4 B.dx Ady

i z poréwnania obu wzoréw otrzymujemy

ot A — 0A, 04, 3+ 0A, 0A, 2+ 04, 0A,\ 0
~\ oy 0z | Ox 0z ox | Oy ox Oy ) 0z

co zgadza sie z tradycyjnym wzorem na rotacje. Zaleta naszej definicji jest, ze mozemy teraz
zapisa¢ rotacje w dowolnym uktadzie wspotrzednych nie dokonujac ucigzliwej zamiany zmien-
nych.
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Fakt 9
rot grad f = 0.

Dowdd:
trot grad £§2 = d(G o grad f) =d(G o G lodf) =ddf =0.

Zwezenie w forma objetosci jest rowne zero jedynie dla pola zerowego, zatem istotnie rot grad f =
0.0

Powyzszy fakt wskazuje, ze jedna z metod sprawdzania potencjalnosci pola jest obliczenie jego
rotacji. Fakt, iz rotacja gradientu znika, wynika ze znikania drugiej rézniczki.

Dywergencja: Na metrycznej orientowalnej rozmaitosci dowolnego wymiaru zdefiniowa¢ moz-
na dywergencje pola wektorowego wzorem

(div X)Q2 = d(2x92).

Dywergencja nie zalezy od orientacji wzgledem ktérej wybrana jest forma objetosci €2, gdyz
pojawia si¢ ona po obydwu stronach réwnania. Ewentualna zmiana znaku odbywa sie jedno-
czednie po obu stronach rownania. W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych tatwo jest wypisacé
dywergencje:

d(1x§) = d(X,dy Adz + X, dz Ade + X, dz Ady) =
0X,
T

X X
dm/\dy/\dz—l—&dy/\dz/\dxjt&dz/\dx/\dy:
oy 0z

(axm | 0X,  OX.

dz Ady Ad
Ox 8y+8z>x ynas

Zatem 0X, 0X, 0X
div X = T Y z
v ox + dy + 0z

Takze i w tym przypadku bardzo tatwo jest wypisa¢ dywergencje w innym uktadzie wspotrzed-
nych korzystajac z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

Fakt 10
divrot X =0
Dowéd:
(divrot X)Q = d(t0t x2) =d(d(Go X)) =0
O

Laplasjan: Uogélnieniem znanego z R"™ operatora Laplace’a na rozmaitosci (pseudo)Riemanna
jest operator Laplace’a-Beltramiego. Jest to operator rozniczkowy drugiego rzedu dziatajacy na
funkcjach, doktadniej

Af = divgrad f.
Znajac juz postaé¢ gradientu i dywegencji we wspotrzednych kartezjanskich na R?® mozemy tatwo
zapisaé laplasjan:
_Of o f 9
C0x2 Oy 022

Af
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Zapiszmy teraz laplasjan we wspolrzednych sferycznych. Zrobimy caty rachunek od poczatku,
zeby pokazaé jego efektywno$¢ w poréwnaniu z tradycyjna w takich okolicznosciach zamiang
zmiennych. Zalezno$é miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i sferycznymi w R? ma postaé:

x =1 cospsind
y = rsingsind

z =1rcos?

Korzystajac z powyzszych zwigzkéw wyznaczamy wektory 0, 0, Oy:

ox dy 0z, . . .
0, = 58 + o =0y + 582 = cos @ sin Y0, + sin ¢ sin Y9, + cos V0,
_ Ox dy Oy
&P—aw&r—l—a Oy + PR
ox oy 0z
% = G550+ 550+ 55

Wiadomo, ze baza (9;,9,,0,) jest baza ortonormalng wzgledem kanonicznej metryki na R?
wyznaczamy elementy macierzowe macierzy G we wspotrzednych sferycznych:

0. = —rsinpsinvd, + r cos ¢ sin Vo,

——0, = 1 cos p cos V0, + rsin ¢ cos V9, — rsinvo,.

(0,10,) = cos? psin® ¥ + sin? psin? ¥ + cos? ) = sin® Y + cos? ¥ = 1

(0,10,) = r* sin® psin® ¥ + r? cos® psin® ¥ = r*sin®

(09|09) = 1r? cos® @ cos® V¥ + r? sin® ¢ cos? ¥ + 12 sin? ¥ = r? cos? ¥ + r?sin® ¥ = r?
(0:1095) = (0,109) = (8,]9,) = O

zatem macierz iloczynu skalarnego w bazie (0,, 0y, 0,) 1 macierz odwrotna maja postac

10 0 10 0
G=0r 0 ., Gg'=l0 4% 0
0 0 rsin®v 0 0 —ooy

Wyznaczamy forme objetosci we wspotrzednych sferycznych
Q = r?sinddr Add A de.
Wykonujemy niezbedne rachunki

8f 18f 1 of
— 1 i —J
grad f =G~ df— 28198 +r28in219(9g0 v
of of of
tgrad 1 = 17 sm198 dﬁ/\dgp—smﬁaﬂdr/\d +sm (pdr/\df}.

1
d (Zgrade) =d (T sin ﬁgdﬁ A\ ng — sin 19ng A d + afd A d’l9>

aor oY sin?) Oy
ol 20f of 0% f 1 0%f
_[smﬁ&d( 87’>+ 0819819+Sn198192 S 9 dr Adv Adp
1o (,0f ctgd Of 1 0*f 1 0*f
B [7’2 or <T or > N r2 09 r2092  r2sin® 9 dp? résinddr A do A dp.
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Ostatecznie

Af =

10 72% +ctg19g i82f 1 o0 f
r20r or r2 0¥ 12092 r2sin?v 0p?

5.6 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a

Odpowiednio$¢ miedzy polami wektorowymi i jednoformami lub (n — 1)-formami pozwala zin-
terpretowa¢ ponizsze klasyczne wzory analizy wektorowej jako wersje Twierdzenia Stokes’a:

(i) /S (7ilrot X )do — /a (X (i) /D div X dv = /a ({lX)do

Analizujac wzory (i) i (ii) uzywaé¢ powinnismy pojecia gestosci, ktéra odpowiada tradycyjnemu
selementowi objetosci” dv, ,elementowi powierzchni” do czy elementowi dlugosci” df. Nie
dyskutowaliSmy jednak form nieparzystych oraz gestosci, dlatego postuzymy sie dotychczas
wprowadzonym jezykiem. Na potrzeby wzoru (i) zatozy¢ trzeba, ze S jest dwuwymiarowa zwarta
powierzchnia z brzegiem zanurzong w tréjwymiarowej zorientowanej rozmaitosci M z metryka.
Na potrzeby wzoru (ii) zalozy¢ nalezy, ze D jest n-wymiarowa zwarta rozmaitoscia z brzegiem
zanurzona w n-wymiarowej zorientowanej rozmaitosci M. Zajmiemy sie najpierw wzorem (ii).
W naszym jezyku ,element objetosci” to forma objetosci zgodna z orientacjg i zwigzana z
metryka, zatem napisa¢ mozemy

/ div X dv = / (div X)Q =
D (D)
Dalej uzywamy definicji dywergencji i stosujemy twierdzenie Stokes’a

= d(Z XQ) = / 1 XQ =
(D) (0D,0n)

Korzystajac z uktadéw wspotrzednych typu opisanego w definicji rozmaitosci z brzegiem oraz ze

stosownego rozktadu jednosci na brzegu 0D (&; )i, rachunek mozemy kontynuowaé nastepujaco

_Z/ &X/det G; da? A~ A dal. (11)
el

W powyzszym wzorze catkujemy po dziedzinie uktadu wspotrzednych @; = (z7,..., 27

i) i ) na
brzegu z orientacja zgodna z kolejnoscia wspotrzednych (22, ..., 2"). X} jest pierwsza wspot-
rzedng pola wektorowego w uktadzie wspolrzednych ¢ = (z},2?,...,2") za$ G; to macierz
iloczynu skalarnego wyrazona w bazie zwigzanej z uktadem wspoétrzednych. Po prawej stronie
réwnosci (ii) do odpowiada formie objetosci na brzegu zapisanej dla metryki g obcietej do brze-
gu. W uktadzie wspotrzednych ¢ forma ta ma posta¢ v/det S;da? A --- A dz?. Macierz S; jest
podmacierzg macierzy G; odpowiadajaca wspoétrzednym od 2 wzwyz, tzn.

g1 ‘ Giz2 -+ G
G2

Gi=| "
gln
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Poszukajmy teraz wektora normalnego do powierzchni 0D skierowanego ,na zewnatrz”. Niech
i = a*0, (dla uproszczenia notacji wektor % oznaczaé bedziemy 0. Pomija¢ takze bedziemy
indeks numerujacy uktady wspotrzednych. Warunek ,skierowania na zewnatrz” oznacza, ze

a' > 0. Wektor 7 ma by¢ prostopadty do 9; dla j > 1, czyli

0=g(1,0;) = gikaié;“ = gijai j> 1 (12)
Jednoczes$nie wektor n ma by¢ dlugosci 1, czyli
1 = g(7i,7) = Gija'a = Z(Z Gija')a’ = Zgilaial. (13)
i i
Wyrazenia (12) i (13) mozna razem zapisa¢ macierzowo
Guu Gi2 -+ G a; 1/a'
Sl IR <14>
g;zl 9;12 - g;"m d” 0

Macierz G jest odwracalna. Wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej oznaczamy tradycyjnie
G¥. Uzywajac macierzy odwrotnej rozwigzemy réwnanie (14).

a' =G0 /" = a'= VG,
ad =G ja! = d = le/\/@, j>1
Obliczmy teraz g(7, X)
g(ﬁ7 X) = gijain = gilain = Xlgﬂgﬂ/\/@ = Xl/\/ﬁ.
Po prawej stronie wzoru (ii) we wspdtrzednych mamy wiec (sktdanik pochodzacy od jednego

uktadu wspétrzednych)

/(~+ a(X1/VGI)Vdet Sdz? A - - Ada. (15)

)

Potrzebujemy zwiazek miedzy detG a detS. W tym celu rozwazmy przejscie od bazy e =
(01,0, ...,0,) do bazy f = (7, 0z, ..., 0,). Macierz przejscia [id|} ma postac

at 0 0 0
a2 10 - 0
[id]$ = a@ 001 -+ 0
L a” 00 I
Macierz iloczynu skalarnego w bazie f to
1[0 --- 0
0
: S ’
0
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a operacja zmiany bazy daje

a 0 0 0 a 0 0
(1)0' 0 a2 10 0 a1
. — | a 1 0 G a’ 1
: S :
0 _a”OO 1_ _a"OO

Liczymy wyznacznik

det S = (a')*det G

i pierwiastek

Vdet S = a'Vdet G

ale a' = VG, zatem
Vdet S = vVG1y/det G

Po podstawieniu powyzszego zwiazku do (15) prawa strona (ii) przyjmuje postaé

k)
/~ | (Xl/\/T)\/T detngTQ/\-../\dxn

(O, +

/(~ )aledetgde/\---/\da:"
O+

i jest réwna lewej stronie (11).

Zajmiemy sie teraz wzorem (i). Analizujac (ii) ustaliliémy, ze caltka

/(ﬁ\X)daz/ 1x 82
aD oD

Skorzystamy z tego przeksztatcajac lewa strone (i):

/S(ﬁll”OtX)dU:/Szrotxﬂz/sd(GoX):/856*0)(.

Zapiszmy teraz forme pod catka w uktadzie wspotrzednych
GoX = QUXde]

Jesli
I>r— (I'I(T),$2(T),$3(T)> €08

jest parametryzacja brzegu 95 to

/as GoX = /zgij(T)Xi(T)ftde

Jednostkowy wektor styczny to
1

-1 g
or]
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natomiast
0, = 'Oy + 220, + 3305,

Iloczyn skalarny pod caltka mozna zapisa¢ jako
ginii‘j - g(Xv aT) - g(ij/?}HaTH

Jesli wezmiemy pod uwage, ze

dt = |0,||dr

rachunek (16) mozna kontynuowaé

| GoxX = [gyxirdr = [(xlijjorlar = | (X|iar.

g

5.7 Gwiazdka Hodge’a

W bardzo podobny sposéb do tego, w jaki definiowalismy wieloformy na przestrzeni wektorowej,
zdefiniowa¢ mozna wielowektory. Skorzystamy tu z prawdziwego dla skonczenie-wymiarowych
przestrzeni wektorowych faktu iz (V*)* jest kanonicznie izomorficzna z V. Mozemy zamienié
rolami V' i V* traktujac V jako zbiér funkeji liniowych na V* i rozwazaé¢ takze zbior funkcji
wieloliniowych antysymetrycznych na V*, czyli A*V. Swéj odpowiednik wektorowy ma tez
konstrukcja iloczynu zewnetrznego. W jezyku tensorowym mamy

VAW =wRUW—wRQV

oraz
AN WARREAN A Z SEN 0Vg(1) @ Vg(2) @ * * + & Vg(k)-

€Sk

Poniewaz (V @ V)* ~ V* ® V* mozemy obliczy¢ a A  na v A w:
(aNBvAhw)y=(a@F-—FRa,1Qw—wRv) =
a(v)f(w) — a(w)B(v) = Bv)a(w) + Blw)a(v) = 2]a(v)f(w) — a(w)B(v)]
i ogoblnie

(" N® A ANa" vy Avg Ao Av,) = k! Z sgnaal(vo(l)) . ak(vg(k)).
oESk

Oznacza to, ze jesli e i € sa para baz dualnych w V' i V* to uktady e;, Aej, A- - -Ae;, , @A A - -Aelk
dla iy <ig < - <, Jj1 < J2 < --- < Ji prawie sg para baz dualnych. Prawie, bo gdzie$ trzeba
podzieli¢ przez k!. Majac iloczyn skalarny ¢ na V' mozemy utozsamiaé wektory z kowektorami
przy pomocy izomorfizmu G. Iloczyn skalarny mozemy wprowadzi¢ takze na V*:

g(v,w) = (v|w) = (G(v),w) = Gyp'v! gl B) = (a]f) = (@, G7(B)) = G aif;
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Zgodnie z konwencjg, GY to wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej do G. Izomorfizmy G i
G~ mozemy rozszerzy¢ na dowolne iloczyny tensorowe. Na przyktad jedli a ® 3 € V* @ V* to
G a®B) =G a)@GHB) € V®V. Zakladajac, ze rozszerzenie jest liniowe otrzymujemy

—1 g i i i1 iz ik d
G (Qiyiy - €' QE? R - ®EF) = Wiy, GG GMEe; Ry, @ Qe

Korzystajac z rozszerzenia G i G~ definiujemy iloczyn skalarny na przestrzeni k-form A* V*
wzorem

1

= H(G*l(oél)/\G*l(oéQ)/\. . '/\Gil(ak),ﬂl/\ﬂQ/\. _ '/\ﬁk>,

(@' NN NP | BEABEN - ABY)

na dowolne wieloformy (niekoniecznie proste) rozszerzamy poprzez warunek liniowosci.

Rys. 34: Sir William Vallance Douglas Hodge.

Gwiazdka Hodge’a: Na rozmaitosci M z metryka g mamy iloczyn skalarny na kazdej prze-
strzeni stycznej, zatem wszystko o czym byta mowa powyzej prawdziwe jest punkt po punkcie.
Jesli dodatkowo rozmaitos$¢ jest zorientowana i w zwiazku z tym wyposazona w kanoniczng
forme objetosci, zdefiniowa¢ mozna przydatne odwzorowanie

*: QM (M) — Q"F(M)

wzorem 1

*Qx = E’Lg—l(a)Q.

Mamy tu do czynienia z pewna kolizja oznaczen: Q¥ oznacza zbior k-form ma M i jednoczeénie
Q) jest formg objetosci. Mysle jednak, ze damy rade odréznia¢ o ktéra ,,omege” kiedy chodzi.
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Sprawdzmy najpierw jak nasza definicja dziala w praktyce. Zaczniemy od najprostszego przy-
padku: M = R3, orientacja kanoniczna, iloczyn skalarny kanoniczny, G = 1, Q = da! Adz? Ada3.

wdz! = 1g-1(gp1ydzt Ada? Ada® =19 da’ Ada? Ade® = da? A da?
#dr? = 1g-1(g,2)dzt A dz? A da? = 19,dzt A dae® Ada® = —dat A da?
*da?® = 1g-1(gp5)da’ Ada? Ada? = 15,dat Ada® Ade® = dat A da?

x(dz! A dx?) = %qu(ddexz)dxl Adz? A da? =19, 00,d2t Ada? Adz® = % -2 - da?

Popatrzmy teraz na rachunki w uktadzie sferycznym:

1 0 0
Q=r’sinddrAddAndp, G=|0 r? 0
0 0

72 sin? ¢
*dr =15 Q = r?sind dd A dyp

xd) = ZT%QTQ = 519,02 = —sinddr Adp

1 _ 1
r2 sin219@8<9Q - sinﬂdr A dv

xdp =

xdr A d = %T%zarwﬂﬂ = sinddyp

Zauwazmy, ze

% drt = xdz? A dz® = da’, **dr/\dgz):*(—, dﬁ)zdr/\dcp
sin )
7 drugiej strony na R?
sdr! = dz?,  xdz? = —dz!, s xdz! = xdz? = —dzt

Wydaje sie wiec, ze ztozenie *xx jest réwne identycznosci z doktadnoscia do znaku. Znak ten
musi mie¢ co$ wspolnego z rzedem formy i wymiarem przestrzeni.

Fakt 11 Zachodzg nastepujgce réwnosci
1. x1 =90
2. xQ =1
3 xxa=(—1)"Ra aecQF(M)
4. aAxB=(a|)Q «a,B € QM)

Dowéd: Zauwazmy, ze * jest operacja punktows, zatem mozna wybra¢ wygodny uktad wspot-
rzednych. W tym przypadku jest to taki uktad wspotrzednych, dla ktérego w ustalonym punkcie
baza (01, 0s,...,0,) jest ortonormalna. Pracowa¢ bedziemy w takim uktadzie wspotrzednych.
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Wtedy G~!(dz") = 0;. Zaczynamy od dowodu punktu (3). Kazda k-forma jest kombinacja li-
niowg form bazowych dz* Adx®2 A - - - Ada? z funkcyjnymi wspotczynnikami. * jest liniowa nad
funkcjami, wiec mozna sprawdzi¢ tylko na formach bazowych. Zalézmy, ze i1 < 1o < --- < 4y,

) ) ) 1 . ) )
*drt Adz? A - ANda™ = Hlailx\aizm.mikd:vl A« Adx"™ = sgnodx A dzt2 A Ade,
gdzie i1 < igyo < --- <1, oraz o jest permutacja

(1 2 ok k41 .- n)
g — . . . . .

11 19 (7 Zk‘—}—l Un

Aplikujemy * drugi raz

s xdz Adz A - Adaz't = ssgnodz™tt Adzt2 AL Adatt =
sgnosgn pda™ Adz A - Adat

Permutacja p ma postac

_( 1 2 - n—k n—k+1 --- n)

I+l T2 i1 R

Pozostaje do obliczenia sgn o sgn p: Pamietajac, ze znak jest homomorfizmem grupy permutacji
w grupe {—1, 1} z mnozeniem zauwazamy, ze

Sgn o sgn p = sgn psgn o — sgn p sgn ol = sgn(po a’l)

Ostatnie ztozenie jest permutacja

-1 _ i1 b vt g lgpg1 N
poo = . . . . . ,
Zk—l—l /Lk+2 P ZTL Zl PR Zk

ktérej znak jest réwny (—1)5"=*) Dla dowodu punktu (2) zauwazmy, ze G~1(Q) = 9, A 0, A
-+ N\ Oy, dalej

1 1
*Q:—|z((91/\82/\~~/\(9n)(2:—'n!:1
n! n!

Punkt (1) wynika z (3) i (2), a wlasciwie jest jedyna sensowna definicja gwiazdki zero-formy,
ktéra pasuje do pozostatych wzoréw. W punkcie (4) zauwazmy, ze obie strony sa dwuliniowe,
mozna wiec sprawdzaé na formach bazowych. Niech wicc o = dat Adax®2 A--- Ada® i 8 =
da/t Adz?2 A- - - Ada’k. Forma *3 jest, z doktadnodcig do znaku, iloczynem zewnetrznym rézniczek
dale+t Adxde+2 A- - Adadn ) gdzie {1, oy - Jky Jhtts - -5 dnt = 11,2, ...,n}. W tej sytuacji aA*3
jest rozna od zera jedynie gdy {iy,...,ix} = {Jj1,...,Jr}. Jesli dodatkowo zalozymy naturalne
uporzadkowanie indekséw oznacza to, ze i; = j; dlal = 1,...,k and o« = . Podobnie («| )
jest rézna od zera jedynie gdy a = (3, gdyz

1 . A .
(a|B) = E,lail/\"‘/\aikdle Ada?? A - AdalE
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Ostatecznie, gdy a = 3 prawa strona to
(a|a)Q=Q
a lewa
a A xa = sgnodz™ Adz™ Ao Ada' Adatt A dat A Ada't = (sgno)?Q.

Dla porzadku zapiszmy, ze o jest permutacja

(1 2 ok k41 .- n)
g — . . . . .

11 1y - 7 Zk‘-l—l Un

t

6 Rodzniczkowanie pdl i form

W geometrii rézniczkowej interesuje nas czesto jak dane pole tensorowe zmienia sie od punktu
do punktu na rozmaitosci. A wlasciwie czesciej chodzi o to, czy sg jakie$ kierunki w ktérych sie
nie zmienia. Tu jednak napotykamy na pierwszg pojeciowa trudnosé: zazwyczaj nie wiadomo
jak poréwnywaé wartosci rozmaitych pél (p6l wektorowych, form rézniczkowych...) w réznych
punktach na rozmaito$ci. Mozemy poréownywaé wartosci funkcji w réznych punktach, ale nie
mozemy porownywaé¢ wartosci pola wektorowego w réznych punktach. Wiadomo co to znaczy
SJfunkcja f jest stata na M7, ale nie wiadomo co to jest state pole wektorowe. Na przyktad na
sferze dwuwymiarowej we wspéhrzednych (¢, ¢) pole wektorowe X = J, bylibysmy by¢ moze
sktonni uznac za state, ale to samo pole wektorowe we wspotrzednych stereograficznych wygla-
da juz zupetnie inaczej 0, = —x0, + y0, i pomyst z nazwaniem go stalym polem wydaje si¢
cokolwiek dziwny. Roznica polega na tym, ze wigzka M x R — M, ktérej cieciem jest funk-
cja jest trywialna, wiec wartosci funkcji w roznych punktach nalezg do tej samej przestrzeni.
Wiazka, ktorej cigciem jest pole wektorowe 1y, : TM — M juz trywialna nie jest — wartosci w
roznych punktach naleza do réznych przestrzeni stycznych. Przestrzenie te sg co prawda izomor-
ficzne, ale nie kanonicznie. Zeby poréwnywaé¢ wartosci pola wektorowego w réznych punktach
potrzebujemy albo dodatkowej struktury (ktéra nazywa sie, zgodnie z tym do czego stuzy, po-
wigzaniem lub z taciny koneksjg) albo jakiej$ metody na sprowadzanie wartosci z otoczenia do
jednego punktu. Zaczniemy od tego drugiego sposobu. Do sprowadzania wartosci pol wektoro-
wych albo kowektorowych do jednego punktu postuzy nam potok pola wektorowego. Operacja
badania zmiennosci réznych poél tensorowych, czyli obliczania pochodnych tych pél, odbywaé
si¢ bedzie wzdhuz ustalonego pola wektorowego.

6.1 Pochodna Liego.

Podstawowym pojeciem potrzebnym do zdefiniowania pochodnej Liego jest potok pola wektoro-
wego. Odwozorowanie rézniczkowalne ¢ : R x M — M nazywamy grupq dyfeomorfizmow, jezeli
spetione sg dwa warunki

L.Vge M ¢(0,q) =q,
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2. Vge M,s,t,e R @(s+t,q) = ¢(s,¢(t,q)).

Bedziemy uzywaé takze oznaczenia ¢, dla odwzorowania g — ¢(t,q). Powyzsze warunki ozna-
czaja, ze po = idps, @r 0 Ys = Yirs. 4 warunku drugiego wynika, ze kazde odwzorowanie
jest dyfeomorfizmem, gdyz odwrotne istnieje, jest réwne ¢_; i jako odwzorowanie z tej samej
rodziny jest rézniczkowalne. Grupa dyfeomorfizméow definiuje pole wektorowe na M wzorem

X*?(q) ©(t,q).

~ dtj=o

Ze wzgledu na warunek (2) pole to jest niezmiennicze ze wzgledu na ;. Istotnie, wektor
Ti(X(q)) jest wektorem stycznym do krzywej s — ¢i(05(q)) = wis(q) = @s(pi(q)) =
X (p(q)). W kontekscie catkowania p6l wektorowych méwimy zazwyczaj o lokalnej grupie dy-
feomorfizmow. Jest to odwzorowanie ¢ : 2 — M, gdzie 2 jest otwartym podzbiorem w R x M
zawierajacym podzbior {0} x M. Warunek (1) pozostaje bez zmian, a warunek (2) ma by¢
speliony jesli tylko (t,q), (s,¢(t,q)) i (s +t,q) sa elementami Q. Oczywiscie lokalna grupa
dyfeomorfizméw takze definiuje pole wektorowe: zeby mie¢ wektor styczny wystarczy ,krociut-
ka” krzywa z parametrem w otoczeniu zera. Okazuje sie, ze jest tez odwrotnie, tzn. kazde pole
wektorowe definiuje lokalng grupe dyfeomorfizmow:

Twierdzenie 8 Gladkie pole wektorowe X na M definiuje lokalng jednoparametrowq grupe
dyfeomorfizmoéw X takg, ze
d

X(q) = T’

(¢, q). (17)

Dowéd: Dowdd oparty jest na twierdzeniu Cauchy’ego o istnieniu i jednoznacznosci wraz z
twierdzeniem o zaleznosci rozwiazania od warunkéw poczatkowych. W uktadzie wspétrzednych
nasze réwnanie rézniczkowe ma postac

dz?
dt

X'(a(t)) =

Jest to uktad réwnan rézniczkowych na R™. Z Twierdzenia Cauchy’ego wynika zatem istnienie
krzywej catkowej t +— ;(q) okreslonej na pewnym otoczeniu I zera w R z warunkiem po-
czatkowym ¢o(q) = ¢. Z jednoznacznosci rozwiazania wynika takze, ze jesli tylko wszystkie
napisy maja sens to ¢;(¢s(q)) = ¢irs(q). Z twierdzenia o zaleznosci rozwiazania od warun-
kéw poczatkowych wynika, ze dla kazdego punktu g € M istnieje otoczenie O, C M oraz
odcinek zawierajacy I, C R zawierajacy 0 taki, Ze rozwigzanie z warunkiem poczatkowym
(s,p) € I, x O, istnieje dla czasu z odcinka [s — €, s+ €] oraz € jest niezalezny od (s, p). Oznacza
to, ze €2 na ktorym okreslona jest jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw moze byé¢ wziete
jako Q = U,en(Iy X O,).0

Niech teraz X bedzie polem wektorowym, a ¢ odpowiadajacg mu lokalng grupg dyfeomor-
fizmow. Dyfeomorfizmy ¢; beda stuzyty do przenoszenia wartosci pél tensorowych z otoczenia
punktu ¢ € M do punktu ¢q. Przyjrzyjmy sie sytuacji dla pola kowektorowego czyli dla jedno-
formy. Niech wiec a € QY(M) bedzie jednoforma. Ustalmy ¢ € M i rozwazmy krzywa

t— (pi)(q)-
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Jest to krzywa, ktérej wartodci lezg w przestrzeni wektorowej T;M . Wektor styczny do krzywej
w przestrzeni wektorowej moze by¢ identyfikowany z elementem tej samej przestrzeni. Mozna
go takze znalez¢ korzystajac z tradycyjnego wzoru przypominajacego ,granice ilorazu réznico-
wego”. Mamy wiec definicje

Definicja 20
(Lxa)(q) = lim + ((#i0)(a) — (a)).

7 definicji wynika, ze pochodna Liego jest liniowa ze wzgledu na dodawanie form oraz mnozenie
form przez liczby. Nie jest jednak liniowa ze wzgledu na mnozenie przez funkcje. Definicja jest
niestety mato praktyczna. Sprobujmy znalezé jakis wygodny wzor na pochodng Liego jedno-
formy. Skorzystamy ze wzoru na rézniczke jednoformy zwanego wzorem Tulczyjewa. Wezmy
dwa wektory v,w € T,M i odwzorowanie x : R? — M takie, ze x(0,0) = ¢, v jest wektorem
stycznym do krzywej t — x(¢,0) i w jest wektorem stycznym do krzywej s — x(0, s). Wartosé
rozniczki formy « na wektorach v i w mozemy obliczy¢ wedtug wzoru

d

(a(x(t,00),t*Vx(t,0)) = —  (a(x(0,5)), t"Vx(0,5)).

d
a(v,w) ds|s=o0

~ dtj=o

W powyzszym wzorze wektor t(OD (¢, 0) oznacza wektor styczny do krzywej

Py (ko

“,0)
£ X@s)

Rys. 35: llustracja do wzoru Tulczyjewa

s +— x(t,8)

w s = 0, czyli zaczepiony w punkcie (¢, 0). Podobnie wektor t(:?) (0, s) oznacza wektor styczny
do krzywej

t— x(t,s)
w t = 0, czyli zaczepiony w punkcie x(0, s) (por. Rys. 35). W uktadzie wspotrzednych powyzsze
rachunki wygladatyby tak:

a = ai(l‘>d$i, U= viai w = wlaz 7X<Sv t) = (l.Z(q) + v't + wis)
t®Dy(t,0) = ('(q) +v't,w’) (0, 5) = (2'(g) +w's, ')
aOéZ' P

w' — —wlvh.

oxJ Y oxJ




Niezaleznos$¢ wyniku od wyboru odwzorowania y wynika z symetrii drugich pochodnych czast-
kowych. Istotnie, w uktadzie wspotrzednych odwzorowanie x dane jest przez uktad gladkich
funkcji dwoch zmiennych x(¢,s) = (x'(t, s)). Wzér Tulczyjewa przyjmuje wiec postaé

dov,w) = & (axxﬂ‘(t,o»%’; 0 0>) d ( w020, s>):

dt [t=0 dS|s =0
Jda; , ox* o’ I*x’
S (0, 0)) 2 (0,0) 250, 0) + (3 (0,0) (0, 0)+

00 (0.0 2 0.0) 2 (0,0) + 0, (0.0) 2% (0.0

Fragmenty zaznaczone na czerwono upraszczaja sie, natomiast

A A ok NI .
V(0,00 =2'(q), S-(0,0)=wb, (0,00 =0

Wréémy teraz do pochodnej Liego formy a. Wiadomo, ze Ly« ma by¢ jednoforma — dowie-
my sie jaka to jest jednoforma, jesli bedziemy wiedzieli jak ona dziala na wektor styczny v.
Wezmy wige ustalony (ale dowolny) wektor v € T,M oraz jaka$ krzywa s — ~(s), ktéra ten
wektor reprezentuje. Uzywajac wzoru Tulczyjewa obliczymy da(X(q),v) przyjmujac jako x
odwzorowanie x(t,s) = ¢:(7(s)) (Rys. 36). W tej sytuacji

tOx(t,0) = Tau(v),  tI%(0,5) = X (1(s))

Wstawiamy powyzsze informacje do wzoru Tulczyjewa

Rys. 36: Pochodna Liego jednoformy.

da(X(q),v) = ((j:ltt:0<()é(90t<Q>>aT90t(U)> - i|8:0<a(’y(s))’X(f}/(5)> _
$  eia)(@) - e, )

Pierwszy ze sktadnikow to wtasnie warto$¢ L£xa na wektorze v. OtrzymaliSmy zatem réwnosé
da(X(q),v) = (Lxa)(q),v) — {d(u(X)a)(q),v)
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Biorac pod uwage, ze punkt ¢ i wektor styczny v byly wybrane dowolnie otrzymujemy rownosé

Lxa =1(X)da + di(X)a.

Wréémy teraz na chwile do wzoru Tulczyjewa. Przypomina on nieco inny wzoér (Cartana) na
rozniczke formy obliczong na dwoch polach wektorowych. Dla jednoformy przyjmuje on postac

da(X,Y) =XaY) —Ya(X) + o([X,Y]).

Pierwszy i drugi sktadnik tego wzoru mozemy wyznaczy¢ postugujac sie odpowiednio dobranym
odwzorowaniem podobnym do x. Oznaczymy przez o; potok pola X, zas przez s potok pola
Y. Na przyktad Xa(Y) to

d

Xa(Y) = 2 {ale(q), Te(Y(g)))

Wektor Ty, (Y (q)) to t@Vx(¢,0) dla odwzorowania x(t,s) = ¢:(1s(q)). Sktadnik Yo (X) to

d

Ya(X) = s

{ahs(q)), Tehs (X (9)))

Wektor T1,(X(q)) to t19%(0,s) dla odwzorowania Y(t,s) = 1s(¢(q))). Odwzorowania x i Y
zazwyczaj nie pokrywaja sie. Miarg braku zgodnosci jest whasnie [X, Y], ktory jako poprawka
pojawia sie w trzeciej czesci wzoru.

Kolejnym zadaniem bedzie znalezienie pochodnej Liego funkcji na rozmaitosci f. Definicja
formalna jest bardzo podobna jak dla jednoformy:

(Cxf)(g) = lim ~ (F(ee(a)) — £()).

t—0 ¢

Jest dos¢ oczywiste, ze
Lxf=X[f=df(X)=1(X)df.

Sprawdzimy teraz jak pochodna Liego dziata na iloczyn fa. Iloczyn funkcji i jednoformy to tez
jednoforma, wiec mozemy uzy¢ $wiezo wyprowadzonego wzoru:

Lx(fa)=1(X)d(fa)+du(X)(fa)=1(X)(df Aa+ fda)+d(f1(X)a) =
((X)df)a—((X)a)df + fo(X)da +1(X)a)df + fd(o(X)a) =
(Lxfla+ f((X)da+d(e(X)a)) = (Lxfla+ fLxa

UzyskaliSmy co$ w rodzaju reguty Leibniza:

,C)((fO{) = (,fo)(l/ + f[,Xa.

Pora rozszerzy¢ pojecie pochodnej Liego na wieloformy. Formalnie definicja wyglada identycz-
nie.
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Definicja 21 Pochodng Liego k-formy w w kierunku pola X nazywamy k-forme, ktorej wartosé
w punkcie q dana jest wzorem

(Lx)a) = lim = ((5)(0) — ()

Zobaczmy jak to dziata na iloczynie zewnetrznym:
Lx(anB) = lim(¢(an ) —and) -
lim (o A i — pia A B+ pja NG —ahf) =
lim (p7a A (pif = 8) + +(pra =) A ) =

- i =0 (i — _
zlel_r%(’pta/\< t )*ﬂ%( t >/\5_

(Lxa)ANB+aNLx(F).

Tym razem to juz nie ,co$ w rodzaju”’, tylko poprostu reguta Leibniza. Wyglada na to, ze
pochodna Liego jest rézniczkowaniem algebry zewnetrznej form rozniczkowych. Ze wzgledu na
przemienno$¢ d i pull-backu obowiazuje takze wzor

Ede == dEXw.

Wzoér wyprowadzony wczesniej dla jednoform okazuje sie obowiazywacé takze dla wieloform.
Rachunek przeprowadzimy na wspotrzednych i skorzystamy z liniowosci:

Lx(fdz™ A--- Ada'*) =

k
(Lxf)(daz™ A---Ada™) + fY da™ A A Lxda™ Ao Ada't =

=1

k
(X f)dz™ Ao Ada™ 4+ f> da™ Ao AdXT A Ada® o (18)

J=1

1(X)d(fdz™ A -+ Ada'™) = o(X)df Ada™ A Ada™ =

(X f)dz™ A - Adai + (19)

d(e(X) fdz"™ A -+ Ada'k) =

k — .
d(f Y (—1Y ' Xda™ Ao Adati A Adah =

Jj=1

k
+ Y dzt A AdXY A Ada’ o (20)
j=1
Dodajac (19) i (20) otrzymujemy (18), gdyz wyrazy zaznaczone na zielono upraszczaja sie.

Poodsumujmy wtasnosci pochodnej Liego w dziataniu na formy rézniczkowe:
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Fakt 12 1. Pochodna Liego k-formy jest k-formg,
2. Pochodna Liego jest operacjq liniowg, tzn dla a,b € R Lx(aa+ b)) = alxa + bLx P,
3. Spetniona jest requlq Leibniza Lx(a A () = (Lxa) NG+ a A Lxf,

4. W dzialaniu na formy prawdziwy jest wzor Lx = 1(X)d+ di(X).

Pozostaje sprawdzenie jak pochodna Liego dziata na pola wektorowe.

Definicja 22
1
LxY = %E)% n (To—(Y(e(q)) — Y(q)) -
Zgodnie z definicja transportujemy warto$é¢ pola Y z punktu ¢;(¢) do punktu ¢. Tym razem

musimy uzy¢ odwzorowania stycznego Top_,. Powstalg krzywa jest krzywa w przestrzeni wek-
torowej T,M. Warto$¢ pochodnej Liego to wektor styczny do tej krzywej.

Fakt 13
LxY =[X)Y]

Dowéd:

(ExY)f =i+ (To_ (Y (gela)f ~ Y (0)f) =

lim © (To_o (Y (ee(@)f — Y(@e@))f + Y (@) f — Y(@)f) =

t—0 ¢

Fragment zaznaczony na czerwono to

lim © (V(u(0))f — Y(@)f) = X (V)

t—0 ¢

Fragment zaznaczony na niebiesko to

fooi—f

t—0 ¢ t

fim L (T (Y (@) — Y (@@ ) = lim Y (0(0)) ( ) — v(xf)

Ostatecznie
LxY[f=XY[)-Y(X[)=[XY]|f

Z dowolnosci f wynika teza.l

Wartos¢ pochodnej Liego zalezy w sposob bardzo istotny od pola wektorowego wzdtuz
ktorego rozniczkujemy. Zaleznosé ta jest powazniejsza niz tylko zaleznosé od kierunku i wartosci
pola w danym punkcie ¢, ale w ogéle od tego jakie jest pole w otoczeniu ¢. Zeby sie o tym
przekona¢ wystarczy poréwna¢ Lx z Lrx dla gtadkiej funkcji f. Do tej pory mnozyliSmy przez
funkcje tylko argument pochodnej. Dla pola wektorowego Y otrzymaliSmy

Lx(Y) = (X, fY] = [IX.Y] + (X))Y = [LxY + (Lx /)Y (21)
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a dla formy «
Lx(fa)=(Lxfla+ fLxa (22)

Oba wzory (21) i (22) nazywalidmy regulq Leibniza. Teraz sprawdzmy co sie dzieje jesli to pole
X pomnozymy przez funkcje. Najpierw pochodna Liego pola wektorowego

LoxY = [[X.Y] = [IX.Y] = (Y])X = [LxY - (d].Y)X (23)
potem pochodna formy

Lixa=1(fX)da+de(fX)a) = fo(X)da +d(fo(X)a) =

= fuX)da+df N(X)a+ fdi(X)a = fLxa+df AN(X)a (24)

W obu wzorach (23) i (24) pojawia sie rézniczka funkcji f, co wskazuje na zaleznosé od wartosci
pola w otoczeniu ¢, a nie jedynie w punkcie q. Na rozmaitosci bez dodatkowej struktury jest to
nieuniknione.

6.2 Pochodna kowariantna na powierzchniach zanurzonych

W tym rozdziale zajmiemy sie drugim sposobem na poréwnywanie wartosci pél tensorowych
w roznych punktach na rozmaitodci, tzn. wprowadzimy jaki$ rodzaj zwigzku miedzy przestrze-
niami stycznymi w réznych punktach. Nie oznacza to jednak globalnej trywializacji, czyli utoz-
samienia przestrzeni stycznej w kazdym punkcie z jedng wybrana przestrzenig wektorowa. To
sie moze w ogoble nie da¢ zrobi¢. Nawet dla tak nieskomplikowanych powierzchni jak sfera dwu-
wymiarowa, globalna trywializacja wigzki stycznej nie istnieje. Dla innych rozmaitosci globalne
trywializacja moga istnie¢, ale zadna z nich moze nie by¢ wyrézniona. Rozwazania zaczniemy od
wprowadzenia odpowiedniej struktury na powierzchniach zanurzonych. W nastepnym rozdziale
podejdziemy do sprawy znacznie bardziej ogolnie.

Zauwazmy, ze wigzka styczna do przestrzeni afinicznej jest trywialna: TA = A x V jesli
V' jest modelowa przestrzenia wektorowa dla przetrzeni afinicznej A. Na przestrzeni afinicznej
mamy takze wyrdzniong klase uktadéw wspotrzednych — tzw. afiniczne uktady wspotrzednych.
Latwo sprawdzi¢, ze rézniczkowanie funkcji, p6l wektorowych czy ogdlniejszych pél tensorowych
zapisanych w uktadzie wspotrzednych nalezacym do tej wyréznionej klasy ma charakter geome-
tryczny, tzn. nie zalezy od tego w jakich wspotrzednych afinicznych rézniczkowanie przeprowa-
dzilismy. Wtasnos¢ ta nie przenosi sie jednak na powierzchnie zanurzone. Powdd jest oczywisty
- wynik rézniczkowania nie musi wcale nalezeé¢ do przestrzeni stycznej do powierzchni. Istotnie:
zalézmy, ze powierzchnia Ziemi jest sferg dwuwymiarows zanurzong w R3. Podréznik wedruje
wzdtuz réwnika. Jego predkosé reprezentowana jest w kazdym punkcie przez wektor styczny do
réwnika. Predkosci w réznych punktach réwnika sg elementami R3, tworzg wiec krzywa w R3.
Wektor styczny do tej krzywej (pochodna po czasie w ustalonym punkcie ¢) moze by¢ rozumia-
ny jako przyspieszenie por6znika. Wektor ten nie bedzie jednak styczny do Ziemi w punkcie
w ktérym podréznik byt w czasie t. Majac do dyspozycji iloczyn skalarny indukowany z R3,
mozemy nawet powiedzie¢ jaka cze$¢ przyspieszenia ,odpowiada” za pozostawanie podroznika
na powierzchni Ziemi (czesé normalna do sfery) a jaka za zmiane wartosci predkosci wzdtuz
réwnika (czesé styczna). Jesli dtugo$é predkosci podréznika wzdtuz rownika pozostaje stata,
cale przyspieszenie bedzie skierowane do srodka sfery.
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W dalszym ciaggu tego rozdziatu zalozymy, ze pracujemy na powierzchni wymiaru k& zanu-
rzonej w afinicznej przestrzeni euklidesowej wymiaru n. Mamy wigc do dyspozycji afiniczng
strukture zewnetrznej przestrzeni wraz z wyrdzniong klasg uktadow wspotrzednych oraz w kaz-
dej przetrzeni stycznej do przestrzeni zewnetrznej mamy iloczyn skalarny. Iloczyn ten jest staty
(tzn. wyraza sie stala macierza) jeli zapisano go w bazie zwiazanej z afinicznym uktadem
wspotrzednych. Jest to temat zaliczany do klasycznej geometrii rozniczkowej. Wszytkie pojecia
ilustrowa¢ bedziemy rachunkami dla gérnej powtoki H hiperboloidy dwupowtokowej zanurzonej
w R3:

H={(z,y,2): 2> —a*—y*=1, 2> 0}.

Poczatkowo uzywadé bedziemy globalnej parametryzacji H:
R? > (a,b) — (a,b,V1+a2+b2) € H

W R? bedziemy korzystaé ze wspoirzednych ortonormalnych (z,y,z). Méwiac o ogdlnej po-
wierzchni M zanurzonej w afinicznej przestrzeni euklidesowej E uzywaé¢ bedziemy parametry-
zacji postaci

RS U S (ut,... ub) — (2 (u),...,2"(u)) € M.

Zalozymy, ze wspotrzedne (2!, . .., 2") w E sa ortonormalne. Wektory styczne do M zapisywaé
mozna w bazie (Oy1,...,0,x) wektorow stycznych do M ale takze w bazie zewnetrznej prze-
strzeni (Op1,...,0.n). W szczegdlnosci przestrzen styczna do ‘H w punkcie ¢ o wspétrzednych
(a,b) rozpieta jest przez

a b
0y =0y + ——---20, Oh=0,+ —-----—0,
V1+a®+0? T T+ 2+ R
Ogolnie
" Ox®
a i — 7.89304.
“ g::l out

Zauwazmy najpierw, ze iloczyn skalarny mozna obcigé¢ do powierzchni M. Mowiac precyzyj-
niej, przestrzen styczna T,M w kazdym punkcie powierzchni jest podprzestrzenig w T, ~ V,
wobec tego iloczyn skalarny na E mozna obcia¢ do kazdej przestrzeni stycznej.

Definicja 23 Pierwszq formag podstawowaq na M nazywamy obciecie iloczynu skalarnego z TE
do TM.

Iloczyn skalarny na TE ~ E x V jest staly, tzn nie zalezy od punktu w E, natomiast
obciecie zalezy od punktu, bo podprzestrzen T,M zalezy od punktu. Macierz pierwszej formy
podstawowej we wspolrzednych otrzymamy liczgc iloczyny skalarne wektorow bazowych g;; =

(Ouil, Oyi). W naszym przyktadzie we wspotrzednych (a,b) otrzymujemy
a2 h2 ab
0a)0) =14+ ————, (D]0y) =14+ ———=, (0u|O) = ——F—
Guld) =14 e O =14 e Q%) = 757
g] = 1 1+ 2a% + b? ab
R 2 ab 1+a?+2W
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Uzywajac notacji tensorowej napisaliby$my

g (14 20* +b*)da ® da + ab(da @ db+ db ® da) + (1 + a® + 26*)db @ db| .

T 1t a4 b2
Jak juz wspomnieliSmy pola wektorowe na E mozna rézniczkowaé w kierunku wektoréw stycz-
nych do FE ,po wspétrzednych”, uzywajac globalnego afinicznego uktadu wspotrzednych. Na
przyktad, jeSli Y = Y*(2)0pa i T,E 5 v = v*0ya, wyznaczy¢ mozemy D,Y wedtug wzoru

oy«
ot _ &)
(DY) Opa = (v 8:105) Opa .

Innymi stowy, kazda wspétrzedna pola Y rézniczkujemy oddzielnie. Wynik jest wektorem stycz-
nym do E w punkcie q. Wzér ma sens, mimo ze wyrazony jest we wspotrzednych, poniewaz
uzywamy uktadu wspotrzednych z wyrdznionej klasy oraz wzor zachowuje postaé¢ przy zmianie
wspotrzednych w ramach danej klasy. Sprawdzmy, ze tak rzeczywiscie jest. Wprowadzmy nowe
afiniczne wspolrzedne w E. Nie musza one by¢ ortogonalne, wystarczy, ze sa afiniczne. Zmiana
wspoOtrzednych ma postac

Yo =P+ ABg®

gdzie ¢” sg stale, a macierz A jest macierzg liczbowa. Mamy wéwczas
Y = Y% = APY 0,6 = ZP0,5, v = v"0pa = AP0°0,5 = 10,5,
tzn.
70 = ABy*  wf =A%, Oe = ADD,p.
Zamiana zmiennych w rézniczkowaniu zachodzi w nastepujacy sposéb

4,07 aa::A&ﬂa@&gf) Y

Zielone wyrazenia zastepujemy przez rézniczkowanie po zmiennych x i otrzymujemy

ay"

—

Y e
Jak wida¢, oba niebieskie wyrazenia maja te sama posta¢. Rézniczkowanie mozemy wiec pro-
wadzi¢ w dowolnym afinicznym uktadzie wspotrzednych. Kluczowe jest, ze macierz A jest stata
macierzg liczbowa, wobec tego mozna ja ,wyja¢” spod rozniczkowania.

Na powierzchni M pola wektorowe mozna rézniczkowaé jedynie w kierunku wektoréw stycz-
nych do M. Mozna to robi¢ we wspotrzednych jedynie wtedy, kiedy pola te zapisane sa w bazie
zewnetrznej przestrzeni T,E. Wtedy wektory bazowe pozostajg stalte i nie podlegajg réznicz-
kowaniu. Na hiperboloidzie H mozemy na przyktad zrézniczkowaé pole 0, w kierunku wektora
bedacego wartoscia tego pola w punkcie (a,b):

a

———0.,
V1+a?+b?
0 0 a 1+b2
Dy (8) = —(1)0y + — | ——m o= = [—— 79
94 (0a) 8a() +8a< —1+a2+b2> z ( 1+a2+b23> z

D, = 0, +
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Wektor Dy, (0,) ma sktadowa jedynie w kierunku 0., nie moze wiec by¢ styczny do H. W
ogblnym przypadku powierzchni M zanurzonej w FE najprawdopodobniej takze tak bedzie.
Pochodne pola wektorowego na M w kierunku wektoréw stycznych do M nie beda styczne do M.
W tej sytuacji mozemy skorzystac z iloczynu skalarnego w T;, E' i roztozy¢ wynik rézniczkowania
na czesé w T,M i czeé¢ w (T, M)*. Piszemy wigc

D,X = (D,X)l + (D, X)*.
Czes¢ nalezacg do T,M oznaczamy V,.X, tzn
VX = D,X — (D, X)* (25)

i nazywamy pochodna kowariantng pola X w kierunku wektora stycznego v.

Policzmy Vy,0, w naszym przyktadzie. W rachunkach przyda nam si¢ znajomos¢ pola N
normalnego do powierzchni H. Pole to spelnia¢ musi warunki (9,|N) = 0, (0,|N) = 0, (N|N) =
1. Wyznaczaja one N z doktadnodcig do znaku. Stosowne rachunki wskazuja, ze jako N mozna

wzigé
1 ——

T 14 202 + 202
Wyznaczamy teraz pochodna kowariantna:
1+ b

Vo,04 = Dy, 0y — (N’Daaaa)N =...= (1 NPT b2)(1 92 1+ 2b2) (aaa + bab).

Fakt 14 Operacja zdefiniowana wzorem (25) ma nastepujace wltasnosci:
1. Vi) X =V, X +V, X
2. VauX = AV, X
3. Vo(X+Y)=V,X+V,Y
4. Vo(fX) = ()X + f(g) VX
dla v,w € T,M, pol wektorowych X Y na M oraz gladkiej funkcji f na M.

Punkty (1) i (2) oznaczaja, ze pochodna kowariantna jest liniowa ze wzgledu na kierunek
rozniczkowania, punkty (3) i (4) oznaczaja, ze pochodna kowariantna jest rézniczkowaniem
algebry pol wektorowych o wartosciach w przestrzeni stycznej T, M.

Dowdéd: Punkty (1)-(3) sa oczywiste. Sprawdzenia wymaga jedynie punkt (4). Korzystajac z
definicji pochodnej kowariantnej liczymy

Vo (fX) = D,(fX)' = [(f) (@)X (a) + f(9) D X] = (vf) ()X (a) = f(a) V. X.
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Pochodna kowariantng zdefiniowaliémy jako dzialajaca na polach wektorowych. Mozemy
jednak rozszerzy¢ ja takze na pola kowektorowe a takze na dowolne pola tensorowe. Do de-
finicji pochodnej kowariantnej jednoformy potrzebujemy rozktadu przestrzeni kostycznej T, F
odpowiadajacego rozkladowi T,E = T,M & (T,M)*

TE=T:M e (T,M)°

Dla kowektora a € T_FE uzyjemy notacji all dla sktadowej w T*M i ot dla sktadowej w
(T,M)°. Pochodng kowariantng w dziataniu na formy zdefiniujemy zadajac, zeby zachodzita
reguta Leibniza:

Dy,(a, X) = (V,a, X) + (o, V, X).
Prowadzimy nastepujace rachunki
D, X) = (Dyat, X) + (o, D,X) = (Do), X) 4+ {(Dya) ", X) + e, (D X)) 4 (e, (D, X)) =
Wyrazy zaznaczone na niebiesko znikajg z oczywistych powodow, otrzymujemy wiec
= (Dy), X) + (e, (D, X))

Ostatecznie
V,a = (Dya)l = Dya — (Dya)* (26)

Uzywajac reguty Leibniza mozemy rozszerzy¢ pochodng kowariantng na dowolne obiek-
ty tensorowe. Jako ¢wiczenie zrézniczkujmy kowariantnie pierwsza forme podstawows na po-
wierzchni M. Zgodnie z reguta Leibniza zachodzi¢ powinna nastepujaca réwnosé

V, (9(X,Y)) = (Vug) (X,Y) + g(V, X, Y) + g(X, V,Y),

zatem

(va) (X7 Y) = Vv (g(X, Y)) - g(vaa Y) - g(X7 V’UY> (27)

Cze$¢ zaznaczona na niebiesko jest funkcjg, zatem rozniczkowanie kowariantne i rézniczko-
wanie ,zwykle” w kierunku wektora powinno dawaé ten sam rezultat, tzn V, (¢(X,Y)) =
D, (g(X,Y)). Rézniczkowanie ,zwykle” mozemy przeprowadzaé w zewnetrznej przestrzeni E:

Dy (9(X,Y)) = Dy (§(X,Y)) = (Dug)(X,Y) + §(DuX,Y) + (X, DY) =

czerwony sktadnik znika, gdyz iloczyn skalarny w zewnetrznej przetrzeni jest staty. W pozosta-
tych sktadnikach uzywamy rozktadu na pochodng kowariantng i cze$¢ prostopadta

= (D X)" 4+ Vo, X, Y) + §(X, (DY) + V,Y) =
9(DX)EY) + §(V, X, Y) + §(X, (D,Y)) + §(X,V,Y) =

Sktadniki niebieskie znikaja, bo mnozymy skalarnie wektory prostopadte so siebie. W pozosta-
tych sktadnikach mozna opusci¢ znak tyldy, gdyz oba argumenty iloczynu skalarnego sa styczne
do M. Ostatecznie otrzymujemy

V, (9(X,Y)) =D, (9(X,Y)) = g(V,X,Y) + g(X,V,Y) (28)
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Wstawiamy (28) do (27) otrzymujac
(V,g) (X,Y) =g(V,X,Y)+9(X,V,Y) —g(V,X,Y) — g(X,V,Y) =0.
W powyzszych rozwazaniach X i Y sa dowolnymi polami wektorowymi na M, zatem
V.9 =0.

Pochodna pierwszej formy podstawowej (czyli tensora metrycznego) na powierzchni zanurzonej
M jest réwna zero. Jest to wlasnos¢, ktora powrdci w nieco innym, ogdlniejszym kontekscie -
warto jg zapametac.

Naszym kolejnym zadaniem jest wyrazenie pochodnej kowariantnej pola wektorowego (ko-
wektorowego 1 innych) we wspétrzednych wewetrznych na powierzchni M. Wezmy wiec

Y =Y u)dy + -+ Y*(w)0,n, v=0"01 + - + V0.
W ponizszych rachunkach sumujemy po powtarzajacych sie indeksach

V., Y =V, (Y’(u)@uz> =V, (Y%u)) O + Y (u(q))V, (i) =
ou’
Whpéhrzednosciowa tres¢ pochodnej kowariantnej tkwi w zaznaczonym na czerwono sktadniku.

Wektor Vp 0, rozktadamy w bazie wspolrzednosciowej, wpotezynniki tradycyjnie oznaczajac
Tt
Ji

aui + iji(u(q))vf)uj (aM)

Vauj Oui = Fé-iauz.

Funkcje F;k zdefiniowane w dziedzinie uktadu wspotrzednych nazywaja sie symbolami Christof-
fela. Wyrazenie we wspotrzednych dla pola wektorowego przyjmuje wiec postac
' Y? il
V.Y = (v'=— + T%0'Y") 0y (29)
ou’
Wyprowadzimy odpowiedni wzér dla jednoform rézniczkowych. Niech a oznacza forme a Y
pole wektorowe. Z rownosci

V,((,Y)) =(V,a,Y) + (o, V,,)Y)
wynika we wspotrzednych
; 0 , N o
o oy = (Tuany + oy (G4 Ty
Przeksztatcamy lewa strone zgodnie z reguty Leibniza

j oY
= (Vo) Y+ ajv' -

out

[0y i oY
va—uZ(Yj)—i-lrozj%

Czerwone sktadniki sie upraszczaja. Wyznaczajac wyraz zawierajacy pochodng kowariantng
formy otrzymujemy

+ I‘glvinaj.

;0a

(Vo) Y =w i

(Y9) = Tu'Ya;.

95



Pole wektorowe Y jest catkowicie dowolne, zatem

(Vya) = (v (?;;J S ozj> du'. (30)

Odpowiednie wzory dla bardziej skomplikowanych tensoréw czytelnik moze wyprowadzi¢ sa-
modzielnie. Obowiazuje ogdlna zasada moéwiaca, ze kazdy dolny indeks generuje sktadnik ze
wspotczynnikami Christoffela z minusem a kazdy gorny indeks z plusem. Na przyktad dla
¢5,0y ® du? @ du! otrzymamy

, 8

Fakt 15 Wspolczynniki Christoffela na powierzchni zanurzonej w przestrzeni euklidesowej sg
symetryczne ze wzgledu na dolne indeksy, tzn

Il =Ty
Dowéd: Wezmy dwa pola wektorowe X i Y na powierzchni M i policzmy VxY — Vy X:

VxY —VyX = DxY — (DxY) — Dy X — (DyX)* =
(DxY — DyX) — (DxY — DyX)* = [X,Y] - [X,Y]*
Pola X 1Y sa styczne do M, zatem [X, Y] tez jest styczne do M, czesé prostopadia tego pola

znika. Mamy wiec
VxY = VyX = [X,Y].

WeZmy teraz X = 0, oraz Y = 0,5, wowczas oczywiscie [X, Y] = 0 1 mozemy zapisac
0= Vauiauj - Vauj Oui = (FflL] - Féz)aul
Ostatecznie
! 1
r,—T,=0
O
Powréémy na chwile do przyktadu hiperboloidy H ze wspétrzednymi (a, b). Policzylismy juz
wezesniej Vi, 0,, tzn znamy wspotezynniki I'?, oraz I'?,
a(1+ b?) b b(1 + b?)

re = L., = .
W (14 2a2 +202) (1 + a? + b?)’ “ (14 2a? +20%) (1 + a? + b?)

Parametryzacja jest symetryczna, zatem zapewne

b(1+ a?) " a(l+ a?)

Y = Iy, = :
(14 202 + 202)(1 + a2 + b2)’ (14 2a2 + 202)(1 + a2 + b?)

Rachunek wyznaczajacy wyrazenia I'% = I'¢ i I, = I'? trzeba wykonaé¢ oddzielnie. Otrzymu-
jemy
a®b b ab?

Fa = — F = — .
ba (1 + 242+ 2b2)(1 4 a2 + b?)’ ba (1 +2a2 4 2b2)(1 + a2 + b?)
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Jak wida¢ wzory na wspotczynniki Christofela na hiperboloidzie w tych wspotrzednych sa
dos¢ paskudne. Zastanowimy sie wiec, czy mozna znalez¢ jakies lepsze wspotrzedne, w ktorych
beda one prostsze. Zajmiemy sie oczywiscie ogolnym przypadkiem M C E. Zalozymy teraz, ze
pracujemy na powierzchni M wymiaru n — 1 zanurzonej w przestrzeni euklidesowej F wymiaru
n. W takim przypadku, przynajmniej lokalnie mamy do dyspozycji normalne, unormowane pole
wektorowe N na M. Trzeba dokona¢ oczywiscie wyboru sposrod dwdch mozliwosci roznigeych
sie o znak. Na orientowalnej powierzchni pole normalne istnieje globalnie.

Skoro N jest unormowane, mamy (N|N) = 1, zatem

0 = D,(N|N) = 2(D,N|N)

Powyzsza réwnos¢ zachodzi dla dowolnego v € TN oraz dla dowolnego ¢. Skoro D,N L N, to
D,N € T,M. Mamy zatem w kazdym punkcie ¢ odwzorowanie

A, T, — T,M, A,(v)=-D,N.

Jedli powierzchnia M jest orientowalna i gladka, endomorfizmy A, zbieraja si¢ do gtadkiego
odwzorowania A : TM — TM. Odwzorowanie to jest liniowe we witdknach wigzki stycznej
i nazywa sie operatorem Weingartena lub operatorem ksztattu. Definicja zalezy od wyboru
znaku przy N. Jesli powierzchnia jest nieorientowalna, to taki operator istnieje lokalnie. Zanim
zaczniemy bada¢ wlasnosci operatora Weingartena, wyznaczmy go w naszym przyktadzie na
hiperboloidzie. Nalezy policzy¢ zatem A,(0,) = —Da, N 1 A,(0y) = —Dy, N pamietajac, ze

1

N = (—ady — b9, + V1+a® + %) .
V14 2a? + 2b?

Po do$¢ nieprzyjemnych rachunkach otrzymamy, w bazie (9,, 0p)

A=

1 (1+20%)  —2ab
JitoaZ rape | —2ab (14207

Prawdziwy jest nastepujacy fakt

Fakt 16 Operator ksztaltu jest samosprzezony, tzn. g(A(v),w) = g(v, A(w)) dla dowolnych
v,w e TM, Ty (v) = Tpr(w).

Dowéd: Wezmy dwa dowolne pola wektorowe X i Y na M speliajace warunek X (q) = v,
Y (q) = w. Wiadomo, ze g(X, N) = 0 = g(Y, N), podobnie Dy (g(X,N)) =0 = Dx(g(Y,N)).
Mamy wiec
0= Dy(9(X,N)) = Dx(g(Y,N)) = g(Dy X, N) + g(X, Dy N) = g(DxY,N) — g(Y, DxN) =
gDy X — DxY,N) — g(X, A(Y)) + g(Y, A(X)) =
g([Y. X], N) = (X, A(Y)) + g(Y, A(X))

Niebieski sktadnik znika, bo [Y, X| jest polem na M, a N jest normalny. Mozna takze opuscié
znaki tyldy w pozostatych sktadnikach bo oba argumenty naleza do T'M. OtrzymaliSmy wiec
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co pokazuje, ze A jest samosprzezony. [J
Operator samosprzezony odpowiada, jak wiadomo, pewnej formie dwuliniowej symetryczne;j.
Forma b utworzona z operatora A nazywa sie druga forma podstawowa na powierzchni M

b:TM x)y TM — R, b(v,w) = g(A(v), w). (31)

Skoro A jest operatorem samosprzezonym, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia spektralne-
go, ktore méwi, ze A jest diagonalizowalny, ma rzeczywiste wartosci wlasne oraz istnieje baza
ztozona z ortogonalnych (ortonormalnych) wektoréw wlasnych. Wartosci wtasne operatora A
nazywaja sie krzywiznami gtéownymi, a wektory wlasne wyznaczaja kierunki gtowne na po-
wierzchni. Wyznaczmy krzywizny gtowne i kierunki gtéwne na powierzchni H.

Dla utatwienia rachunkéw oznaczmy r = v/1 4 2a? + 2b2. Wyznaczamy wielomian charak-
terystyczny operatora A:

14262 A —2ab 1 1+ T‘Q
wa(A) =det(A — A1) = T3—273ab 1+%a53_>\ T AT T 3 A+ N

Wielomian charakterystyczny ma dwa rézne pierwiastki — krzywizny gléwne powierzchni w
punkcie (a, b). Sa to
1 1 1

1
kl(a, b) = ng = 7 T 2a2 T 2b237 kZ(a;b> = ; = 1 + 2@2 + 2b2

Poza punktem a = 01 b = 0 w ktérym operator ksztattu jest identycznosciowy, kierunki gtéwne
wyznaczone sa przez pola wektorowe

2, 32
a“+b
Vi(a,b) = ad, + b0, = ad, + b0, + ————=0., Va(a,b) = b0, — ad, = b0, — ad,.
1(a,b) = ad, + b0, a+y+1—{—a2+b2 2(a, b) a0p gy
Obrazy krzywych catkowych pol reprezentujacych kierunki gtéwne nazywa si¢ liniami krzywi-
znowymi. Na powierzchni H linie krzywiznowe to krzywe tworzace powierzchnie obrotows jaka
jest 'H oraz poziome okregi lezace w ‘H. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 9 Jezeli w punkcie ¢ € M wszystkie krzywizny gltowne sqg rozne, to w otoczeniu
tego punktu istnieje uktad wspotrzednych taki, ze linie krzywiznowe sq liniami wspotrzednych.

Na powierzchni ‘H stosowna parametryzacja moze wyglada¢ na przyktad tak:
(p,t) — (cos @sinht,sin ¢ sinht, cosht)

Czytelnikowi pozostawiamy wyznaczenie N, A, I' w tych wspolrzednych. Dla N powinnismy
otrzymac

1
N(p,t) = —=—=== (sinht cos p0, + sinh ¢ sin pdy — cosh t0z)
cosh 2¢

Wyktad na temat powierzchni zanurzonych zakonczymy wprowadzajac pojecie krzywizny
Gaussa. W tym celu ustalamy n = 3, k£ = 2, tzn rozwazamy dwuwymiarowe powierzchnie w
tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, moze byé R3.
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Definicja 24 Odwzorowaniem Gaussa nazywamy przyporzqdkowanie punktowi ¢ € M punktu
na sferze S?* C R?® danego przez N(q). Odworowanie Gaussa oznaczymy n:

n:M>qr— N(q) € 5?

Przedstawimy teraz geometryczna idee odwzorowania Gaussa nie dbajac nadmiernie o szcze-
goty techniczne: Niech O bedzie oticzeniem punktu ¢ € M na tyle regularnym, aby dato sie
policzy¢ jego pole powierzchni vol(O). Wyznaczamy takze pole powierzchni obrazu n(Q) na
S%. Moze si¢ oczywicie zdarzy¢, ze n(0) bedzie raczej chudy, wtedy jego pole jest 0. Z doktad-
nosciag do znaku krzywizna Gaussa w punkcie ¢ jest granica ilorazu vol(n(Q))/vol(O) gdy O
zmniejsza si¢ do punktu g. Oczywiscie nie bardzo wiadomo co to znaczy, ze otoczenie ,zmniej-
sza sie do punktu”, ale intuicyjnie wiadomo o co chodzi. Jesli na matym otoczeniu punktu ¢
kierunek wiektora stycznego bardo sie zmienia, to krzywiszna jest duza, jesli pozstaje niemal
stalty — to mata. Jesti powierzchnia jest ptaska, krzywizna jest réwna 0. Od intuicli przejdzmy
do formalnej definicji.

Niech vol(v, w) oznacza pole powierzchni réwnolegtoboku rozpietego na liniowo niezaleznych
wektorach v, w € T,M. Krzywizna Gaussa w punkcie ¢ zdefiniowana jest wzorem

vol(Tn(v), Tn(w))

vol (v, w)

K(q) = sgn det(T,n)

Uzycie wyznacznika det(T,n) moze si¢ na pierwszy rzut oka wydac¢ watpliwe, gdyz T,n dziata
z TyM do Tp)S?. Jednak zaréwno M jak i S? sy dwuwymiarowymi podrozmaitosciami w
R3, ich praestrzeni estyczne w ¢ i n(q) odpowiednio sa dwuwymiarowymi podprzestrzeniami
wektorowymi w R? prostopadtymi do N(gq), wigc moga by¢ naturalnie utozsamione. Wiadomo

takze, ze
g L9000 Vol
wl(v’w)_<dt[g(v,w) g(w,w)]) = | det Q]y/det g,

gdzie ¢ jest macierza, ktorej kolumny sg wektorami v i w zapisanymi w wtybranej bazie a g
macierza iloczynu skalarnego w tej samej bazie. Uzywajac tej samej bazy liczymy

vol(Tn(v), Tn(w)) = |detT,N|| det Q|\/det g

Ostatecznie et Tonlld q
t t )]/ det
K, = sgn det(an)| et Tynl] det Q]v/det g = det Tyn.
| det Q|+/det g
Zauwazmy, ze T,N = —A,, zatem det T,n = det A, = kiky. Okazuje sie wiege, ze krzywi-

zna Gaussa jest lioczynem krzywizn gtéwnych. Latwo sprawdzié, ze krzywizna Gaussa sfery o
promieniu R jest rOwna 1% a krzywizna ,naszej” hiperboloidy to }4

Definicja krzywizny Gaussa na pierwszy rzut oka zalezy od zanurzenia powierzchni w R3,
okazuje sie jednak, ze jest to wielko$¢ catkowicie wewnetrzna. Méwi o tym twierdzenie Gaussa

zwane wspaniatym (Theorema Egregium)
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7 Koneksja liniowa w wigzce wektorowej

7.1 Dystrybucje na rozmaitosci

Wyktad piaty poswiecony bedzie pojeciu catkowalnosci dystrybucji oraz fundamentalnemu dal
tego zagadnienia twierdzeniu Frobeniusa. Przy okazji postanowitam sprawdzi¢ kim byt autor
twierdzenia. Oto on: Ferdinand Georg Frobenius (ur. 26 pazdziernika 1849 w Berlinie Charlot-
tenburgu, zm. 3 sierpnia 1917 w Berlinie), matematyk niemiecki. Przypomnijmy podstawowe

ﬂ'ﬂﬁﬁ'{lui?';.. eliass
Rys. 37: F.G. Frobenius

pojecie

Definicja 25 Dystrybucjg wymiaru k na rozmaitosci M wymiaru n nazywamy podzbiér D
wigzki stycznej TM taki, ze dla kazdego x € M zbior D, = T, M ND jest k-wymiarowa podprze-
strzenig wektorowa w T, M. Dystrybucja jest rézniczkowalna, jesli dla kazdego punktu x istnieje
otoczenie U i k poél wektorowych X, ..., Xy takich, ze dlay e U D, = (X1(y), ..., Xi(y)).

Szczegbdlnym przypadkiem dystrybucji jest dystrybucja jednowymiarowa rozpieta przez jedno
nieznikajace pole wektorowe. W takim przypadku wiadomo, ze w otoczeniu kazdego punktu
rozmaitos¢ M ,utkana” jest z jednowymiarowych podrozmaitosci majacych te whasnosé, ze
dystrybucja jest do nich styczna. Te podrozmaitosci to obrazy krzywych catkowych pola. Prze-
chodzac od pola wektorowego do dystrybucji gubimy po prostu informacje o parametryzacji
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krzywych catkowych. Interesowato nas bedzie, czy dystrybucje wymiaru k£ > 1 takze zwigzane
sg z rodzing podrozmaitosci do ktorych wektory z dystrybucji sa styczne. Doprecyzujmy:

Definicja 26 Podrozmaitoscig catkowg dystrybucji D nazywamy taka podrozmaitos¢ N C
M, ze dla kazdego x € N przestrzen styczna T,N jest podprzestrzenic w D,. Méwimy, ze
dystrybucja D jest zupelnie catkowalna, jezeli przez kazdy punkt x € M przechodzi doktadnie
jedna podrozmaitos¢ catkowa wymiaru k réwnego wymiarowi dystrybucji.

Zanim przejdziemy do sformutowania i udowodnienia twierdzenia przyrzyjmy sie przyktadowi,
ktory pomoze lepiej zrozumieé¢ kwestie catkowalnosci dystrybucji.

Przyktad 20 Niech M = R3. Rozwazmy dwuwymiarowa dystrybucje D rozpieta przez
Xi(z,y,2) = 0y + 20,, Xo(z,y,2) = 0, + 2°0..

Bez watpliwosci podrozmaitoscia catkowa wymiaru 2 jest ptaszezyzna {z = 0}. Gdyby dystry-
bucja ta byta zupetnie catkowalna, powinnismy by¢ w stanie znalez¢ dwuwymiarowe podrozma-
itodci catkowe przechodzace przez inne punkty. Sprawdzmy punkt a = (0,0, 1). Oczywiscie jesli
taka podrozmaitos¢ istnieje, to naleza do niej krzywe catkowe pdl X; i Xy przechodzace przez
punkt a. Nawet wiecej - takg rozmaitos¢ mozna znalez¢, przynajmniej w otoczeniu a, postepujac
wedltug nastepujacego planu: z punktu a wypuszczamy krzywa catkows t — ¢} (a) dla pola X7,
a nastepnie z kazdego punktu v; wypuszczamy krzywe catkowe pola X, tzn. s — (¢} (a)).
W ten sposoéb odwzorowanie

(s,t) — i(pi(a)) e M

powinno by¢ lokalng parametryzacja podrozmaitosci catkowej naszej dystrybucji w otoczeniu a.
Trzeba jeszcze tylko sprawdzié, czy rzeczywiscie w punktach innych od a przestrzen styczna do
powstatej powierzchni jest réwna dystrybucji. Plan niezty, pora na realizacje. Krzywa catkowa
pola X; przechodzaca przez a to

t— @%(a) = (t,0,¢").

Powstata ona jako rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych

T =1
y=0
2=z

z warunkiem poczatkowym x(0) = 0, y(0) = 0, 2(0) = 1. Drugie pole wektorowe jest réwno-
wazne uktadowi réwnan

r=1
y=0
2 =22

Rozwiazanie zapiszemy w parametrze s z warunkiem poczatkowym dla s = 0 réwnym ¢} (a).
Otrzymamy parametryzacje dwuwymiarowej powierzchni (nazwijmy ja N):

1

et — s

(s,1) — (L, s,

).
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Powierzchnie te mozna tez opisa¢ rownaniem

z =

1
e —y
Ze wzgledu na to, ze pole X, jest niezupelne, dziedzina jest ograniczona ze wzgledu na y,
jednak mozemy podstawi¢ np x = 1/2, y = 1/2 i otrzymamy z = m = é Oznaczmy
punkt (1/2,1/2,1/a) przez b. Sprawdzmy, czy przestrzen styczna do powierzchni N w punkcie
b i podprzestrzen D, jest jednakowa. W punkcie b mamy

1 0
Dy={(| O , 1 )
1/« 1/a?

zas przestrzen styczna do naszej powierzchni to

1 0
TN = ( 0 1 ).
(1/a?)e"1/? 1/a?

Latwo stwierdzi¢, ze T,N + D, = R3, zatem T,N # D,. Powierzchnia N nie jest podrozma-
itoécia catkowg D. Dlaczego tak nam wyszto? Plan byt przeciez dobry! Podazajac za planem
postuzylismy si¢ najpierw polem X; do wyprodukowania krzywej catkowej, a potem polem Xs.
A co by byto, gdyby uzy¢ tych pol odwrotnie? Gdyby dystrybucja byta catkowalna powinnismy
dostaé¢ te samag podrozmaito$¢ catkowa. A co wychodzi naprawde? Startujac z X, a potem
podazajac wzdhuz X, otrzymujemy powierzchnie M dang réwniem

Na obrazku (Fig.??) widaé, ze jakkolwiek obie powierzchnie zawieraja a (wspdlny punkt po
lewej), to jednak sa nieco inne. W szczeg6lnosci punkty po prawej stonie obrazka odpowiadaja
wspétrzednym = = 1/2 i y = 1/2. Punkt potozony na powierzchni czerwonej to b.

[ )

Zamiana rolami pol wektorowych w powyzszym przyktadzie doprowadzita do wyproduko-
wania innych  kandydatéow” na powierzchnie catkowe. Rozwazania zawierajace wedrowanie po
krzywych catkowych pél wektorowych w rozmaitej kolejnoéci pojawiaja sie zazwyczaj w kon-
tekscie komutatora pol wektorowych. W tej sytuacji nikogo nie zdziwi, ze twierdzenie dotyczace
catkowalnosci dystrybucji rowniez si¢ do tego komutatora odwotuje:

Twierdzenie 10 (F.G. Frobenius) Dystrybucja D na rozmaitosci M jest zupelnie calko-
walna wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu v € M istnieje otoczenie U i uktad pol
wektorowych Xy, ..., Xy rozpinajgcy te dysytubucje taki, ze dla dowolnego y € U

[Xi7 Xj]<y> = O‘?;(y)Xma

gdzie off sq gladkimi funkcjami na U.
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Rys. 38: Powierzchnie N (czerwona) i M
(niebieska)

Wtasnosé zamknigcia ze wzgledu na nawias Liego nazywana jest inwolutywnos$cig dystrybucji.
Twierdzenie Frobeniusa mozna wiec krotko sformutowaé méwige, ze dystrybucja jest zupelnie
catkowalna wtedy i tylko wtedy gdy jest inwolutywna. Pozostaje przyjrze¢ si¢ dowodowi twier-
dzenia. Prezentuje go w postaci zaczerpnigtej z publikacji Alberta T Lundell’a “A Short Proof
of the Frobenius Theorem” Proc. Amer. Math. Soc. vol. 116, No 4 (1992).

Dowdéd: Dowodzi¢ bedziemy jedynie, ze z inwolutywno$ci wynika catkowalnosé. Twierdzenie
odwrotne jest oczywiste. Wezmy wiec dowolny uktad pdol Y7, ... Y} rozpinajacy D i zapiszmy go
w uktadzie wspotrzednych (y*)™,. Dysponujemy zatem ukltadem funkcji gtadkich a;'- okreslonych
na zbiorze U takich, ze

E/j = aé-ﬁyi.

Pola Y; rozpinaja D w kazdym punkcie U, w szczegdlnosci sg wige liniowo niezalezne. Macierz o
wyrazach aé- jest wiec maksymalnego rzedu (k) w kazdym punkcie U. Przestawiajac ewentualnie
kolejnos$¢ wspotrzednych zadbamy, aby nieznikajacym minorem tej macierzy byt ten zaznaczony
na Czerwono:

1 2 k k+1 n
a; ajy ... aj a’l€ o aj
1 2 k + n
0/2 (112 . e (12 a2 c a2
1 2 k k+1 n

Czerwong podmacierz oznaczmy A. Ma ona nieosobliwy wyznacznik, wiec A~! istnieje. Zdefi-
niujmy pola wektorowe X; wzorem

Xi = (A™)y;.

Pola te rozpinaja D oraz sa postaci
Xi=0,; +b0,, i=1...k j=k+1.. .n

Uktad pdl (X;) jest lepszy niz (Y;), bo pola te nie tylko stanowia inwolutywny uktad ale wrecz
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(X, X;] = 0. Sprawdzmy:

[XZ‘, XJ] - [81 + b?@yp, ayj + b;ayr] -
[ayiv ayﬂ'] + [b?ﬁyp, ayj] + [ay’# bgayr] + [bgaypa ;ayr] =
- ayj (bf)ayp + ayi(bg')ayr + b‘?ayp (bg)ayr - b§3yr (b‘?)ayp

Poniewaz p i r przebiegaja wartosci k + 1...n to [X;, X;] € (Opp+1,...,0,n). Z drugiej stro-
ny [X;, X;] € (Xi,...,Xk), a przeciecie obu tych przestrzeni jest trywialne. W dalszym ciagu
pokazemy, ze w takim przypadku istnieje, by¢ moze na nieco mniejszym zbiorze, uktad wspot-
rzednych (z') taki, ze X; = 0,:. Dow6d przeprowadzamy uzywajac indukcji wzgledem k. Dla
k = 1 fakt, iz istnieje uktad wspohrzednych w ktorym pole X jest wspotrzednosciowe jest
tredcig ponizszego lematu:

Lemat 2 Niech Q) bedzie rozmaitoscig rozniczkowqg a X polem wektorowym na Q) takim, Ze
w ustalonym punkcie p € Q X(p) # 0. Istnieje wowczas uktad wspdtrzednych (¢*) w pewnym
otoczeniu p taki, ze X = 0.

Dowéd lematu: Niech dim Q = n Wybierzmy najpierw jakikolwiek uktad wspotrzednych (u?)
w otoczeniu O punktu p taki, ze u‘(p) = 0 oraz w punkcie p X (p) = 9,1. Mape zwiagzana z tym
uktadem wspotrzednych oznaczymy przez U, tzn U : O — R™, U(x) = (u'(x),...,u"(z)). Taki
uktad wspotrzednych zawsze mozna znalezé, na przyktad dokonujac liniowej zamiany zmiennych
w dowolnym poczatkowym uktadzie wspotrzednych. Z polem wektorowym X zwigzana jest
jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw ¢,. Dla pewnego ¢ oraz pewnego otoczenia YV punktu
0 w R"! odwzorowanie o :] — &, e[x W okreslone wzorem

0-<t7 q27 A 7qn> - (pt(U_l(07 q27 A an))

jest dobrze okreslone i gladkie. Pochodna tego odwzorowania w punkcie 0 € R™ jest odwzo-
rowaniem liniowym niezdegenerowanym, gdyz To(9,1) = X(q) = 0,1, ponadto To(0,i) = Oyi.
Wiadomo takze, ze poza punktem 0 zachodzi To(0,1) = X(q). Z twierdzenia o lokalnej odwra-
calnosci wynika, ze istnieje w pewnym otoczeniu & C O punktu p odwzorowanie odwrotne

oS —R",
ktore moze zostaé uzyte jako mapa szukanego uktadu wspotrzednych. Istotnie bowiem
T H)(X) = Ot

w catym otoczeniu S.O]

Powracamy do dowodu indukcyjnego Zatézmy teraz, ze twierdzenie o istnieniu odpowied-
niego uktadu wspotrzednych zachodzi dla k — 1 pél wektorowych i sprawdzmy co dzieje si¢ dla
wymiaru k. Wezmy wiec k — 1 p6l komutujacych X, ..., X i taki uktad wspotrzednych (v°)
dla ktérych X; = 0, dlai = 1...k — 1. Zapiszmy pole X}, w tych wspohrzednych: X, = a’0,.
Nadal obowiazuje [X;, X;] = 0. Zatem dla dowolnego i < k mamy

0= [Xl,Xk] = [8vi,aj8vj] = ((%iaj)avj
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Wspétezynniki d,:a’ znikaja, co oznacza, ze funkcje a/ nie zaleza od pierwszych k — 1 wspol-
rzednych. Niech V' bedzie polem

k-1 n
V = Xk — Zalavi = Zal o
=1 i=k

Pole V zalezy jedynie od wspotrzednych v*, v¥1 ... v". Mozemy wiec dokonaé¢ zamiany wspol-
rzednych (vF,v**1 ... 0") na (2, ... 2") w taki sposéb, aby V = d,x nie zmieniajac jedno-
czeénie pierwszych k — 1 wspétrzednych. Ostatecznie wiec biorgc ,nowe” z dla i > k — 1 oraz
dla i < k 2t = v otrzymujemy uklad wspétrzednych dobry dla dystrybucji rozpietej przez
Xi,... Xp_1,V, ktora jest oczywiscie réwna dystrybucji rozpietej przez Xy, ... Xi_1, Xi. To, ze

i stnieja i jak wygladaja podrozmaitosci catkowe dystrybucji D jest teraz oczywiste. [

7.2 Koneksja liniowa w wigzce wektorowej
Przypomnimy teraz definicje wigzki wektorowe;j.

Definicja 27 Wigzkq wektorowq nazywamy ukiad
(Ev M7 T, ‘/7 (Oa)aeAa 90a>

gdzie E jest rozmaitoScig wymiaru m + n, M jest rozmaitoscig wymiaru m, 7 : £ — M jest
gladkq, surjektywng submersjg, V' jest przestrzenig wektorowqg wymiaru n. Zgdamy ponadto aby
(O.) bylo pokryciem rozmaitosci M a ., dyfeomorfizmem

Va: T HOy) — Of x V,
takim, ze jesli O, N Og # 0 to dla kazdego x € O, N Og odwzorowanie
ppopy' () V—V
jest lintowym 1zomorfizmem.

Na razie mamy do dyspozycji niewiele przyktadéw wiazek wektorowych. Znamy wiazke
styczna, wiazke kostyczna, wiazke trywialng M x V. — M. Wprowadzmy wspoélrzedne na
rozmaito$ci E liniowe we wtoknach nad M. Niech O bedzie dziedzinag uktadu wspotrzednych
() na M. Wybierzemy uktad n lokalnych nieznikajacych cie¢ e, : O — FE takich, ze w kazdym
punkcie x ich wartosci (e,(z)) tworza baze przestrzeni wektorowej E,. Wspolrzedne liniowe w
E, pochodzace od tej bazy wraz ze wspolrzednymi na M tworza uktad wspotrzednych (z°, y®)
okreslony na zbiorze 771(0).

Pomyslmy przez chwile nad wiazka styczna do wiazki wektorowej. Jest to oczywiscie wiazka
wektorowa nad E, 7p : TE — E. Wektor styczny do F zapiszemy jako

&'(v) 5 + 9" (v)

oxt oy’

Uktad wspotrzednych w TE to zestaw funkcji (27, y®, 7, 9°) okredlonych w obszarze 7, (771(0)).
Mamy ponadto drugie rzutowanie T7 : TE — TM. Jadro tego rzutowania jest dystrybucja
wymiaru n sktadajaca si¢ z wektoréow stycznych do wtokiem wiazki 7. Wektory te nazywamy
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pionowymi ze wzgledu na rzutowanie 7. Dystrybucje pionowa oznaczamy VE, a przestrzen
wektoréw pionowych zaczepionych w punkcie e — V. E. Ze wzgledu na to, ze wtokno wiazki 7 jest
przestrzenig wektorowsa, wektory do niego styczne mogg by¢ utozsamione z elementami wtdkna,
V. E ~ E.(, a cala dystrybucja pionowa ma strukture iloczynu kartezjanskiego VE ~ E X E.
Odwzorowanie T dziata nastepujaco

, 0 0 4 0
Tr{z'(v)— + y%(v =2'(v)=—,
(#0040 ) = #0003
zatem wektor pionowy, to taki, ktérego wspotrzedne (i') sa zerowe.
Struktura iloczynu kartezjanskiego w VE ~ E X, E umozliwia zdefiniowanie kanonicznego
pola wektorowego na E zwanego polem Fulera. Wartosci tego pola sa wektorami pionowymi.
Uzywajac utozszamienia wektorow pionowych z elementami wtdkna napisaliby$my

0
oy’

Vie(e) =e, we wspohzednych za§ Vg(z', y*) = ¢*

Okazuje sig, ze pole to ma fundamentalne znaczenie dla struktury wiazki wektorowej. Mozna
powiedziec¢, ze cala struktura wiazki wektorowej jest w nim zakodowana. Na ten temat powiemy
wiecej innym razem, gdyby jegnak ktos musial wiedzie¢ natychmiast to polecam prace Higher
vector bundles and multi-graded symplectic manifolds, J. Grabowski, M. Rotkiewicz, JGP 59,
(2009), 1285-1305.

Wréémy teraz do TE. Jako wiazka styczna jest to wigzka wektorowa nad E. Okazuje sie
jednak, ze takze Tt jest wigzka wektorowa. Mozna dodaé¢ do siebie dwa wektory zaczepione w
réznych punktach ale majace ten sam rzut styczny. Niezbedny jest obrazek (Rys.39).

E

T

M

Tr(v)=T7(w)
Rys. 39: Wiazka TE — TM
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Jesli wektory v i w maja ten sam rzut styczny, to istnieja krzywe -, i 7, reprezentujace te
wektory i majace jednakowe rzuty na M, tzn 7 o, = 7 o 7,. Dla kazdej wartosci parametru
t punkty 7,(t) i 7, (t) sa w tym samym widknie wiazki 7, mozna wiec je dodaé, korzystajac z
wektorowej struktury wtokien, otrzymujac nowa krzywa

Er— ult) + 7 t).

Wektor styczny do tej nowej krzywej jest suma wektorow stycznych do E wzgledem drugiej
struktury wigzki wektorowej. To ,drugie dodawanie” oznaczaé¢ bedziemy . Obejrzyjmy oba
dodawania we wspotrzednych. W TE mamy wspotrzedne pochodzace od wspotrzednych w E:
(2%, %, 7, 9°), czyli wektor styczny napisa¢ mozemy jako

PN, a2 O
V=21 (v)aazi +y (U)ay“
podobnie
i 0 a 9,
W= #w) o+ i)

Jedli v 1 w zaczepione sg w tym samym punkcie to mozemy znalezé v + w w zwyklym sensie,
co mozna napisac

v+w = (' (v) + i (w))

+ (" (v) + 9" (w))

ox? oy’

Jesli za$ v 1 w zaczepione sg w réznych punktach tego samego wlokna E, i maja ten sam rzut

na T, M, czyli i'(v) = i'(w), to mozna je doda¢ w drugim sensie otrzymujac wektor

0

vtw = (x’(v))axl

(07 0) + ()

zaczepiony w punkcie wtokna FE, bedacego suma punktéw zaczepienia wektoréw v i w, czyli

y*(v+w) = y*(v) + y*(w).

Dodawanie zwykte odbywa sie w trzeciej i czwartej wspotrzednej, podczas gdy pierwsza i druga
musza by¢ réwne:

(x,L? ya7 jjl? ya)7
dodawanie w drugim sensie odbywa sie w drugiej i czwartej wspotrzednej, podczas kiedy pierw-
sza 1 trzecia musza by¢ réwne:

(@', v, @', §°).

Definicja 28 Koneksjg w wigzce wektorowe) T nazywamy dystrybucje roziniczkowalng H wy-
miary m na E takq, ze w kazdym punkcie podprzestrzen H. jest dopetniajgca do podprzestrzeni
V.E , tzn

T.E=V.E®H.. (32)

Dystrybucje H nazywamy takze dystrybucjg horyzontalng.
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Koneksje w wigzce 7 mozna reprezentowaé na rézne sposoby. Zamiast méwié o dystrybu-
c¢ji horyzontalnej mozna poda¢ odwzorowanie przyporzadkowujace wektorowi czesé pionowa i
pozioma w rozktadzie wzgledem sumy prostej (59)

TE — VE xz H. (33)

Korzystajac ze struktury iloczynu kartezjanskiego w VE oraz z faktu, ze H,. jest dla kazdego e
izomorficzna (odwzorowanie T7 obciete do H.) z T ()M zapiszemy odwzorowanie

I':TE — Exy Exy TM, T(v) = (r.(v),0", Tr(v)). (34)

Srodkowy sktadnik to czesé¢ pionowa wektora v w rozktadzie danym przez (59). Mozemy wiec
inaczej powiedzie¢, ze koneksja to odwzorowanie I' : TE — E Xy E X3 TM majace nastepu-
jace wlasnosci (a) I jest liniowym izomorfizmem wiazek 7x i pry nad identycznoscia w E, co w
szczegblnosel oznacza, ze prio ' = 75 (b) prsol’ = T7, (¢) I jest identycznoscia na wektorach
pionowych. Zapiszmy I' we wspotrzednych:

F(xz7 ya7 j:]7 yb) = (Al<x7 y7 I“? y‘)? Ba(x7 y7 j:7 y)? Cb<x7 y7 'jj7 y.)7 D]<I7 y7 x‘? y))'
Z warunku (a) wynika, ze A'(z,y,&,9) = 2°, B%(z,y,%,y) = y* natomiast
C(x,y,3,9) = Cj(z,y)a’ + Cylx,y)§".

Warunek (c) daje D?(z,y,%,9y) = 4. Z warunku (b) wynika dodatkowo, ze C®(x,y) = &°.
Odwzorowanie [' przyjmuje wiec postac

D'y, a7, 9°) = (2, v, Colx,y)i + 97, i), (35)

Mowimy, ze koneksja jest liniowa jesli spelniony jest dodatkowy warunek moéwiagcy, ze I' jest
liniowym izomorfizmem wigzek wektorowych T7 i prs. Méwimy, ze jest to warunek zgodno-
sci koneksji ze struktura wiazki wektorowej 7. We wspoélrzednych oznacza to, ze funkcje C’jl-’
sg liniowe ze wzgledu na y“, tzn sy postaci C]l-’(:v,y) = le?a(x)ya. Z powoddéw historycznych
funkcje le?a oznacza sie raczej Fga i nazywa symbolami Christoffela. Sa to funkcje catkowicie
charakteryzujace koneksje liniowa I'.

T(a',y® @, 9") = (2, y*, Th,(x)iy® + 4", i’). (36)

Wspomnielidmy wczesniej, ze struktura wigzki wektorowej 7 zakodowana jest w polu Eulera
VE. Jesli jest to prawda powinniSmy by¢ w stanie wyrazi¢ warunek liniowosci koneksji za
pomocyg tego pola. Okazuje sie, ze jest to mozliwe. Potok pola Vg zapisa¢ mozna wzorem

o () = exp(t)e,

tzn. wyraza si¢ o przez mnozenie wektorow przez liczby. Warunek liniowosci koneksji mozna
zapisaé takze jako Koneksja I" jest liniowa, jesli odpowiadajgca jej dystrybucja horyzontalna jest
zachowywana przez potok pola Fulera. Warunkiem koniecznym wiec jest aby pochodna Liego w
kierunku pola Eulera lokalnych pdl horyzontalnych rozpinajacych te dystrybucje znikata. Wia-
domo ponadto, ze dystrybucja horyzontalna na cigciu zerowym wigzki 7 jest rowna przestrzeni
wektoréw stycznych do cigcia zerowego. Ten warunek wynika z badania granicy lim;_,_ o, Ty (v)
dla wektoréw v € ‘H. Pora na zadanie domowe:
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Zadanie 1 Korzystajac z rachunku na wspohrzednych sprawdzié, ze koneksja w wigzce 7 po-
staci (35) jest liniowa (tzn. jest postaci (36)) jesli
odpowiadajaca jej dystrybucja horyzontalna jest zachowywana przez potok pola Eulera.
Uzy¢ warunku
Ly, X =0, jesli X jest polem horyzontalnym

oraz zbadaé
Jim Te(v) dla veH.

¢

W wiazce wektorowej 7 : E — M z powiazaniem liniowym [' zdefiniowana jest pochodna
kowariantna cig¢ wigzki 7. Niech o : M — E bedzie cigciem 7. Dla v € T,M definiujemy

(Voo)(q) = pra(I'(To(v)))

Wzor wyglada by¢ moze na skomplikowany, ale procedur¢ wyznaczania wartosci pochodnej
ciecia w punkcie ¢ w kierunku wektora v wypowiedzie¢ mozna prosto: wektor v podnosimy do
wektora stycznego do ' w punkcie o(q) przy pomocy odwzorowania To a nastepnie bierzemy
jego cze$¢ pionowa wzgledem powiazania. Czesé pionowa jako styczna do witokna moze by¢é
utozsamiona z elementem wtokna, tzn warto$¢ pochodnej kowariantnej cigcia w punkcie ¢ jest
elementem £,. Majac pole wektorowe X na M mozemy obliczy¢ pochodng cigcia o w kazdym

punkcie otrzymujac nowe cigcie
V X0 M — FE.

Policzmy pochodng kowariantng uzywajac wspoétrzednych. Niech o bedzie dane przez funkcje
o%, tzn

i w koncu

a
do®

(V.0)0) = (G40 + T @) )

Oto podstawowe wlasnosci pochodnej kowariantnej:
Fakt 17 (1) Pochodna kowariantna jest liniowa ze wzgledu na v, tzn.
Vw0 = AV,0, Vyiwo =V,0+ V0, (37)

(2) Pochodna kowariantna jest rézniczkowaniem, tzn, jesli f jest funkcjg na M a o cieciem,
to

Vo(fo) = fV,o+ (vf)o. (38)
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Dziatanie pochodnej kowariantnej na funkcjach zada¢ mozemy wzorem

vvf = Uf (39)

i wtedy wzér (38) przyjmuje postaé
Vo(fo) = fV,o+ (V,f)o.

Dowéd: Wzory (37) wynikaja wprost z definicji pochodnej kowariantnej:
Voiwo = pro(T(To(v+12')) =
odwzorowanie styczne jest odwzorowaniem liniowym, wiec
= pr2(I(To(v) + To(v)) =
I tez jest odwzorowaniem liniowym (uzywamy tu zwyklej liniowosci nad E)

= pro([(To(v)) + T(To (V") = pro(T(To(v))) + pro(T(To (V') = Vo + Vyo.

Wzoru dotyczacego pochodnej wzgledem Av dowodzimy podobnie. We wzorze (38) podnosi-
my wektor do ciecia ¢ pomnozonego przez funkcje f. Potrzebujemy wiec informacji na temat
odwzorowania T(fo):
T(fo)(v) = f(@)To(v) + (vf)(g)a(g)"

gdzie o(q)¥*" jest pionowym podniesieniem elementu o(q) do wektora stycznego do wtékna £,
w punkcie o(g). Ogoélniej, jesli e € E, to e**™ jest wektorem stycznym do krzywej ¢ — e + te.
Jeszcze inaczej mozna powiedzied, ze e'® jest wartoScig pola Eulera punkcie e. Teraz mozemy
policzy¢ V,(fo)

Vy(fo) = pra(D(T(fo)(v)))

= pra(L(f(@)To(v) + (vf)(@)a(a)*"))
= [(@pr2(T(To(v)) + (vf)(@)pr2(T'(a(9)**"))

vert

I' na wektorach pionowych jest identycznoscia, wiec

= [(@pr2(T(To(v) + (vf)(@)o(a) = f(@)Vo + (vf)(g)o(q)

Jesli zatozymy, ze pochodna kowariantna spetia regute Leibniza, mozemy rozszerzy¢ ja na
ciecia dowolnych wiazek tensorowych zwiazanych z E. W szczegdlnosci na ciecia wiazki dualnej
E* — M. Wzér na pochodng kowariantng ciecia o wiazki dualnej wyprowadzimy uzywajac
wspotrzednych. Niech

_ 4a _ a _ za
0 = 0 €gy, a = Q€ V=2

oxi’
gdzie €* to ciecia wiazki E* — M tworzace w kazdym punkcie baze dualna do (e,). Ewaluacja
ciecia a na cieciu o jest funkcjg na M

(o, 0) = a0,
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Zgodnie z zasadami powinno wiec by¢:
v{e, 0) = (Vo 0(q)) + (alq), Vo).

Liczymy uzywajac wspotrzednych

v(a, o) =1 ai (g0®) = i (gijaa> + 3 (aag;l> (40)

(Voar,0(q)) = (Voa), o (41)
b

(0(0). 9.0 = o (G + Tt 42)

Dodajemy (41) do (51) i poréwnujemy z (40)

day, o\ b do® ek
(axz )” ( ax> = (Vea)y o' b { d + Do )

wyznaczamy szukana wielkos¢

(Vya), o = i (gifd’) — T oiFay,

i korzystamy z dowolnosci o

day, . i
oz 0"

a -
— T4 i"a,

(Vv(")b

Koneksja nazywa sie w jezyku polskim takze powigzaniem. Co i z czym powigzanie wig-
ze? Badanie tego, jak zmienia sie pole tensorowe od punktu do punktu na rozmaitiosci bez
zadnej dodatkowej struktury, napotyka na problemy z poréwnywaniem wartosci tych pol w
roznych punktach. Widkno ustalonej wiazki tensorowej nad punktem x € M jest oczywiscie
izomorficzne z tym nad punktem y, ale zaden z mnostwa izomorfizméw nie jest wyrdzniony.
Koneksja umozliwia rézniczkowanie, co oznacza, ze pozwala jakos poréwnywac wartosci pola w
réznych (przynajmniej wystarczajaco bliskich) punktach. Koneksja nie wyrdznia jednak zazwy-
czaj zadnego izomorfizmu miedzy wtoknami, tzn nie powoduje, ze wiazka staje sie trywialna.
Zastanowmy sie co z czym i w jaki sposob jest zwigzane w wigzce wektorowej wyposazonej w
koneksje liniowa. Niech v : I — M bedzie krzywa gtadka w rozmaitosci M. I oznacza odcinek
otwarty zawierajacy [to,t1]. Oznaczmy takze xo = Y(to) i 1 = y(t1). Koneksja pozwala pod-
nosi¢ horyzontalnie wektory styczne do M do wektoréw stycznych do E. Wektory styczne do
krzywej v w kazdym punkcie tej krzywej mozna podnies¢ horyzontalnie do punktéw rozmaitosci
E we wtoknach nad obrazem . W ten sposob dostajemy cos w rodzaju pola wektorowego na F.
Co$ w rodzaju jedynie, poniewaz pole to okreslone jest jedynie na zbiorze 771 (v(I)). Postuzmy
sie wspOtrzednymi (2%, %) w E. Krzywa + dana jest poprzez m funkcji

t— (2'(1)).
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Wektor styczny do tej krzywej zaczepiony w punkcie odpowiadajacym wartosci parametru ¢
moze by¢ zapisany jako

RNC.
T (t)ax-

a jego podniesienie horyzontalne do punktu o wspotrzednych (x%(t), y*) to wektor

o, )

(1)~ D) (0"

Jak wygladaja krzywe w rozmaitosci E lezace nad krzywa I' i takie, ze podniesione wektory
sa do nich styczne? Trzeba rozwiaza¢ uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Krzywa w E
opisana jest przez uktad funkcji

t— (a'(t),y"(1)),
gdzie 2%(t) s dane, bo pochodza od krzywej . Uklad réwnan na funkcje ¢t — y°(t) przyjmuje
postaé '
g = =I5, (x(t)a’ (t)y". (43)

Jest to uktad réwnan liniowych ze wspotezynnikami zaleznymi od czasu. Fakt, ze réwnania sg
liniowe gwarantowany jest przez liniowos$¢ koneksji — liniowa jest zalezno$¢ prawej strony od y®.
Nawet jesli nie zawsze potrafimy taki uktad rownan szybko rozwigzac, to z calg pewnoscig duzo
wiemy o wlasnosciach rozwiazan. Rozwiazanie rownania (43) z warunkiem poczatkowym y§ w
t = to nazywamy podniesieniem horyzontalnym krzywej v do punktu ey = (z},y%). Rozwiaza-
nie zalezy w sposé6b liniowy od warunkoéw poczatkowych, zatem przyporzadkowanie elementom
witokna nad xy wartosci stosownego rozwigzania w ¢t = t; we widknie nad z; jest odwzorowaniem
liniowym. Odwzorowanie to oczywiscie zalezy od bazowej krzywej v. Przy pomocy podniesien
horyzontalnych potrafimy wiec powigzaé¢ ze sobg wtokna w réznych punktach, jednak w spo-
sob zalezny od krzywej po ktorej poruszamy sie na bazie. Naturalne jest w tym przypadku
postawienie nastepujacego pytania: Czy jesli krzywa bazowa jest zamknieta, to jej podniesienie
horyzontalne takze bedzie zamknigte?

7.3 Krzywizna koneksji liniowej

W trakcie poprzedniego wyktadu pojawito sie pytanie czy krzywa zamknieta w rozmaitosci
bazowej M bedzie nadal zamknigta po podniesieniu horyzontalnym do wiazki E. Sprébujemy
teraz zastanowic sie nad tym problemem. Bedziemy uzywaé krzywych, ktore kawatkami sa krzy-
wymi catkowymi pol wektorowych. Niech wiec X 1 Y beda polami wektorowymi na rozmaitosci
M, niech takze ¢; i 1, oznaczaja potoki tych pol. W poprzednim semestrze ustatlilismy, ze
przeszkoda do tego, aby krzywa sktadajaca si¢ z czterech odcinkéw: wzdtuz pola X od ¢¢ do
¢ = ¢i(qo), dalej wzdtuz pola Y od ¢; do g2 = 14(q1) a potem znowu wzdtuz X o —t i wzdtuz
Y o —t byla zamknieta jest nieznikajacy komutator pdl [ X, Y]. Myslac wiec o problemie hory-
zontalnego podnoszenia zamknietych krzywych do wiazki E warto przyjrzeé sie komutatorowi
podniesien horyzontalnych pél wektorowych. Zalézmy, ze X i Y komutuja i sprawdzmy, jak
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wyglada [X", Y"]. Pracowaé¢ bedziemy we wspotrzednych
X =Xi(@)9,  X"=X'(2), - I%(x) X'y,
Y = w(x)al, Y" =Yi(2)0; — I (2)Y7yb0,
X, Y] = (X(0,Y7) = Y'(3:X7)) 9 = 0

Liczymy wigc

(X" V" = [X(2)0; — T%(2) X y*0,, Y (2)0; — T4, (2) Y740, =
XYOY)0; — XUOT 4y Y70y — X'T9(0,Y7)y 0y + T4, (2) X7y'T5, Y 0.~
{YU0,X7)0; = YOI X710, — Y'T5,(0: X7 )"0 + Ty (x) Yy T, X0, | =

Fragmenty jednokolorowe upraszczaja sie ze wzgledu na znikanie komutatora [X, Y], reszta
przyjmuje postac

= =X (O Y704 + T3 () X y’T5, Y0 — YO, 4y " X7 0, — T4y (2)Y 7y T5, X0, =
Porzadkujemy indeksy otrzymujac wyrazenie
= 0,15, — 0TS, + T4TS, — D415, | XY ybo, (44)

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym nie jest automatycznie réwne zero. Mamy wiec nietry-
wialny warunek zerowania sie nawiasu horyzontalnych podniesienn komutujacych poél. Jesli wy-
jasciowe pola X i Y nie komutujg, sprawdzanie warunku [ X", Y"] = 0 nie ma sensu. Zauwazmy
jednak, ze [X" Y] rzutuje si¢ zawsze na [X,Y], oraz, ze kolorowe wyrazy, ktore znikly w
powyzszym rachunku uktadaja sie¢ w [X, Y]". Warto wiec badaé réznice

[Xh7 Yh] - [X7 Y]h
We wspéhrzednych jest ona doktadnie réwna (59). Ponadto zauwazmy, ze warto$¢ tej réznicy
jest w kazdym punkcie wektorem pionowym, ktory, jak zawsze w wiagzce wektorowej, moze

by¢ utozsamiony z elementem wiokna. Zapiszmy wiec odwzorowanie R, ktére dwém polom
wektorowym X 1Y oraz cieciu o wiazki 7 przyporzadkowuje ciecie wigzki 7 wedtug wzoru

(R(X,Y,0)(q)" = [X",Y"|(e(q)) - [X,Y]"(o(q)).

Podniesienie ¥ oznacza podniesienie pionowe do punktu o(q). Z wtasnosci koneksji wynika, ze
R zalezy w spos6b liniowy od o(q). Wyrazenie na wspétrzednych wskazuje takze, ze R zalezy
jedynie od wartosci pél X, Y oraz od wartosci ciecia ¢ w punkcie ¢, a nie od ich pochodnych.
Mozna to takze sprawdzi¢ nastepujacym rachunkiem: Dla funkcji f € C*°(M) mamy

(fX)" = NHx",

oraz

YA ) (e) = Y (f)(7(e)).
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Liczymy wigc

R(fX,Y,0)(q) = (7" /)X",Y"|(a(q)) — [fX,Y]"(0(q)) =
T Fo(@) X", Y")(0(q) = Y(7" F)(o(@) X" (0(q) = (FIX, V] = V() X)"(o(g)) =
F@X" Y"(0(9)) = Y (H (@)X (0(q) = F(@X, YT+ Y (£ 9 X" (o(q) =
@) (X" Y"(a(g) = [X, Y] (0(q)))

Ostatecznie R okazuje si¢ by¢ wieloliniowym odwzorowaniem
R:TM X, TM x) E — F,
ktore moze by¢ reprezentowane tensorem (oznaczanym ta sama litera)
Re Sec(T"M @y T"M @y E* @ F)

7 definicji wynika, ze tensor R jest antysymetryczny ze wzgledu na zamiane X i Y. We wspot-
rzednych R zapisujemy o
R(X,Y,0) = R},.0" XY

bij

gdzie
= 0y, — Ol + TS, — TG

sz

Warunek antysymetrii oznacza, ze

= Rb]z

bz]

Czesto mowi sie, ze ,koneksja nie jest tensorem, ale roznica dwodch koneksji jest”, majac na
mysli, ze wspotczynniki koneksji, jakkolwiek sa funkcjami na rozmaitosci M, to nie sa wspot-
czynnikami tensora, bo inaczej sie transformujg. Z naszej definicji koneksji widaé skad sie te
funkcje biora i ze nie ma powodu, aby byly wspoétczynnikami tensora. Jednak kiedy mamy dwie
koneksje T' i T’ mozemy poréwnaé czeéci pionowe tego samego wektora z TE wzgledem obu
koneksji. Jedli v ma wspohrzedne (2%(v), y%(v), #%(v), 5°(v)) to czesci pionowe maja postaé

(§°(0) + T (0)y" (), 1 (5°(0) + T (0)y"(v)a

1 ich réznica
(Tgy* (v)y" (v) = Ty (v)y" (v)) D

zalezy jedynie od punktu zaczepienia wektora v (i.e. od 2%(v) i °(v)) oraz od tego jaki jest rzut
tego wektora na baze¢ 1%(v). Zalezno$¢ od punktu zaczepienia i od rzutu jest liniowa. Wartosci
tej réznicy leza w VE, jednak wektory pionowe jak zwykle utozsamiany z elementami wiokna.
W tej sytuacji roznica koneksji moze by¢ wyrazona przez dwuliniowe odwzorowanie

ExyTM —E

zachowujace rzut na M, czyli ciecie wigzki tensorowej E* @y T"M @3 E — M.
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7.4 Koneksja w wigzce stycznej

Niech teraz £ = TM. Koneksja jest wiec odwzorowaniem
D:TTM — TM X5 TM X3 TM
We wspotrzednych
(2,627, 07, 6i) — ((IL 6xl), (z', 63" + F;kéxjx'k), (2", xj)) :

Poéwiczmy uzywanie koneksji na czyms konkretnym: W kontekscie wiazki stycznej podniesie-
nie horyzontalne nazywa sie raczej przesunieciem réwnolegtym wektora. Rownanie rézniczkowe,
ktore ma spetiaé¢ krzywa podniesiona jest réwnaniem liniowym na krzywa w TM. Dane wyj-
Sciowe to krzywa 7y w rozmaitosci M oraz punkt we wiéknie wigzki (tu — wiazki stycznej)
w ktorym podniesiona krzywa ma si¢ zaczyna¢. Mozemy wigc rozumie¢ problem podniesienia
horyzontalnego w nastepujacy sposob: poszukujemy sposobu przesuwania wektora stycznego
zaczepionego w punkcie poczatkowym krzywej w M wzdtuz tej krzywej.

Dla koneksji w wiazce stycznej mozemy wprowadzi¢ pojecie geodezyjnej: geodezyjna jest
to krzywa, ktorej wektory styczne sg autorownolegte, tzn sg rowne swoim przesunieciom réw-
noleglym wzdtuz krzywej. Zapiszmy we wspoélrzednych warunek na bycie geodezyjna. Jesli
v(t) = (z°(t)) jej podniesienie horyzontalne 7" (t) = (2(t), d27(t)) speliaé¢ powinno réwnanie

ox' = —F;kx'jéxk

Réwnoczesnie chcemy, aby podniesienie horyzontalne byto réwne stycznemu, czyli, zeby wzdtuz
catej krzywej
it = dz'.

Réwnanie na we wspoéhrzednych 2% na krzywa w M jest wiec ostatecznie drugiego rzedu:

=Ty dle

Na wigzce stycznej wprowadzi¢ mozna, oprocz krzywizny koneksji, jeszcze jedng wielkosc,
ktora te krzywizne charakteryzuje — torsje. W jezyku pochodnej kowariantnej torsje definiujemy
jako

T(X,)Y)=VxY —-VyX — [X,Y],
gdzie X 1Y sa polami wektorowymi na M. Z samej definicji widaé, ze T(X,Y) = =T(Y, X).
Policzmy T'(fX,Y):

T(fX,Y)=VxY — VyfX — [fX,Y] =
VXY = [Vy X —Y(H)X = fIX,Y]+Y(f)X =
FVXY —Vy X — [X,Y] = fT(X,Y)

7, powyzszego rachunku wynika, ze torsja zalezy jedynie od wartosci p6l w punkcie a nie od
pochodnych tych pol. Z definicji wynika ponadto, ze torsja jest odwzorowaniem liniowym ze
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wzgledu na oba argumenty. Ostatecznie T jest cieciem wigzki tensorowej T M @y T*M R
TM — M. Wyznaczymy wspoétczynnki 7™

Vi = (XY + XY 0,
VY = (Y'oiX7 + T,Y'X*) 0
X, Y] = (X'0,Y7 - Y'9,X7) 0

T(X,Y) = (X'0Y7 + T4XV*) 0; = (Y'O:X7 + T4Y'XM) 0; — (X'0,Y7 = Y'0,X7) 0 =
= (I — 1) XY 0,

Kto wymysli geometryczng interpretacje torsji w jezyku dystrybucji horyzontalne;j?

7.5 Koneksja metryczna

Zanim jednak zdefiniujemy koneksje w wigzce stycznej zwiazana z metryka udowodnimy naste-
pujacy pozyteczny fakt:

Fakt 18 Odwzorowanie V : TM x I'(1) — E spelniajgce warunki

1. 'V jest liniowe ze wzgledu na pierwszy argument, tzn V4o = AV,0 + uVy,o oraz
zachowuje rzut na M, tzn Ty (v) = 7(V,0);

2. 'V jest rozniczkowaniem ze wzgledu na drugi argument, tzn Vy,fo = (vf)o(q) + fV,0,

(q = TM(/U)):'

3. jesli X jest gladkim polem wektorowym na M, a o gladkim cieciem 7, to V xo jest gladkim
cieciem T

jednoznacznie zadaje koneksje liniowqg w wigzce T.

Dowdd: Do tej pory definiowaliSmy koneksje jako dystrybucje horyzontalng lub jako morfizm
podwojnych wiazek wektorowych. Uzywajac pochodnej kowariantnej definiujemy odwzorowanie

Foe: T, M - T.E, F(v)=To(v) — (Vu0)"

dla ustalonego ciecia o wiazki 7 w otoczeniu ¢ takiego, ze o(q) = e. Podniesienie pionowe
(V,0)" wykonujemy do punktu e. Odwzorowanie F, . to jest liniowe, co tatwo widaé¢ z definicji.
Nietrudno takze stwierdzi¢, ze Fy .o TT = id 1 1. pokazemy, ze Fy . nie zalezy od wyboru cigcia
0. Postuzymy sie baza pochodzaca od wspotrzednych. Niech o bedzie zadane przy pomocy
funkcji 0%, tzn o(x) = 0%(x')e,. Wtedy

do®
To(0;) = 0; + =0,
o(9) ox7
7 wtasnosci pochodnej kowariantnej wynika, ze
a i a iaaa i__a b
Viio,(0%,) = v'Vy,(0%,) =v B Ca +v'0%(Vyeq) en
x* ’
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Wspdtezynniki (Vy,e, )’ rozktadu Ve, w bazie nazwiemy DP, i wtedy (korzystajac z (€)Y = 0,)

) . Oo? 0o . ) )
F,o(v) = To(v) — (Voo)' = v'd; + o' a", O — v“%@a — Db vig?d, = v'd; — DPvio?d),
o ) -

Wymnik nie zalezy juz od pochodnych ¢ a tylko od wartosci w punkcie ¢, czyli od wspotrzed-
nych punktu wiékna e. Definiujemy wiec H, = F, .(T,M). Sktadnik v'9; zapewnia odpowiedni
wymiar H, zas$ gtadko$¢ pochodnej kowariantnej daje gtadkos¢ dystrybucji ‘H. U

Niech teraz M bedzie rozmaitodcia wypasazong w tensor metryczny g : M — VZT*M
niezdegenerowany. Zazwyczaj zaktada sie takze dodatnig okreslono$é¢, ale nie jest to niezbedne
— sygnatura Lorenzowska tez jest dobra. Duzg litera G' oznaczaé bedziemy izomorfizm wigzek
G : TM — T*M pochodzacy od metryki, tzn. G(v) = g(v,-). Wyrazy macierzowe macierzy g
oznaczaé¢ bedziemy g;; a macierzy odwrotnej g*.

Twierdzenie 11 Istnieje dokladanie jedna beztorsyjna koneksja liniowa w TM zgodna ze struk-
turg metryczng, tzn taka, ze Vg = 0. (Koneksja Levi-Civitta’y)

Dowdéd: poniewaz twierdzenie ma charakter lokalny, mozemy postuzy¢ sie wspolrzednymi.
Beztorsyjnos¢ koneksji oznacza, ze Iy, = T, co oznacza, ze poszukujemy 3n?(n+1) funkeji I';
definiujacych koneksje w lokalnym uktadzie wspétrzednych. Warunek Vg = 0 we wspotrzednych

ma postaé ‘
W (Vog)e = 0
tzn.
0=v"(Vo,9)je = v (0igjr — Ty — Uit
7 dowolnosci v* wnioskujemy, ze zachodzi¢ musi
Oigir — Thygue — Diggjn = 0

dla dowolnych ¢, j, k. Przestawiajac cyklicznie indeksy zapisujemy

Oigir — Uty — Diggjt = 0 (45)
0igri — Thpgui — Tligr = 0 (46)
Ongi; — Uity — Fé’jgil =0 (47)

Od sumy (46) i (47) odejmujemy (45), korzystamy z beztorsyjnosci upraszczajac kolorowe
wyrazy 1 otrzymujemy
;g + Orgij — Oigjr — 20 g = 0

Przenosimy co trzeba na druga stroneg, zwezamy z g i dzielimy przez 2:

1 .
= Eglm (0igki + Okgij — Oigji) - (48)

Wspoétezynniki koneksji udato sie jednoznacznie policzy¢.[]
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Ten sam fakt, tzn istnienie jedynej koneksji metrycznej dla danej metryki wyrazi¢ mozna
takze geometrycznie. Jak dotad koneksje opisywaliSmy poprzez podanie dystrybucji horyzon-
talnej, podanie stosownego morfizmu podwojnych wigzek wektorowych lub poprzez pochodna
kowariantna. Uzywajac odwzorowania dla koneksji w wiazce stycznej otrzymujemy:

D:TTM — TM x5 TM x5 TM,
(z,0z,&,6%) — (x, 61, 65" + F;kx'jéxk, T)

pochodna kowariantna pochodzaca od koneksji daje sie rozszerzy¢ takze na ciecia wigzki du-
alnej, tzn mozemy rézniczkowaé takze jednoformy. Wiemy jednak, ze pochodna kowariantna
zadaje koneksje, wiec mamy takze koneksje w wigzce dualnej. Oznaczmy odpowiednie odwzo-
rowanie przez ['*. Jest ono rzeczywiscie dualne do wyjsciowego I' (w odpowiednim sensie):

I :TT"M — T°M x5 T"M Xy TM,
(xapa xap) — (xapa 5Pk - F;kx]pw 33)
»,Odpowiedni sens” oznacza, ze do dualnosci musimy wybra¢ odpowiednie struktury wektorowe.
Wiemy juz, ze TTM jest wiazka wektorowa nad TM na dwa sposoby. Rzutowania zwigzane
z tymi sposobami to 7ty 0 TTM — TM, (z,0z,%,0%) — (x,0x) oraz Tryy : TTM — TM,
(x,0x,,0%) — (x,%). Wiazka dualna do 7ry, jest oczywiscie mry @ T"TM — TM, natomiat
wiazka dualng do T7y, jest Tma : TT*M — TM. Wiazka po prawej stronie jest tez wektorowa
na dwa sposoby (nawet wiecej, ale inne nie sa tu istotne) pry i prs. Zeby z koneksji I' otrzymac
koneksje dualng trzeba wziaé¢ po lewej stronie strukture T7y, a po prawej prs. Otrzymane

odwzorowanie dualne to (I'*)~!. Metrycznosé¢ koneksji oznacza, ze koneksja jest beztorsyjna
oraz nastepujacy diagram jest przemienny:

TTM™ r TM xa TM xy TM

I R

TT*M —L TM X T°M X TM

Beztorsyjnos¢ koneksji takze mozna wyrazi¢ bardziej geometrycznie niz tradycyjny wzor VxY —
VyX = [X,Y]. W wiazce TTM istnieje kanoniczne odwzorowanie ky; : TTM — TTM za-
chowujace strukture podwdjnej wiagzki wektorowej, ale zamieniajace rzuty, tzn ky o Ty =
Tty © ky- Odwzorowanie to we wspotrzednych zapisuje si¢ jako

(z,0z, 4, 00) —M> (z, &, 6, 0)
Beztorsyjnos¢ koneksji oznacza, ze dystrybucja horyzontalna jest niezmiennicza ze wzgledu na
Ky albo ze przemienny jest diagram

TTM I TM X TM Xu TM

B

TTM TM Xy TM Xy TM

Odwzorowanie kj; wystepujace wpowyzszych rowazaniach jest bardzo istotnym elementem
struktury wiazki stycznej. Na dowolnej wigzce wektorowej takiego odwzorowania nie ma. W spo-
sob niezalezny od wspotrzednych odwzorowanie to mozna zdefiniowa¢ nastepujaco. Reprezen-
tantem elementu z TTM jest krzywa w TM, zas$ reprezentantem elementu z TM krzywa w M.
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Mozna wige rozwazy¢ krzywa w krzywych”, czyli odwzorowanie x : R? — M, (s,t) — x(s,t).
Biorac wektory styczne wzgledem t dla £ = 0 i réznych s otrzymujemy krzywa w wiazce stycz-
nej s — t»Yy(s,0), biorac wektor styczny do otrzymanej krzywej w s = 0 dostajemy element
tt®Vy(0,0) wiazki TTM. Notacja zastosowana tutaj odnosi sie do sposobu oznaczania wek-
tora stycznego do krzywej ¢t +— 7(t) w punkcie ¢ = 0. Mozemy pisa¢ §(0), ale mozemy tez
ty(0). Jesli argumentéw jest wiecej warto wskazaé wzdtuz ktorego bierzemy wektor styczny,
t®1) oznacza ze wzdhuz drugiego, a t19, ze wzdtuz pierwszego. Wréémy do problemu odwzo-
rowania k), i reprezentanta y. A co bedzie jedli zamienimy kolejnos$¢ rézniczkowania? Krzywa
t— t(lvo)(O,t) tez jest krzywa w wiazce stycznej i wektor do niej styczny to tt(l’o)x((), 0) jest
elementem TTM. Odwzorowanie k jest wlasnie zwigzane z zamiang kolejnosci rozniczkowania.
Jesli v = tt@Vy(0,0) to kar(v) = tt12y(0,0). Mozna sprawdzié¢ rachunkiem, ze definicja jest
poprawna, tzn nie zalezy od wyboru reprezentanta .

7.6 Wlasnosci tensora krzywizny

W trakcie poprzednich wyktadéw krzywizne koneksji zdefiniowalismy jako réznice miedzy na-
wiasem Liego horyzontalnych podniesien pol wektorowych na M i podniesieniem horyzontalnym
nawiasu Liego tych pdl, tzn.
[Xh7 Yh] - [X7 Y]h

Roéznica ta jest polem wektorowym na E pionowym ze wzgledu na rzutowanie 7 : £ — M.
Sprawdzalismy, ze zalezy ona tak naprawde od wartosci pol X i Y w punkcie a nie w calym
otoczeniu. Ponadto z liniowosci koneksji wynika, ze warto$¢ pola pionowego zalezy liniowo od
punktu zaczepienia. Wektory pionowe mozna utozsamiaé z elementami wtokna, wiec ostatecznie

R:TM xy TM xy B — E

jest tensorem, ktory mozna obliczy¢ na dwoch polach wektorowych X i Y oraz na cieciu o
wigzki 7 wedtug wzoru

R(X.Y.0)"(0(q)) = [X",Y"](0(q)) — [X,Y]"(a(q)).

gdzie R(X,Y,0)¥(c(q)) oznacza podniesienie pionowe elementu R(X(q),Y (¢),0(q)) widkna
wigzki 7 do punktu o(q). Przypomnijmy sobie teraz, ze nawias Liego pél wektorowych jest
miarg nieprzemiennosci potokéw tych pol. Jesli zalozymy teraz, ze pola X i Y komutuja, war-
tos¢ R powie nam ,jak bardzo nieprzemienne” sa potoki ich horyzontalnych podniesien. Tensor
R ma wiec co$ wspélnego z probg odpowiedzenia na pytanie czy krzywa zamknieta na bazie
po podniesieniu horyzontalnym do wiazki £ nadal bedzie zamknigta. Przyjrzyjmy sie temu
blizej pracujac we wspotrzednych. Niech X i Y beda komutujacymi polami wektorowymi na
rozmaitosci M

X(q) = X"(27(q))0;, Y(q) = Y'(27(q))0; X'0,Y —Y'9,;X7 = 0.

Ustalmy punkt ¢go w M o wspoélrzednych (z}) oraz punkt ey we widknie E,, o wspdlrzednych
(2§, y8). Niech ¢; oznacza potok pola X, za$ ¢y potok pola Y. Podniesienie horyzontalne krzy-
wej ©4(qo) do punktu ey spehia uktad réwnan it = X'(x), y* = —I'%(2) X (2)y’, zatem w
przyblizeniu zaleznoé¢ ¢ i y* od ¢t mozna opisaé

T (t) = ) + X' (w)t+ ..., Y (t) = yd — TS (x0) X (zo)ySt + . . ..
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Bedziemy teraz poruszaé si¢ po podniesieniu horyzontalnym krzywej ¢ — ¢;(qo) i dalej po
podniesieniu s — 15(¢:(qo)). Nastepnie zamienimy miejscami pola X i Y — najpierw pdjdziemy
o s wzdhuz poniesienia horyzontalnego pola Y a nastepnie o t wzdtuz podniesienia pola X. Idac
najpierw wzdtuz X a potem Y otrzymujemy (dla wspotrzednych y®)

y*(s,t) = y§ — T X" (wo)yg t+
— T (20 + X (zo) t + .. )Y (o + X' (wo) t + .. ) (y§ — Trg X (wo)yf t +.. ) s+ ... =
Yo — DX (wo)yg t + [D5.(wo0) + (o) X  (ap) ¢ + .. )]x
x [Yi(xo) + OY ' X* (o) t + .. J[ys — T5 X (zo)ylt +.. ] s
yo — T X" (wo)yo t — DY (o)yg s+
— {aij(:(:to)Xk(rco) + — F";C(xo)Yi(xo)de(Io)Xk(xo)yff st

Po zamianie kolejnosci pol X i Y dostajemy
7(s:1) = yg — LY (zo)yn s — [fu(0) X7 (o )y5 t+
— {OWT 5 (w0) Y (o) + — [5.(20) X (0) T (w0) Y* (w0 )y y st

Obejscie ,drogi po prostokacie” wzdtuz X o t, potem wzdhuz Y o s i dalej wzdtuz X o —t i
wzdhuz Y o —s datoby odwzorowanie

M

Rys. 40: Krzywizna koneks;ji.

Wyrazy niebieskie upraszczaja sie, zielone takze (ze wzgledu na komutowanie pol X i Y)
za$ czerwone dodajg z odpowiednimi znakami. Otrzymane odwzorowanie jest reprezentantem
elementu TTFE rzutujacego sie na wektory zerowe w TFE za pomoca obu rzutéw 71 i T7g.
Rzuty na TM takze sa zerowe, zatem element ten moze by¢ identyfikowany z elementem F,
ktory, jak wida¢ we wspotrzednych, jest wartoscig tensora krzywizny w punkcie q.

Z samej definicji R wynika, ze R(X,Y,0) = —R(Y,X,0) co we wspdlrzednych oznacza
antysymetri¢ ze wzgledu na zamian¢ dwoch dolnych ostatnich indeksow:

a __ _ pa
bij — bji-
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Pozostate symetrie indeksow majg miejsce jedynie gdy £ = TM i koneksja jest metryczna.
Zanotujmy najpierw nastepujacy wygodny wzor

Fakt 19
R(X,Y,Z) = VxVyZ = VyVyZ - Vixy 2

Prawdziwos¢ wzoru sprawdzamy na wspotrzednych. W wiekszosci podrecznikéw wzor ten poja-
wia sie jako definicja tensora krzywizny. Skoro jednak koneksje wprowadzamy w sposob bardziej
geometryczny (dystrybucja horyzontalna) niz algebraiczny (pochodna kowariantna), wypada
takze geometrycznie wprowadzi¢ krzywizne. Korzystajac ze struktury metrycznej definiujemy
takze tensor krzywizny z opuszczonym indeksem

Definicja 29
R(X,Y,Z,T) = g(T,R(X,Y, Z)).

Ponizszy fakt zbiera wszystkie (poza wspomniana powyzej) symetrie tensora krzywizny dla
koneksji metrycznej:

Fakt 20 Prawdziwe sq wzory

(a) R(X,Y,Z,T)=—-R(X,Y,T,7),

(b)) RX,Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =0,

(¢) R(X,Y,Z,T)=R(ZT,X,Y),

(d) (VxR)(Y,Z,T)+ (VyR)(Z, X, T) + (VzR)(X.Y,T) =0
Wzor (b) nazywany jest pierwszq, zas wzor (d) drugq toZsamoscig Bianchi.
Dowéd: W (a) korzystamy najpierw z metrycznosci koneksji (wyraz niebieski znika) obserwu-
jac, ze
Mozemy wiec ,przerzuca¢” pochodng kowariantng z pierwszego argumentu na drugi:
Piszemy

R(X, Y, Z, T) = g(T, vayZ — VyVXZ — V[X,Y]Z)

i w poszczegblnych sktadnikach typu g(T', VxVy Z) przerzucamy rézniczkowanie z Z na 7. Na
przyktad

9(T,VxVyZ) = Xg(T,VyZ) — g(VxTVyZ) =
Xg(T,VyZ) =Y qg(VxT,Z)+ g(VyVxT, Z) =
XWY(T,Z) = g(VyT,2)] = Yg(VxT,Z) + g(VyVxT, Z) =
XYy(T,Z)— Xg(VyT,Z) - Yg(VxT,Z)+ g(VyVxT, Z)
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Po cierpliwych rachunkach wychodzi co trzeba. W (b) uzywamy beztorsyjnosci koneksji, tzn
faktu, ze
VxZ —VzX =[X,Z].

R(X,Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z X,Y) =

vXVyZ—VYVXZ—V[X,y]Z—f—Vysz— —V[yz}X—f— —VXVZY—V[ZJQY ==
Vx(vYZ — VZY) — V[Xy]Z—i-Vy(VZX — VXZ) — V[Y,Z]X+ — V[Z’X}Y =
VX[Y, Z] —V[X,y}Z—i—Vy[Z,X] —V[Y,Z]X—i- _V[Z,X}Y:

(X, [V Z]]+ [V, [Z, X]] + [2,[X, Y]] =0
Pierwsza tozsamos¢ Bianchi sprowadza si¢ wigc do tozsamosci Jacobiego. Ta ostatnia jest zwia-
zana z faktem iz d* = 0 (0o tym moéwiliSmy w poprzednim semestrze). Mowi sie wiec czesto, ze
tozsamosé Bianchi wynika ze znikania kwadratu rézniczki zewnetrznej. Dowodzac (c) korzysta-
my 7z (b) cztery razy dla argumentéw przestawionych cyklicznie:
RX,)Y,Z,T)+ R(Y,Z, X, T)+ R(Z,X,Y,T) =0
R(Y,Z, T, X)+ +R(T,Y,Z,X)=0
+ +R(X,Z,T,Y)=0
+RX,)Y,T,Z)+ RY,T,X,Z)=0

Po dodaniu wszystkich czterech réwnan i uproszczeniu kolorowych wyrazow otrzymujemy

0=R(Z X,Y,T)+R(T,Y,Z,X)+ R(X,Z,T,Y) + R(Y,T,X, Z) =
2R(Z,X,Y,T) +2R(T,Y, Z,X)

1 ostatecznie
R(Z,X,Y,T)=R(Y,T,Z, X).

Ostatni wzér (d) wynika, jak sie okazuje, takze z tozsamosci Jacobiego. Rachunki jednak sa
nieco trudniejsze, a wlasciwie nudniejsze. Zauwazmy najpierw, ze

(VxR)(Y,Z,T) =Vx(R(Y,Z,T)— R(VxY,Z,T) — R(Y,VxZ,T) — R(Y,VxZ,T).

Bedziemy musieli zsumowac trzy takie wyrazenia z cyklicznie przestawionymi polami X, Y, Z.
Kazde wyrazenie to cztery sktadniki:

VaVy VT — VxVyVyT — ViV T+
—VywwVzT +V Vo v T + Viveyz T+
—Vy Ve, 2T + Vv zVyT + Viyve 72T+
—VyVzVxT + VzVy VT + Viy, 7V xT+

VyVzVxT —VyVxVzT — VyViz )T+
Vv, zVxT + VxVy, 72T + Vv, 2z x1T+
—vaTy.\'T + Vvyxva + V[Z,VYX}T+
—V2VxVyT +VxVVyT + V7 xVyT+
VVxVyT =V Ny VT — VYV, Vix v T+
—szxvyT + V)/’VVZ)(T + V[vzx’y]T‘i‘
—VxVv,vyT'+ Vy,yVxT + Vixv,viT+
—VxVyVzT' +VyVxVT + Vixy)VzT =

(X,Y, Z)

(Y, 2, X)

(Z,X,Y)
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Sktadniki niebieskie upraszczaja sie, zas w tym co zostaje wyszukujemy trojki takie, jak zazna-
czona na czerwono. Daja sie¢ one przeksztalci¢ nastepujaco:

VxVvu,zT' = VxVy,yT = VxVy 7T =VxVivyz-v,v)T — VxVyzT =
VaViysT — ViVl =0

W powyzszy sposéb znikaja wyrazy czerwone oraz wszystkie wyrazy szare. Pozostale wyrazy
czarne przepisujemy nadajgc im na nowo przydatne kolory:

== Vv.wwVzT'+ ViywvzT + Vy zVyT + Viyve 71T + +
— +Vivyzx T+ Vv, xVzT'+Vizv,x)T + Vizx)VyT+
= Vv, xVyT + Vg, xyT + +Vixv, T +Vxy\VzT =

Wyrazy jednokolorowe upraszczajg sie na podobnej jak poprzednio zasadzie, czarne przepisu-
jemy:

= Viwxvz T + Vw21 + +VizvyxiT + Vv, xyT + =

Wyrazenia jednokolorowe przeksztalcamy wedlug wzoru (na przyktadzie niebieskiego):

Vv T +VizvyxiT = Vg, x+xy,2T + Vizv, xT =
Vivyx, 21T + Vixyz2T + Vizv, x(T = Vixy 2T

Ostatecznie otrzymujemy
= Vixyz T + Vixxy T +V T = Vxy]z1+[x.x]Y]+[v,2,x]T = 0

Druga tozsamos¢ Bianchi sprowadza si¢ zatem takze do tozsamosci Jacobiego. [

Wzory (a), (b), (¢) i (d) zapisane przy pomocy wspéhrzednych maja postaé

(a)  Ruij = —Riij

(b) Rp;+ R+ Ry, =0

(¢) Rumiy=—Riju

(d) Rpip+ Ry + R =0

Po takiej porcji teorii przydadza sie praktyczne rachunki - proponuje dwa zadania:

Zadanie 2 Znalezé symbole Christoffela metryki na S? indukowanej z R? we wspéhrzednych po-
chodzacych od wspoétrzednych sferycznych w R3. Znalezé nietrywialne wartosci wspétrzednych
Rfm-j, zwezenie R;j = Rfkj oraz dalsze zwezenie R!. Nalezy tu wspomnie¢, ze tensor Ricciego R;;
jest jedynym z doktadnoscia do znaku nietrywialnym zwezeniem tensora krzywizny. Ponadto
R! nazywa si¢ krzywizng skalarna.

Zadanie 3 ZnaleZ¢ przesuniecie rownolegle dp wzdhuz rownoleznika innego niz réwnik. Moze
by¢ np. 6 = 7 i zobaczy¢, Ze po obiegnigciu sfery wektor zmienia si¢ na inny.
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8 Grupy Liego

Wszyscy stuchacze wyktadu wiedza, mam nadzieje, co to jest grupa i znaja podstawowe przykta-
dy grup skonczonych i nieskoniczonych. Teoria grup ma tez swoja wersje zwiazang z geometria
rozniczkows, w ktorej podstawowymi obiektami sg grupa Liego i algebra Liego grupy Liego.
Grupa Liego jest to jednocze$nie grupa i jednocze$nie gtadka rozmaitosé. Nakladamy takze
warunki zgodnosci na obie struktury, tzn wymagamy aby mnozenie grupowe oraz branie od-
wrotnosci byty odwzorowaniami gtadkimi. Zapiszmy definicje przyzwoicie i podajmy przyktady.

Grupg Liego nazywamy gtadka rozmaitos¢ G wyposazona w strukture grupy taka, ze mno-
zenie G x G 3 (g1,92) — G192 € G oraz odwrotno$¢ G > g — g~ € G sa odwzorowaniami
gtadkimi.

Oto kilka przyktadéow grup Liego (1) przestrzen wektorowa wymiaru skonczonego z doda-
waniem wektorow, (2) R\ {0} z mnozeniem, (3) C\ {0} z mnozeniem (struktura rozmaitosci
pochodzi z R?), (4) S' = {z € C: |z| = 1} z mnozeniem, (5) grupa GL(n,R) odwracal-
nych macierzy n X n z mnozeniem macierzy. Zatrzymajmy sie na chwile na przyktadzie (5).
Zbiér M (n,R) wszystkich macierzy n x n o wspéteczynnikach rzeczywistych jest, jako prze-
strzen wektorowa, izomorficzny z R™, ma wiec stosowng strukture rozmaitosci. Odwzorowa-
nie det jest przyzwoitym odwzorowaniem na M(n,R), w szczegdlnosci wiec ciggtym. Zbiér
GL(n,R) = {X € M(n,R) : det X # 0} jest otwarty jako dopeienie domknietego zbioru
macierzy z wyznacznikiem 0. Ten ostatni jest domkniety jako przeciwobraz zbioru domknietego
{0} w odwzorowaniu ciaglym. Struktura rozmaitosci w GL(n,R) jest wigc taka, jak w otwar-
tym podzbiorze przestrzeni wektorowej. Mnozenie macierzy i branie odwrotnosci wyraza sie za
pomoca gtadkich funkcji wyrazéw macierzowych - oba odwzorowania sa wiec gltadkie. Grupy z
przyktadéw (1), (2), (3), (4) sa przemienne, grupa (5) jest nieprzemienna. My bedziemy zaj-
mowac si¢ jedynie niewielkim wycinkiem teorii grup Liego. Poniewaz majg one bardzo istotne
znaczenie w teoriach fizycznych, zdecydowanie rekomenduje wszystkim wystuchanie wyktadu z
teorii grup, lub studiowanie ktorejs z rozlicznych ksiazek na ten temat. M¢j ulubiony podrecznik
to J.J. Duistermaat, J.A.C. Kolk, Lie Groups, Universitext, Springer-Verlag.

Doktadajac do struktury grupy strukrure rozmaitos$ci rozniczkowej zaczynamy wymagacé
wiecej takze od homomorfizméw, podgrup itp. Odwzorowanie ¢ : G — H jest homomorfizmem
grup Liego jesli jest homomorfizmem grup oraz odwzorowaniem gtadkim. Izomofrizm grup Liego
to odwracalny homomorfizm grup Liego, ktérego odwrotnosé takze jest homomorfizmem grup
Liego. Podgrupa H grupy Liego G jest podgrupg Liego wtedy i tylko wtedy jesli jest takze
podrozmaitoscig. Tak jest na przyktad dla podgrupy SL(n,R) = {X € GL(n,R) : det X =1}
w grupie GL(n,R).

Dla z € G oznaczmy przez [, i r, dwa odwzorowania

l. :G— G, l,(9) =zg lewe przesuniecie o x

r. : G — G, r.(g) =gx prawe przesuniecie o

Odwzorowania te mozna sktada¢: I, o l, = l,,, r, o r, = ry,. Dzialanie te sa gladkie (gtadkos¢
mnozenia) i odwracalne. tatwo zauwazy¢, ze (1)~ = l,-1 i podobnie (r,) ™! = r,—1. Odwzorowa-
nia odwrotne tez sg wiec gtadkie. Inaczej mowiac lewe i prawe przesuniecie sa dyfeomorfizmami.
Moga one shuzy¢ do poréwnywania obiektéw na grupie w réznych punktach. Przyjrzyjmy sie
w szczegblnosci wiazce stycznej TG. W grupie jest wyrdzniony punkt - e, czyli jedynka. Prze-
strzen styczna T.G zastuguje na wlasne oznaczenie: T.G = g. Jak sie za chwile okaze, przestrzen
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styczna w e ma ciekawg strukture. Na razie jednak zauwazmy, ze postugujac si¢ T/, mozemy
przenosi¢ wektory styczne X € g do dowolnego punktu x € G. Skoro [, jest dyfeomorfizmem, to
Tl, obciete do g jest liniowym izomorfizmem przestrzeni g i T,/N. Odwzorowaniem odwrotnym
jest oczywiscie Tl,-1 obciete do T,G. W ten sposdb wprowadzi¢ mozna strukture iloczynu kar-
tezjanskiego w TG: kazdy wektor v € T,G traktowa¢ mozna jak pare (z, Tl,-1(v)). Oczywiscie
zupelnie to samo mozna zrobi¢ uzywajac r,. Utozsamienie TG z G x g bedzie wtedy inne. W
dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy z lewego przesuniecia.

Startujac z jednego wektora X € g i dziatajac Tl, utworzy¢ mozemy gtadkie pole wektorowe

X'(g) = Tly(X)
Sprawdzimy teraz jak to pole zachowuje si¢ pod dziataniem TI,
TL(X9)) = TLTI(X) = T(ly 0 ) (X) = Tlyy(X) = X' (2g).

Okazuje sie, ze takie pole jest niezmiennicze wzgledem przesunigé. W terminach transportu
pola wektorowego zapisa¢ to mozna nastepujaco

Vo € G (I,).X' = X' (49)

Na wszelki wypadek przypomnijmy, ze jesli ¢ : M — N jest dyfeomorfizmem oraz X jest polem
wektorowym na M, to ¢, X jest polem na N, ktorego wartos¢ w punkcie n € N jest dana wzorem
0. X(n)=Tp(X(p '(n)). Pola majace wlasnos$é¢ (49) nazywaé bedziemy lewoniezmienniczymi
polami na G. Wiemy juz, ze kazdy element X € g generuje pewne lewoniezmiennicze pole X'
Wezmy teraz jakiekolwiek lewoniezmiennicze pole V' na G. Skoro ([,).V =V, to w punkcie g
mamy
V(g) = ((1y):V)(g) = Tly(V(Iy-1(9))) = Tle(V(g™'g)) = Tly(V(e)).

Wartos¢ pola w dowolnym punkcie na grupie jest wiec wyznaczona przez jego wartos¢ w e.
Okazuje sie, ze wszystkie pola lewoniezmiennicze pochodza od elementéw g.

Zauwazmy teraz, ze jesli ¢ : M — M jest dowolnym dyfeomorfizmem, to dla pél wektoro-
wych X, Y na M zachodzi rownosé

Pu[ X, Y] = [p. X, 0,Y] (50)
Istotnie, jesli f jest funkcja na N, to (p.Xf)ow = X(foyp)
e X Y](f) oo =[X,Y](fop) =X(Y(foyp)) —Y(X(foyp)) =

X((pYf)op)op =Y ((puX[f)op)) = 0. X(pY f)op — .Y (pu X f)op) =
([ X, Y] f) o

Zastosujmy fakt (50) do p6l lewoniezmienniczych na grupie i dyfeomorfizmu I,
(L) (X Y] = (1) X, (1), Y] = [X', Y1),

Nawias Liego p6l lewoniezmienniczych tez jest polem lewoniezmienniczym !!! Kazde takie pole
pochodzi od pewnego elementu g. Oznacza to, ze dwém elementom g potrafie przypisa¢ trzeci
zgodnie z przepisem: wzigé X i Y, wyprodukowaé pola wektorowe X', Y, obliczyé [X!, Y],
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sprawdzi¢ od jakiego elementu g nowe pole si¢ wzigto. Ten nowy element g oznaczymy [X,Y].
Wprowadzilismy w ten sposéb odwzorowanie

gxg3(X,)Y)—[X,Y] €y,

ktore ponadto ma wszystkie wlasnosci nawiasu pol wektorowych, tzn. antysymetrie i tozsamosé
Jacobiego
[X’ Y] = _[Y7 X]v [X’ [Y> ZH = [[X7 Y]? Z] + [Y7 [X7 ZH

Wprowadziliémy wtasnie w g strukture algebry Liego. Od tego momentu bedziemy nazywac
T.G = g algebra Liego grupy Liego G.

Popatrzmy teraz na przyktady grup Liego o ktérych méwiliSmy wezesniej i znajdzmy dla
nich algebry Liego wraz ze stosownym nawiasem. W przyktadzie (1) grupa byla przestrzen
wektorowa skonczenie-wymiarowa V' z dodawaniem jako dzialaniem grupowym i wektorem 0
jako elementem neutralnym T4V =V a krzywa reprezentujaca wektor styczny X moze by¢
na przyktad v(¢) = tv. Przesuniecie o element grupy v daje krzywa [,(y(t)) = v + tX. Wektor
styczny w t = 0 do przesunietej krzywej, wraz z punktem zaczepienia to (v, X). Pola lewonie-
zmiennicze sg wiec polami statymi. Nawias Liego pdl statych jest zero. Ostatecznie, jesli G =V
to g = V i nawias jest zerowy. W przykladzie (2) rozwazaliémy R, z mnozeniem. Elementem
neutralnym jest oczywiscie 1. Przestrzen styczna w 1 jest kanonicznie izomorficzna z R, a krzy-
wa reprezentujaca wektor styczny X moze by¢ wzieta w postaci y(t) = 1 4+ tX. Przesuniecie
tej krzywej do punktu r € R, to krzywa [.(y(t)) = r + rtX i wektor styczny wraz z punktem
zaczepienia to (r,7X). Postlugujac sie struktura rozmaitoéci na R i kanoniczna wspoélrzedna
mozemy napisaé, ze Tl,.(X) = rz0,. W tym prosciutkim przykladzie zauwazmy, ze izomorfizm
TR, = R, x R pochodzacy od struktury rozmaitosci w R, i kanonicznej wspotrzednej jest inny
niz rozktad TG = G x g, ktory dostaliby$my biorac G = R, i strukture grupy multiplikatywne;j.
Wektorowi stycznemu a0, zaczepionemu w punkcie ry odpowiada wzgledem struktury grupowe;j
element (7o, %) w rozkladzie na element grupy i element algebry! Pola lewoniezmiennicze maja
wige posta¢ X!(r) = rX9,. Sytuacja jest jak widzimy nieco bardziej skomplikowana, ale prosty
rachunek pokazuje, ze takze w tym przypadku nawias Liego jest zerowy. Proponuje samodziel-
nie zbadaé¢ przypadek S' - znalezé przestrzen styczng w 1, pola lewoniezmiennicze i nawias.
Ciekawsza sytuacje zobaczymy dopiero w przyktadzie (5). Jako rozmaitos¢é G = GL(n,R) jest
otwartym podzbiorem w R", topologicznie i rézniczkowo sytuacja jest wiec prosta. Wigzka
styczna do G ma strukture wiazki trywialnej. TGL(n,R) = GL(n, R) x M(n,R). W otoczeniu
macierzy 1 element X € g = M(n,R) moze by¢ reprezentowany krzywa ~(t) = 1 + tX. Ta
krzywa by¢ moze jest dobra dla matych t jedynie, gdyz w pechowym przypadku moze si¢ oka-
zacé, ze wzdhuz krzywej trafimy na macierz majaca zerowy wyznacznik. Przesuniecie do punktu
g jest reprezentowane krzywa t — ¢ + tgX zatem w rozkladzie na iloczyn kartezjanski po-
chodzacym od rozmaitosci wektor styczny to (g, X ). Szukanie nawiasu przy pomocy badania
nawiasu pol lewoniezmienniczych explicite byloby tutaj niewygodne (n? wymiaréw...) Postu-
zymy sie tutaj znajomoscig algebry liniowej. Krzywa + lub jej przesuniecie [, o v to krzywe
reprezentujace wektory styczne X i X!(g) ale nie krzywe catkowe pola wektorowego X'. Sa to
krzywe dobre tylko dla punktu ¢ = 0. Mozemy jednak dosé¢ tatwo odgadnaé¢ jednoparametrowa
grupe dyfeomorfizméw zwiazang z polem X'. Oznaczmy te grupe o;*. Okazuje sig, ze

o (9) = gexp(tX)
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gdzie exp jest zwyklym dobrze nam znanym macierzowym eksponensem. Wtasnosci exp powo-
duja, ze jest to istotnie jednoparametrowa grupa:

o 00 (q) = o7 (gexp(sX)) = gexp(sX) exp(tX) =
gexp(sX +tX) = gexp((s + 1) X) = v, (9)

Ponadto wektor styczny do krzywej t — gexp(tX) w punkcie t = 0 to g X, czyli, tak jak trzeba,
lewe przesuniecie X do punktu g. Poszukujemy teraz wartosci nawiasu lewoniezmienniczych poél
w jedynce grupy. Skorzystamy z faktu iz [X!, Y] = LY oraz z tego, ze potrafimy wyliczy¢
pochodna Liego znajac potoki pol o ktére chodzi. Z definicji £4:Y!(1) jest wektorem stycznym
do krzywej w g ~ M (n,R)

t = T, (Y (1))

Wartosé tej krzywej dla ustalonego ¢ to

d
ds) exp(tX) exp(sY) exp(—tX) = exp(tX)Y exp(—tX).
S|s=0

Rézniczkujac wzgledem ¢ otrzymujemy (reguta Leibniza)

d
p” exp(tX)Y exp(—tX) = XY - Y X =[X,Y].
|t=0
Nawias Liego na g = M (n,R) pochodzacy od dziatania grupy w G L(n,R) okazat si¢ by¢ réwny
zwyklemu macierzowemu komutatorowi.
Uzywajac potokéw lewoniezmienniczych pol mozemy zdefiniowaé odwzorowanie exp : g — G
wzorem

exp(X) = ¢y (e).

Dla grupy GL(2,R) powyzsze odwzorowanie pokrywa sie ze zwyklym macierzowym odwzoro-
waniem wyktadniczym. Dla ogdlnej grupy nalezatoby najpierw upewnic¢ sie, ze pola lewonie-
zmiennicze sa zupelne, tzn, ze zawsze mozna wyznaczy¢ ;i (e) dla t = 1. Stosowne twierdzenie
gwarantuje, ze tak jest. Dla grup macierzowych wystarczy wiedza nabyta na zajeciach algebry
liniowej.

Przyjrzymy sie teraz podgrupie SL(2,R) w GL(2,R) od strony struktury rozmaitosci, struk-
tury grupy Liego i stosownej algebry.

SL(2,R) ={g € GL(2,R): detg=1}.

Macierze rzeczywiste 2 x 2 identyfikujemy z R* wprowadzajac naturalne wspotrzedne [ 53 54 1 .

Przynalezno$é do SL(2, R) oznacza wiec, ze u'u* —u?u3 = 1. Wektor styczny w 1 majacy wspot-
rzedne (du', du?, du?, du') musi spetnia¢ warunek
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dla u! = u? =1, v = u3 = 0. Oznacza to, ze du' + du* = 0. Algebre sl(2,R) stanowia wigc
macierze bezsladowe.

Zajmijmy sie teraz SL(2,R) jako rozmaitoscia. Widaé, ze jest to powierzchnia drugiego
stopnia w R* (kwadryka) dana jako poziomica formy kwadratowej o sygnaturze (2,2). We
wspotrzednych diagonalizujacych te forme

ul! =x+y, u2:z—tu3:z+t, u4:x—y
rOwnanie powierzchni przyjmuje postac
22—y =t =1.

Suma 22 + > w punktach nalezacych do powierzchni musi zawsze by¢ wieksza od 1, mozemy
wiec zastapi¢ pare (z,t) wspéhrzednymi biegunowymi x = r cos g, t = rsin ¢. Réwnanie, ktére
musi by¢ spelniane przez r,y, 2z to r* — 2? — > = 1. W R3 opisuje ono (przy zatozeniu r > 0)
jeden ptat hiperboloidy dwupowlokowej. Jest on w sposéb oczywisty dyfeomorficzny z R2.
Ostatcznie wige okazuje sig, ze jako rozmaito$é SL(2,R) jest dyfoemorficzna z S x R?. Dla
lepszego wyobrazenia mozemy mysle¢ o R? jak o otwartym dysku o skofczonym promieniu.

Wtedy SL(2,R) to torus (ale nie powierzchnia torusa, tylko pelny torus — ciastko z dziurka)
bez brzegu. Parametryzujac SL(2,R) wspéhrzednymi (p, a,b) otrzymujemy

(p,a,b) — (z =r(a,b)cosp,y = a,z="b,t =r(a,b)siny),
macierzowo

(0, a,b) — (51)

r(a,b)cosp+a b—r(a,b)sing
b+r(a,b)sing 7r(a,b)cosp —a |
W przestrzeni sl(2,R) (stycznej do SL(2,R) w 1) mamy baze zwiazang z ukladem wspéhrzed-

nych
1 0 01 0 -1
e DA F IR |

zatem dowolny element algebry mozna zapisa¢ jako

A:A8Q+Bab+(]&p:[3ic B__AC].

Zobaczymy teraz jak wyglada obraz exp dla macierzy takich jak powyzej. Potrzebujemy wielo-
mian charakterystyczny:

wr(N) = (A= X)(=A—\) = (B - C)(B+C) =

— AN B+ (C? =)\ - (A2 +B*-(C?)
Niech D? = A? + B? — C?. Jedli D? > 0 mamy dwie rzeczywiste wartosci wlasne A = £D gdzie
D = v/ D2 Jedli D? < 0 mamy dwie zespolone wartosci wtasne A = +iD gdzie D = /| D?|. Jedli

D = 0 mamy jedna podwodjna wartos¢ wtasng A = 0. Po wykonaniu odpowiednich rachunkéw
otrzymujemy w powyzszych przypadkach

D
A
sinh(¢D) -5 sinh(¢D) + cosh(tD)

A
D sinh(¢D) + cosh(tD)
B+C

sinh(¢D)

D? >0, exp(tA) = (52)

128



A
—sin(tD) + cos(tD)

sin(tD)
D*<0, exp(th)=| P BiC ) D (53)
sin(tD) -5 sin(tD) + cos(tD)
At+1 (B-0O)t
D? =0, exp(tA) = ( ) : (54)
(B+CO)t —At+1

Hipoteza nasza glosi, ze wzdtuz opisanych powyzej krzywych ¢ +— exp(tA) nie da si¢ doj$¢ do
punktéw, ktore w postaci (51) odpowiadaja wspolrzednym (7, a, b) dla dowolnego (a, b) # (0,0).
Macierz taka to

gla, ) = [ b —r(a,b)p —a

—r(a,b) +a b ]
SprawdZmy, czy uda sie znalez¢é macierz A dla ktérej exp(tA) moze by¢ réwne g(a, b) dla pew-
nego t # 0.

e Zacznijmy od (52). Antydiagonalne wyrazy g(a,b) sa réwne, zatem C' = 0. Slad g(a, b) jest
ujemny, gdyz r(a,b) = V14 a? + b> > 1. Natomiast $lad exp(tA) jest réwny 2 cosh(tD) i
jest dodatni, zatem g(a, b) # exp(tA).

e Pora teraz na przypadek (54). Uwaga o wyrazach antydiagonalnych pozostaje w mocy,
zatem C' = 0, §lad exp(tA) jest réwny 2 > 0 a $lad g(a,b) = —2r(a,b) < 0. Podobnie wiec
g(a,b) # exp(tA).

e W przypadku (53) réwnos$é¢ wyrazéw antydiagonalnych daje C' = 0 lub sin Dt = 0. Je-
sli sin Dt = 0, to cos(Dt) = £1 i exp(tA) = +1. Krzywa ta przechodzi przez punkty
(0,0,0) =11 (m,0,0) = —1. Jesli zas C' = 0 to $lad exp(tA) = 2cos(tD) > —2 za$ slad
g(a,b) = —2r(a,b) < —2. Rownos¢ zachodzi¢ jedynie dla r(a,b) = 1, czylia =b =01
wracamy do poprzedniej sytuacji.

W Zadnym z przypadkéw nie udato nam sie znalezé elementu algebry A, ktory generowaltby pole
pozwalajace doj$¢ do punktu g(a,b). W wizualizacji SL(2,R) jako torusa punkty nieosiagalne
przez exp mozna wyobrazac sobie jako plasterek torusa prostopadty do jego osi i potozony po
przeciwnej stronie do jedynki grupy. Z tego plasterka osiggalny jest tylko $rodek lezacy na osi.
W wolnej chwili wyprodukuje jakie$ obrazki.

9 Elementy geometrii symplektycznej

Wyktad dziesiaty rozpoczyna serie wyktadéow poswieconych geometrii symplektycznej. Zajmo-
wacé sie bedziemy gtéownie zastosowaniami geometrii symplektycznej w mechanice, jednak zaczaé
trzeba od materiatu klasycznego. Material omawiany w ramach tego i najblizszych wyktadow
poglebia¢ mozna przy pomocy nastepujacych podrecznikow: Rolf Berndt An introduction to
symplectic geometry, Graduated Studies in Mathematics, vol 26, AMS, lub Paulette Lieber-
mann, Charles-Michel Marle, Symplectic Geometry and Analytical Mechnics, 1987 D. Reidel
Publishing Company.
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Prawdopodobnie kazdy z panstwa rozwiazywal kiedy$ (na przyktad na éwiczeniach z GRI)
nastepujace zadanie

Zadanie 4 Niech V bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru n. Pokazaé¢, ze dla kazdego nieze-
rowego dwukowektora w € A2V* istnieje liczba k, 2k < n oraz istnieje baza (p')?"; w przestrzeni
V* w ktorej w ma postaé¢ kanoniczng, tzn

W=  APFTT 2 A P2 R A 2k

Jesli ktos widzi ten problem pierwszy raz w zyciu powinien potraktowaé¢ go jako zadanie do-
mowe. Jednym ze sposob6w rozwiazania jest pokazanie metody konstrukeji odpowiedniej bazy.
Kazdy dwukowektor w zadaje odwzorowanie

w: V-V o) =uw,:).

W dalszym ciggu bedziemy méwi¢ o dwukowektorach niezdegenerowanych, tzn takich, dla kto-
rych powyzsze odwzorowanie jest izomofizmem liniowym. W takim przypadku 2k = n, tzn.
dwukowektor niezdegenerowany istnie¢ moze jedynie na przestrzeni wektorowej parzystego wy-
miaru. Przestrzen wektorowa z niezdegenerowanym dwukowektorem nazywa si¢ czasami wek-
torowq przestrzeniqg symplektyczng. W standardowym kursie algebry liniowej nie rozwaza sie
zazwyczaj takich przestrzeni. Dyskutuje si¢ natomiast przestrzenie z iloczynem skalarnym, czy-
li przestrzenie wyposazone w odwzorowanie dwuliniowe, niezdegenerowane i symetryczne. Tutaj
zastepujemy warunek symetrii przez warunek antysymetrii.

Wiele wezesniejszych wyktadéw poswieciliSmy na rozmaite problemy zwiazane z rozmaito-
Sciami ze strukturg Riemanna, czyli rozmaitosciami, na ktorych przestrzenie styczne sa prze-
strzeniami wektorowymi z iloczynem skalarnym. Wymaga sie takze gtadkiej zaleznosci iloczynu
skalarnego od punktu na rozmaitosci, co prowadzi do pojecia tensora Riemanna. Rézniczkowym
odpowiednikiem symplektycznej przestrzeni wektorowej jest rozmaitos¢ symplektyczna. Jest to
rozmaitos¢ P z dwuformag w niezdegenerowang i zamknieta, tzn taka, ze dw = 0. Wiadomo, ze
w przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym zawsze znalez¢ mozna baze ortonormalna, tzn.
takg w ktorej iloczyn skalarny ma postac¢ kanoniczna. Nie udaje sie to zazwyczaj na rozmaitosci.
Zawsze mozna znalez¢ uktad wspolrzednych taki, ze w jednym punkcie baza zwiazana z tym
uktadem jest ortonormalna, ale juz w punktach sasiednich zazwyczaj cos si¢ psuje. Miarg tego
spsucia” jest tensor krzywizny. Mozemy zastanowi¢ si¢ nad podobnym problemem dla rozma-
itosci symplektycznych. Latwo stwierdzi¢, ze zawsze mozna znalezé¢ taki uktad wspétrzednych
w otoczeniu wybranego punktu, ze w tym punkcie forma symplektyczna ma postaé¢ kanoniczng.
Nie wiadomo jednak na pierwszy rzut oka, czy istnieja uktady wspotrzednych dobre dla cate-
go otocznia a nie tylko jednego punktu. Okazuje sie, ze jest to jedna z podstawowych réznic
miedzy strukturg Riemanna a strukturg symplektyczna. Do kolekcji wizerunkéw matematykow
pora dotaczy¢ (Fig.41) Jeana Gastona Darboux (1842-1917).

Twierdzenie 12 (Darboux) Niech (P,w) bedzie rozmaitoscig symplektyczng wymiaru 2n.
Dia kazdego punktu x € P istnieje otoczenie O i uklad wspdtrzednych (¢°,p")"_, w tym oto-
czeniu taki, ze w kazdym punkcie y € O forma symplektyczna w ma postac

W= qu’?\ dp'.

=1
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Rys. 41: J.G. Darboux

Dowod tego twierdzenia wymaga od nas pewnych przygotowan dotyczacych pol wektoro-
wych zaleznych od czasu. Zacznijmy od nastepujacego zadania:

Zadanie 5 Niech F' : R x M — M bedzie gtadka rodzina dyfeomorfizméw a o : R x M —
AFT*M gtadkg rodzing form. Udowodnié wzor

d d
E(Ft*o-t> = Ft* (EO} + d(Z(Xt)O't) + Z(Xt)dO't)> s

gdzie Fy = F(t,+), oy = o(t,-) a X; jest polem wektorowym na M od czasu zwiazanym z F;,
tzn X;(q) jest elementem T M stycznym to krzywej s — F(t + s,q) w s = 0. Mowimy, ze
X:RxM—TM, X(t,q) = X;(q) jest polem zaleznym od czasu.

Rozwigzanie: Rozwazmy najpierw przypadek specjalny: M = R x ). Niech takze rozwaza-
na rodzina dyfeomorfizméw bedzie bardzo prosta (oznaczmy ja v, zamiast Fy, co przyda sie
pdzniej), ¥y(s,q) = (s + t, q). Pole wektorowe zwigzane z ta rodzing jest stale, tzn. nie zalezy
od t, i ma postaé¢ Y;(s,q) = 0s (znowu zmiana oznaczen Y; zamiast X, takze przydatna w
przysztosci). Rodzine form na R x () mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

o =ds Aa(t,s) + b(t,s)

gdzie a i b sa dwuparametrowymi, gtadkimi rodzinami form na M rzedéw odpowiednio k — 1 i
k. W tej sytuacji
Yoy =dsAa(t,s+1t)+b(t,s+1)

oraz

d, . 0 0 9] d
g(iﬁt o;) =ds A aa(t, s+t)+dsA ga(t, s+t) + ab(t, s+t)+ Ea(l. s+t) (55)
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Przyjrzyjmy si¢ teraz sktadnikom po prawej stronie wzoru:

d o) 0
3= ds A aa(t, s) + &b(t, s),

i po cofnieciu przy pomocy v, mamy

0

.(d 0
Wy (dtat> =ds A &a(t, s+t) +

co pasuje o czerwonych sktadnikéow sumy (55). Przechodzimy do nastepnego skladnika:

Yoy = alt,s),  P(Y)or) = alt,s +1),

d(¥; (1(Yy)oy)) = ds A aia(lﬁ, s+t) +dga(t,t + s). (57)

Mamy kawalek pasujacy do niebieskiego sktadnika i jeszcze co$, co jest niepotrzebne. Pora na
ostatni sktadnik

do, = —ds Adga(t,s) +ds A aab(t, s) +dob(t, s).
s

Po zwezeniu z Y; i cofnieciu mamy

Yy (u(Yz)doy) = —dgalt,s +t) + ) (58)

Ostatni sktadnik pasuje do wyrazu zielonego, zas$ czarny upraszcza sie z tym niepotrzebnym w
(57). W przypadku specjalnym wzér zostal wiec udowodniony. Rozwazmy trzy odwzorowania:

7 M —=Rx M, j(m)=(0,m)
Yy Rx M —Rx M, i¢s,m)=(s+t,m)
F:RxM— M, F(t,m)= F,(m)

Odwzorowanie F; mozemy zapisaé¢ troche dziwnie, ale przydatnie, jako
F,=Foy,oy wtedy F/ =) "01oF"
Liczymy wiec %(Ft*at):

d . d
a(Ft o) = dt

Odwzorowanie 9, jest jak w przyktadzie specjalnym, wolno wiec zastosowaé¢ wzor:

i F o) = 1 S 0 (Fo) =

=01 () + A ) +1)aE ) =

W pierwszym sktadniku odwzorowanie F' nie zalezy od t, zatem mozna zamieni¢ rozniczkowanie
po t z cofnigciem. Drugi ze sktadnikow mozna przeksztatci¢ korzystajac z faktu, iz Y, = 0, a
TF(Y;) = X;, zatem

d(o(Yy) F oy = d(F*(Xy)oy) = F*d(1(Xy)oy)
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Trzeci sktadnik to
Z(E)d(F*O'O = Z(E)F*dgt = F*Z(Xt)dO't.

Po podstawieniu powyzszych przeksztatcen mamy

=y F* <:t<at> +d(o(Xy)oy) + Z(Xt)d0t> = F; <cjjt(at) +d(o(Xy)oy) + z(Xt)dat> )

Wzor zostat wigc wyprowadzony. Ostatnie dwa sktadniki w nawiasie przypominaja pochodna
Liego formy wzgledem pola wektorowego, zapisuje si¢ wiec je czasami jako Lx, 0. [

Drugi problem przygotowawcze dotyczy potokow pél zaleinych od czasu. Nie bedziemy for-
mutowacé go jako zadania do rozwiazania, przyjrzymy sie jednak sytuacji. Zaczynamy od gtadkiej
rodziny p6l wektorowych na M, ktéra mozna zada¢ przy pomocy odwzorowania X : R x M —
TM zachowujacego rzut na M. Mozemy rozszerzy¢ to pole do prawdziwego i niezaleznego od
niczego pola X na R x M wzorem X (t,m) = 0;+ X;(m). Potok pola X jest okreslony na R x M
i ma postac

Ps(t,m) = (t+5,4(t,m)).

W szczegolnosci warunek poczatkowy ¢ = 0 dla s = 0 daje odwzorowanie

953(07 m) = (87 @S(O’ m))
7 polem zaleznym od czasu zwigzana jest wiec jednoparametrowa rodzina dyfeomorfizmow
F:RxM— M, F(s,m)=s0,m,)

Wyglada ona podobnie do jednoparametrowej grupy dyfeomorfizmoéw zwiazanej z polem nie-
zaleznym od czasu, jednak nie ma wtasnosci grupowych. Poniewaz odwzorowanie ¢, pochodzi
od prawdziwej grupy dyfeomofrizméw na R x M obowigzuje pewna zasada sktadania, ale jest
ona bardziej skomplikowana:

(PrJrs(Ov m) = @r (1", 908<O7 m))

i nie da sie wyrazi¢ w terminach samego odwzorowania F'. Skonstruowane powyzej odwzorowa-
nie [’ nazywa sie czasami potokiem pola zaleznego od czasu.

Dowéd twierdzenia Darboux Niech (P,w) bedzie rozmaitoscia symplektyczna. Ustalamy
punkt x € P oraz otoczenie U tego punktu w ktérym wybieramy uktad wspotrzednych ¢ :
U — R™ taki, zeby w punkcie z forma w miata posta¢ kanoniczna. Uzywajac odwzorowania
zwigzanego z mapa mozemy takze przeciggnaé na otoczenie U kanoniczng forme symplektyczng
z R?". Przeciggnieta forma jest oczywiécie w postaci kanonicznej. Oznaczmy ja n. W punkcie
r mamy w, = 7. Dowdod polegal bedzie na znalezieniu odwzorowania F' : O — M, ktére
bedzie dyfeomorfizmem O na F(O) zachowujacym punkt z dla pewnego O zawartego w U
spetniajacym warunek F*n = w. Nowa mapa w otoczeniu punktu = postaci ¢ o F' dostarczy
wspotrzednych kanonicznych dla formy w w otoczeniu O punktu z.

Niech w; bedzie rodzing form symplektycznych dana wzorem w; = tn + (1 — t)w. Mozemy
mysle¢ o tej rodzinie jako o deformacji formy w. Istotnie bowiem wy = w za$ w; = n. Potrzebu-
jemy teraz rodziny dyfeomorfizméw spetniajacych warunek Fyw; = w i zachowujacych z, tzn.
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F,(z) = z. Poszukiwanym odwzorowaniem F bytoby wtedy F}. Jak znalez¢ taka rodzine? Skoro

Fru, = w, to
d .
&(Ft (.L)t) =0.

Skorzystajmy wiec ze wzoru z zadania:

d
0= Ft* (dtwt + dZ(Xt)wt - Z(Xt>dwt>

Kazda z form w; jest zamknieta, wiec ostatni wyraz w nawiasie znika. Posta¢ w; jest znana,
mozemy policzy¢ pierwszy sktadnik: %wt =n —w. Wzbr przyjmuje wiec postac

0=F(n—w+du(X)wt),

a skoro F} to dyfeomorfizmy, cofniecie mozna opusci¢. Ostatecznie warunek na zalezne od czasu
pole wektorowe zwigzane z F; ma postac

CIZ(Xt)CL)t =w—-1.

Formy symplektyczne w i n sa zamkniete, a wiec lokalnie zupelne. Jesli A\ jest taka lokalna
forma, ze dA\ = w — 1, to X; mozna poszukiwa¢ w postaci spelniajace rownanie

l(Xt)wt =\

Kazda z form w; jest niezdegenerowana przynajmniej dla pewnego otoczenia zera w R, zatem
wybor formy pierwotnej A determinuje X; w sposéb jednoznaczny. Dyskutujac pola zalezne
od czasu zauwazyliSmy, ze kazdemu takiemu polu odpowiada lokalna rodzina dyfeomorfizmow.
Zmniejszajac ewentualnie otoczenie na ktérym jest ona okreslona mozemy zapewnié, ze rozwia-
zanie bedzie istniato takze dla ¢ = 1. Wybierajac A mamy pewna swobode. Ustalajac A\, = 0
zapewnimy, ze X;(z) = 0, wtedy F; bedzie zachowywato punkt .

Pokazalismy zatem, ze mozliwe jest skonstruowanie odwzorowana [ spelniajacego nasze
wymagania, a co za tym idzie mozliwe jest skonstruowanie kanonicznego uktadu wspétrzednych
w otoczeniu kazdego punktu. [J

W dalszym ciggu kwestia kanonicznych wspotrzednych nie bedzie nam spedzata snu z po-
wiek. W mechanice istotna jest struktura symplektyczna na przestrzeni totalnej wiazki kostycz-
nej, gdzie wspotrzedne kanoniczne mamy za darmo. Czasami pojawiaja si¢ inne przestrzenie
fazowe, n.p. afiniczne wersje wigzki kostycznej, jednak takze w tym przypadku nie ma trudnosci
ze skonstruowaniem odpowiednich wspétrzednych.

9.1 Geometria wigzki kostycznej

Z podstawowego kursu geometrii rézniczkowej wiemy, ze my; : T"M — M jest wigzka wektorowa
z wioknem typowym R" (dim M = n). Wybér uktadu wspoétrzednych (¢°) w otwartym zbiorze
U C Mpozwala wprowadzi¢ uktad wspoétrzednych w 73/ (i) liniowy we wioknach wiazki. Kazdy
kowektor p € T; M mozna zapisa¢ w bazie przestrzeni T, M sktadajace] sie¢ z rézniczek funkeji ¢':
p = pi(p)dq'(q). Przyporzadkowanie punktowi p liczb (¢"(q), p;(p)) jest uktadem wspohrzednych
w Ty (U).
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Najbardziej znang i najczesciej uzywang strukturg geometryczng na wigzce kostycznej jest
kanoniczna forma symplektyczna wy;. Poswiecimy teraz chwile czasu na jej definicje oraz zapre-
zentowanie podstawowych wtasnosci. Forma symplektyczna na wiagzce kostycznej jest odwzoro-
waniem dwuliniowym antysymetrycznym dziatajacym na wektorach stycznych do przestrzeni
T*M. Musimy wiec przyzwyczaié sie do uzywania iterowanych funktoréow stycznych. Rozma-
ito$¢ TT*M wyposazona jest w dwie struktury wigzki wektorowej: 7r+p7 : TT"M — T*M oraz
Try » Tt*M — TM. Struktury te sg ze sobg zgodne, tzn pola Eulera zwigzane z obiema
wigzkami komutujg. Zapiszmy te pola we wspotrzednych. Wybér uktadu wspotrzednych (¢°)
w U C M umozliwia skonstruowanie wspotrzednych (', p;, ¢*, p1) zgodnych ze struktura po-
dwdjnej wiazki wektorowej. W tych wspotrzednych pole Eulera zwiazane z wiazka 73, ma
postaé

Vi(d',pj, d", 1) = §'0y + p;0y,,
podczas kiedy pole zwigzane z wigzka Ty, to
Valq', pj, ¢* p1) = pi0p, + POy,
Podwdjng wiazke wektorowa wygodnie jest prezentowac za pomoca diagramu

TT"M

TT;V \M
™
Odpowiednie rzuty we wspotrzednych zapisuja sie nastepujaco:
TT*M - (qlapquvpl) — (ql7p])

Trar: (dp5, 6% p1) — (¢, ")

Niech v bedzie elementem TT*M. Kowektor 7r+p/(v) 1 wektor Ty (v) sa zaczepione w tym
samym punkcie rozmaitosci M, Mozna je wiec na sobie obliczy¢. Odwzorowanie

TT"M 3 v +— (rr=n(v), Try(v)) €R

jest liniowe ze wzgledu na strukture wektorowa nad T*M, jest wiec jednoforma liniowg na T*M.
Jednoforme te nazywamy formaq Liouville’a i oznaczamy 6y,. Mamy wiec

On(v) = (Trems(v), T (v) ).

Zwroémy uwage, ze definicja formy Liouville’a zawiera jedynie naturalne struktury TT*M, jest
wiec kanoniczna. W standardowych wspoétrzednych (¢*, p;) mamy

O = pidq’.

Rézniczke formy Liouville’a oznaczamy wy, 1 nazywamy kanoniczng formq symplektyczng na
przestrzeni kostycznej:

wyr = dbyy, wyr = dp; Adg' =dpy Adgt + -+ 4 dp, Adg™.
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Widzimy przy okazji, ze forma ta jest w postaci Darboux. Wspélrzedne naturalne na T*M sg
wspoirzednymi Darboux dla wy,. Forma wy, jest oczywiscie zamknieta (bo zupeina) i niezde-
generowana (wida¢ z wyrazenia na wspohrzednych).

Forma symplektyczna, podobnie jak iloczyn skalarny, definiuje izomorfizm wigzki stycznej
do rozmaitosci symplektycznej i kostycznej do niej. Ogélnie, jesli (P, w) jest rozmaitoscia sym-
plektyczna, to

TP>vr— wp(-,v) € T'P.

W naszym przypadku
By :TT"M — T*T"M
v By (v) = wp(-,0)
odwzorowanie to jest liniowym izomorfizmem wigzek wektorowych nad T*M, co wynika z samej
definicji, ale ma tez szereg innych wtasnosci. Jest, jak sie okazuje takze izomorfizmem podwoj-
nych wigzek wektorowych oraz izomorfizmem struktur symplektycznych (T*T*M,wr=)s) oraz

(TT*M,drwyy), ale o tym troche p6Zniej, albo weale (bo nie wiadomo czy zdazymy). Zapiszmy
By we wspotrzednych:

v =" + POy, wyr = dpy Adg*, Bu(v) = —i(v)wyr = ¢ dpy, — p;dg’

ﬁM(qivpj7 qkapl) = (qz7p]7 _p]m ql)
Odwzorowanie 3, stuzy do produkowania pdl wektorowych na T*M z funkcji na T*M. Niech
f:T"M — R bedzie gltadka funkcja. Wtedy X jest polem na T*M zadanym warunkiem

Pisze sie tez
df =wn(, Xyp), —u(Xp)wn = df,

co oczywiscie na jedno wychodzi. Uzycie odwzorowania (3); jest wygodniejsze w bardziej zto-
zonych sytuacjach niz przedstawiona powyzej najprostsza. Pole X; nazywa si¢ polem hamilto-
nowskim funkcji f. Pora na pole hamiltonowskie we wspotrzednych:

f :T"M — Rv (qi’pj) — f(qivpj)v

8f ap;
Op;

df : T"M — T'T°M, (¢’ p;) — afqu + =

Sktadajac z 3y, otrzymujemy pole wektorowe

q7p] q7p]’apj’ aql
czyli
of of
Xy=—0,— =—0,,.
! apjaq aqzapz
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Sprawdzmy co bedzie gdy f(q,p) = H(q,p) = 59" pip; + V(q):

. av
XH = %g ]pjaqi — aiqkapk

Krzywa catkowa t — (q(t), p(t)) powyzszego pola spetnia réwnania

dt — m? P dt — 9¢

Pierwsze rownanie to zwiazek miedzy pedem a predkoscia. Drugie mowi, ze zmiana pedu w cza-
sie jest proporcjonalna do ,minus” rézniczki potencjatu, czyli do czegos zazwyczaj rozumianego
jako sita. Uktad réwnan

d¢  0H
o = oy,
dp;  OH
dt ~ 9¢"’

ktory odpowiada polu pochodzacemu od hamiltonianu nazywa sie zazwyczaj réwnaniami Ha-
miltona uktadu mechanicznego opisywanego przez H. Rozwiazaniami tego uktadu sg krzywe w
przestrzeni fazowej (T*M), czyli w przestrzeni potozen i pedow.

Zadanie 6 Obliczyé
ﬁXfwM.

Rozwigzanie:
Lx,wy = du(Xy)wy + o(Xy)dwy = d(=df) +0 =

I jeszcze jeden obrazek do kompletu:

T T*M TT"M
T7rM
dH !
TT* M TT* M
T* M T]\{ T*
w*
M

M
Geometria wigzki stycznej. Zajmiemy si¢ teraz geometrig wiazki stycznej. Poprzednie do-
sSwiadczenia wskazuja, ze zajac si¢ bedzie trzeba bez watpienia iterowanymi wiazkami TTM
oraz T*TM. Najpierw jednak przypomnijmy operacje podniesienia pionowego, ktéra jest cha-
rakterystyczna dla kazdej wiagzki wektorowej. Niech wiec w ogélnosci 7 : E — M bedzie wigzka
wektorowa. Méwilismy juz, ze wektory styczne do E' i pionowe wzgledem rzutu 7 (tzn takie, ze
v € T.E, Tr(v) =0) mozna punkt po punkcie w E utozsamiaé z elementami wtokna E,

VeE ~ ET(e) .

137



Istnienie takiego utozsamienia pozwala na podnoszenie elementéw E do wektorow stycznych
do E. Niech e, f € F iniech 7(e) = 7(f). Podniesieniem pionowym f do punktu e nazywalismy
wektor styczny do krzywej

t—e+tf

w t = 0. Stosowny wektor styczny oznaczamy fY € V.E. To samo mozna zrobi¢ dla wiazki
stycznej 7y biorac E = TM. Mamy podniesienie

TM Xy TM 3 (v,w) — w), e VTM C TTM.

Jesli E = TM, mozemy, uzywajac podniesienia pionowego, skonstruowa¢ kanoniczny endor-
morfizm

Sy TTM — TTM.
Wzér jest prosty (choé wyglada raczej paskudnie):

Su(v) = [T ()77 )

Endomorfizm S); jest ztozeniem rzutéw Try, i 7rar 1 podniesienia pionowego. Na dowolnej
wigzce wektorowej takiego endomorfizmu nie ma, bo rzuty T7 i 75 majg inne przeciwdziedziny.
We wspotrzednych (¢, ¢7, 0%, 6¢') mamy:

v = 5qk3qk + 5qk(?qk
Try(v) = 5qk(9qk
v (V) = qkﬁqk
Su(v) = 8¢ 0

czyli

SM(qZ> qja 5qk7 5ql) = (qla Cf? 07 5qk)
Odwzorowanie S jest endomorfizmem wiazki 77,,. Obrazem tego endomorfizmu jest podwiazka
wektorow pionowych. Wiazka 7, jest wiazka wektorowa, zatem istnieje na niej pole Eulera

VTM(U) = ’UZ.

So czego moze przydac sie endomorfizm kanoniczny S),;? Pewnie ma duzo zastosowan. Przytocz-
my jedno z nich przydatne w tradycyjnym sformutowaniu mechaniki lagranzowskiej. Rownania
rozniczkowe drugiego rzedu rozwiazujemy czesto zamieniajac je na uktad réwnan pierwszego
rzedu na zmienne i ich pochodne. W ujeciu geometrycznym oznacza to, ze réwnanie drugiego
rzedu zapisujemy jako pole wektorowe na wigzce stycznej do rozmaitosci. Punkty na rozma-
itodci reprezentuja zmienne a wektory styczne zmienne wraz z pochodnymi. Oczywiscie w ten
sposob dostajemy jedynie niektére pola wektorowe na TM. Jak sprawdzi¢, czy pole wektorowe
pochodzi od réwnania drugiego rzedu? Mozna na przyktad sprawdzié, czy

S(X(’U)) = VTM(’U).

7, grubsza sprowadza sie to popatrzenia czy rzuty T7y i 7y wektoréw stanowigcych wartosci
pola X sa takie same. Rownanie Eulera Lagrange’a jest drugiego rzedu, mozna wigc probowaé
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geometrycznie przedstawiaé je jako pole wektorowe na wigzce stycznej. Doktadniej zajmiemy
sie tym w nastepnym wyktadzie. Teraz powro¢my do badania struktury wiazki styczne;j.

Pamietamy takze, ze TTM jest podwdjna wigzka wektorowa. Stosowne pola Eulera maja
postac

Vl = 5qk35qk + 5qkaqu

Pole V1 zwiazane jest ze struktura 7ry; a pole Vs ze struktura Try,.

TTM
TTM XM
™ ™

wy
M

[terowana wiazka styczna wyposazona jest takze w kanoniczne odwzorowanie k,;, ktore poja-
wito sie juz na tym wyktadzie, ale nie byto oméwione doktadnie. Ma ono zrédto w rachunku
wariacyjnym. Zatézmy, ze M jest przestrzenia potozen jakiegos uktadu mechanicznego nie-
relatywistycznego. Ruch tego uktadu opisany bedzie krzywa v : R — M. Badajac uktad w
sposob wariacyjny zazwyczaj deformujemy nieco trajektorie uktadu wzdhuz nowego parametru
rzeczywistego s, co mozemy zapisa¢ jako odwzorowanie

R? > (s,t) — x(s,t) € M

takie, ze x(0,t) = v(t). Przyda nam sie takze ustalenie punktu ¢ € M, ¢ = x(0,0). Lagranzjan
okreslony jest zazwyczaj na potozeniach i predkosciach, czyli na wigzce stycznej. Zeby obliczy¢
wariacje dziatania musimy umie¢ zwariowaé takze predkosci. Podnosimy wiec odwzorowanie x

do wiagzki stycznej biorac wektory styczne wzgledem parametru t. Parametr s mierzy wariacje:
R2 5 (s,t) — tOVx(s,t) € TM.

Zazwyczaj interesuja nas wariacje infinitezymalne. Geometrycznie reprezentujemy je jako wek-
tory styczne do krzywych parametryzownaych przez s. W szczegdlnosci wariacja predkosdci w
punkcie ¢ (t = 0), to wektor styczny do krzywej

5 — t(o’l)x(s, 0),

bedacej krzywa w T M. Infinitezymalna wariacja predkosci jest wiec elementem TTM. Z drugiej
strony catkujac przez czesci przy wyprowadzeniu réwnan Eulera-Lagrange’a chcemy traktowaé
wariacje predkosci raczej jako pochodng po czasie t wariacji potozenia. Oznacza to, ze najpierw
bierzemy wektory styczne wzgledem parametru s:

R? 5 (s,t) — t00x(s, 1) € TM,

a potem ustalamy s = 0
t — t10x(0, 1),
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i rozniczkujemy wzgledem t otrzymujac inny wektor styczny do TM. Jest on zaczepiony w
innym punkcie T,M! Odwzorowanie, ktére przypisuje wariacji predkosci podniesienie styczne
wariacji potozenia jest szukanym rj;. OpowiedzieliSmy o kj; pogladowo, teraz pora na precy-
zyjne wzory. Wygodnie jest ustali¢ pewna konwencje: Niech v = (q,q,5q,5q). Moéwimy, ze x
jest reprezentatntem v jedli v = tt(®Vy(0,0), to znaczy miedzy innymi, ze

(g.9) =tVx(0,0),  (g.99) =t"x(0,0).
W ten spos6b na poziomie reprezentantéow kj, realizuje si¢ jako
X— X, X(s,1) =x(t,s).
Analizujac przykladowe y dla v = (q, ¢, dq, 0q):
X' (s,t) = ¢" +t§" + s5q" + stéq'.

Widzimy, ze ‘ _

KM((L Q7 5(]7 6(]) - <Q7 6q7 q.a 6g)
Okazuje sie, ze tak proste odwzorowanie ma bardzo istotne zastosowania zaréwno w geometrii
wigzki stycznej jak i w mechanice.

Zadanie 7 Postugujgc sie rachunkiem na wspotrzednych wykazaé, zZe jesli X 1Y sq dwoma
polami wektorowymi na rozmaitosci M, to zachodzi wzor

ra(TY(X)) = TX(Y) = [X, Y]k

Odwzorowanie k), zamienia rzuty zwiazane ze struktura podwojnej wiazki w TTM. kj; jest
izomorfizmem podwdjnych wigzek wektorowych:

TTM
TTIW

TT
TTM
T1am

9.2 Lagranzowskie sformulowanie mechaniki klasycznej

M
™

Lagranzowski opis mechaniki tradycyjnie kojarzony jest z rownaniem Eulera-Lagrange’a. Row-
nanie Eulera-Lagrange’a wyprowadzamy z zasady wariacyjnej, uzywajac zazwyczaj rachunku na
wspotrzednych. Postugujemy sie tutaj analogia z uktadami statycznymi: zamiast potozen ukta-
du mamy krzywe (ruchy), zamiast energii wewnetrznej dziatanie. Punkt réwnowagi to punkt
ekstremalny energii wewnetrznej, szukamy wiec punktow ekstremalnych dziatania starajac sie
stosowa¢ metody podobne do rézniczkowych. W statyce punkty rownowagi uktadéw potencjal-
nych to te punkty w ktérych rézniczka potencjatu znika. Liczymy wiec cos w rodzaju rézniczki
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dziatania. Wariacje krzywej odgrywaja role wektoréw stycznych do konfiguracji na ktorych
rozniczke dziatania obliczamy. Bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen: krzywa, ktora pod-
dajemy wariacji to ¢t — (t), we wspoirzednych ¢ — ~'(t). Wariacje odbywaja si¢ wzdluz
parametru s, mamy wiec tez odwzorowanie (s,t) — x(s,t), we wspolrzednych (s,t) — x'(s,t),
takie, ze x(0,t) = v(t). Pochodna po t oznacza¢ bedziemy kropka a po s symbolem ¢§. Oznacza
to, ze np. t — 5%(t) to prolongacja krzywej v do TM, za$ t — dx(0,t) to krzywa w TM, ktoérej
wartosciami sa wektory styczne do krzywych s +— x(s,t) dla kazdego ustalonego t w s = 0.

Ci’" =0 S, ) = dss=o /abL(X(S’t»dt B /abcig|SOL<X(8,t))dt —
_ [OL 5 (0, t)+§L(5X(0 t)ldt:

= ab a 15X (0 t) g;((sx7)(0‘t)‘| di —

£ e ) -5 (e

b

oL ; oL _;
(5[]

Typowa argumentacja jest dalej nastepujaca: wsréd wszystkich krzywych ¢ +— 0x(0,t) wyrdz-
niamy znikajace na koncach, tzn. takie, ze wektory dx(0,a) i 0x(0,b) znikaja. W ten sposéb
wyrazy brzegowe przestaja sie liczy¢. Jedli rézniczka S ma znika¢, dla dowolnych wariacji zni-
kajacych na koncach to wyrazenie zaznaczone na niebiesko pod catka musi znika¢. Wyrazenie
to przyrownane do zera daje wlasnie rownanie Eulera-Lagrange’a:

oL d (OL\ _
R A I

Po wykonaniu rézniczkowania po t widzimy, ze jest to réwnanie (uktad réwnan) drugiego rzedu:

oL O*L . V- oL .

— - @ =0

o¢ 040"~ 9o
Jesli potraktuje si¢ analogi¢ statyczng do konca powaznie i dalej prowadzi rozumowanie w
ten sposob niechybnie wpada sie¢ w ktopoty. Zazwyczaj wiec wszelkie wyprowadzenia rownan
ruchu zatrzymuja sie w tym miejscu. Zeby pociggnaé sprawe dalej i nie stracié sensownodci
rozumowania, a nawet cos zyska¢, trzeba zmieni¢ punkt widzenia. Ale o tym pézniej. Na razie
zajmujemy sie tradycyjng mechanika lagranzowska.

7 punktu widzenia geometrycznego réwnanie E-L okresla podzbiér w T?M. Zapisane we
wspoOtrzednych rownanie to jest zadane w sposob uwiktany ze wzgledu na . Fizycy nie lubig
jednak rownan rozniczkowych zapisanych w postaci podzbioréw-w-czyms-tam w sposéb uwi-
ktany. Fizycy lubig pola wektorowe! Jest to z reszta zrozumiate, gdyz twierdzenie Cauchy’ego o
istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania dotyczy réwnan pierwszego rzedu zapisanych w sposob
jawny, tzn, geometrycznie mowige, pol wektorowych! Majac to twierdzenie mozemy dokonywacé
rozmaitych cudéw zmierzajgcych do rozwigzania réwnania nie przejmujac sie nadmiernie for-
malnosciami. Wazne, zeby na koncu okazato sig, ze to co mamy to jest rozwiazanie. A skad je
wzieliSmy - to juz nie takie wazne!

a
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Fakt, ze rownania E-L sg drugiego rzedu nie jest jeszcze taki ktopotliwy. W drugim semestrze
analizy nauczyliSmy sie radzi¢ sobie z takim problemem - zamieniamy réwnanie drugiego rzedu
na réwnanie pierwszego rzedu na zmienne i ich pochodne. Gorzej z postacia uwiklana. Zeby
bylo pole wektorowe potrzebujemy réwnanie w postaci ¢ = ---, a to sie moze udaé, a moze
nie!

, _ _9’L %L
Dla celow rachunkowych oznaczmy Fj; = 8300 8500

macierzy F' i H zaleza od ¢ oraz ¢’. Réwnanie E-L w nowych oznaczeniach to

oraz H;; = Wyrazy macierzowe

oL

@ - Hijqi - Fzgql =0

W spos6b jawny mozna to réwnanie zapisa¢ gdy macierz F;; jest odwracalna. Wtedy

' = (F 1)3 (8(17 Hy;q )

Pole wektorowe na TM, ktére odpowiada powyzszemu rownaniu drugiego rzedu to

_ 0 i (9L ) O
Koo =0+ (0 (g~ o) 5

Zauwazmy, ze to pole ma whasnos¢ S(Xgp_r(v)) = Vru(v). Naszym zadaniem bedzie teraz
konstrukcja pola Xg_; w sposdb geometryczny, tzn bez uzycia wspotrzednych.

Odwozorowanie Legendre’a: Rozwazmy T*E, czyli wiazke kostyczng do wiazki wektorowej.
Pamietamy (by¢ moze), ze wektory pionowe w T.E, czyli styczne do wtékna E, w punkcie e
mozna utozsamic¢ z elementami wtékna E,. Kowektor ¢ € T, E obcigty do pionowych jest wigc
elementem E;. W ten sposob powstaje odwzorowanie g : T'E — E*. Okazuje si¢, ze wiazka
&g jest wiazka wektorows, a diagram

TFE

X
\/

opisuje strukture podwdjnej wigzki wektorowej. Biorgc £ = TM dostajemy

T*TM

Ey W\/l
"M ™
N
M
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Rézniczka lagranzjanu L : TM — R jest odwzorowaniem dL : TM — T*TM. Odwzorowanie
Legendra’a to ztozenie A = {1y o dL:

T*TM oL

We wspotrzednych o .
g(qlv q]7 G, bl) = (qla bj)7

zatem odwzorowanie Legendre’a to

o . L
AW@UZWQE)

Odwzorowanie Legendre’a przyporzadkowuje predkosciom pedy. Na przyktad dla lagranzjanu
mechanicznego

. moo
L(g,q) = 5 954'¢ = V(")
mamy
oL My i y
aTjj = 5 gij4 = Mg;;q .

Bez wspotrzednych napisalibysmy
Av) = mg(v,-) = mg(v),

gdzie g jest izomorfizmem wiazki stycznej i kostycznej pochodzacym od metryki. W pewnym
sensie wiec ped to masa razy predkos¢, a ,pewien” sens polega na nie rozréznianiu miedzy
wektorami a kowektorami, co na przestrzeni z metryka bywa wygodne.

7 definicji odwzorowania A wynika, ze zachowuje ono rzut na M, tzn obraz witdkna wiazki
stycznej nad ¢ jest we witoknie wigzki kostycznej nad ¢q. Macierz F' jest macierza pochodnej
odwzorowania A liczonej wzdtuz wlokien wigzki stycznej. Odwracalnos¢ tej macierzy oznacza
(Twierdzenie o Lokalnej Odwracalnosci), ze lokalnie odwzorowanie A jest dyfeomorfizmem. W
takim przypadku mowimy, ze lagranzjan jest reqularny. Jedli odwracalnosé jest globalna, tzn A
jest globalnym dyfeomorfizmem TM i T*M méwimy, ze lagranzjan jest hiperregularny. Tak wia-
$nie jest dla lagranzjanu mechanicznego zwiazanego z metryka. Odwzorowanie g jest globalnym
dyfeomorfizmem. Dla lagranzjanu mechanicznego zatem réwnanie E-L da si¢ odwiktac i zapisac
jako pole wektorowe na wiazce stycznej. W dalszym ciggu zaktada¢ bedziemy, ze lagranzjan
jest regularny.

Symbolem wy, bedziemy oznaczaé forme A*wy, na TM. Dla regularnego lagranzjanu forma
ta jest symplektyczna, moze wiec postuzy¢ do produkowania hamiltonowskich pél wektorowych
z funkcji na TM.
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Twierdzenie 13 Rownanie FEulera-Lagrange’a dla reqularnego lagranzjanu L jest reprezento-
wane przez hamilonowskie pole wektorowe funkcji energii

E(v) = (Mv),v) — L(v)
wzgledem formy wr,.

Dowéd: Przeprowadzimy odpowiednie rachunki na wspotrzednych. Zacznijmy od formy wy:

L .
wr, = )\*WM =d (ng> AN dql =

0?L O0?L

J i 2J t— H..do? i - ded i
aqiaqa'dq ANdq" + &ji@qidq Ndq" = Hj;dg’ Ndq" + Fijd¢’ A dg

Roézniczka funkcji energii to

dE - (gq - ijq'ﬂ) dq’ — Fyidi’

Pole wektorowe

0 .0
X=A"—+DB—
o7 7 g
jest polem hamiltonowskim dla E jesli
dE = WL(', X),

z rézniczky energii trzeba wiec poréwnaé
wi (- X) = (HuAl — Hy A+ FyB) dg' — Fi Aldg.

7 poréwnania wynika, ze A® = ¢*, oraz

g . . 0L j
Hj¢’ — Hyj¢) + Fi B = o0 i7q’
czyli
. . [ OL
B = (FY* | 2= — Hyd' ).
( ) <8q’f lkCI>

7 rachunkow wynika zatem, ze

O

Zadanie 8 W ramach ¢wiczenia prosze policzyc funkcje energii dla lagranzjanu mechanicznego
L(q,q) = %gijqiqj — V. Znalezé takze wy, oraz Xg_r. W przypadku potencjatu V = 0 porow-
naé wynik ze wzorami na podniesienie horyzontalne krzywej (przesuniecie réwnolegle) wzgledem
koneksji metryczney.
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W powyzszym zadaniu Xg_; dla V = 0 powinno wyjs¢

Xp- = Qzaaqi - mrinzqm(]'l;qj~

Dla hiperregularnego lagranzjanu mozemy funkcje energii ztozy¢ z A\=! otrzymujac hamilto-
nian: H(p) = E(A1(p)). Nikogo nie zdziwi, ze pola Xy i Xg_r sa A\- zwigzane.

Niestety istnieja wazne fizyczne przyktady w ktérych lagranzjan jest nieregularny. Mimo to
chcielibyémy opisywacé takie uktady na sposob lagranzowski i hamiltonowski. Oczywiscie jest
jasne, ze trzeba bedzie zgodzié¢ si¢ na jakie$ ustepstwa. Skoro bowiem A jest nieodwracalne i
F;; nie jest maksymalnego rzedu, to réwnanie F — L nie da si¢ odwikta¢. Nadal jednak jest ono
sensownym réownaniem drugiego rzedu, konsekwencjg zasad wariacyjnych. Szczegolnie ktopotli-
we jest przejscie do opisu hamiltonowskiego: skoro nie ma A7, to jak napisa¢ hamiltonian? I
w ogoble czy to ma jakis sens? Na przyktadzie swobodnej czastki relatywistycznej zobaczymy,
ze dosy¢ duzo ,przezywa” z powyzszego opisu mimo braku regularnoséci. Okazuje sie tylko, ze
narzedzia, ktorych uzywamy sa niedostosowane do sytuacji. Warto zatem poszukac lepszego
jezyka geometrycznego.

W dalszym ciggu M bedzie oznaczalo czasoprzestrzen Minkowskiego, czyli czterowymiarows
przestrzen afiniczna wyposazona w stata metryke n o sygnaturze (+ — ——) i orientacje wek-
toréw czasowych. Symbolem V' bedziemy oznaczaé¢ modelowa przestrzen wektorowa. W takim
przypadku mamy utatwiajace zycie identyfikacje TM ~ M x V', T*M ~ M x V*. Odwzorowanie
n:V —V* n(v) =n(v,-) jest izomorfizmem. Potrzebna bedzie tez iterowana wiazka styczna i
kostyczna:

TTM>~MxV xV xV, TTM~MxV xV*x V",

Ruch w czasoprzestrzeni opisywany jest przez linie $wiata, czyli jednowymiarowe podrozmaito-
Sci zorientowane, ktérych wektory styczne sa czasowe. Mozemy traktowac je jak krzywe para-
metryzujac czasem wlasnym. Wtedy jednak musimy pracowaé z uktadem z wigzami n(v,v) = 1.
Uniknaé¢ wiezow mozna dopuszczajac wszystkie parametryzacje. Jednak dzialanie od parame-
tryzacji nie powinno zaleze¢, co oznacza, ze lagranzjan powinien by¢ jednorodny (dodatnio-
jednorodny). Odpowiedni lagranzjan to

L(g,v) = my/n(v,v)

okreslony na zbiorze wektorow czasowych. Réwnanie takze nie powinno preferowaé zadnej pa-
rametryzacji, zamiast pola wektorowego spodziewamy sie wiec raczej czegos w rodzaju dystry-
bucji.

Jesli L(q,v) = my/n(v,v), to

7i(v) )

V(v v)

dL<q’ v) = (q,v,0,m
i odwzorowanie Legendre’a przyjmuje postac

A(vi) = (Qami .
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Latwo zauwazy¢, ze ten sam ped otrzymamy dla calego kierunku wektoréw, a w obrazie od-
wzorowania A sa jedynie pary (q,p) takie, ze n(p,p) = m? (metryke na przestrzeni dualnej
oznaczyliSmy ta sama literg 7). Zobaczmy co da sie uratowaé z réwnania Eulera-Lagrange’a
w wersji geometrycznej opisanej powyzej. Wiadomo, ze wobec degeneracji A forma wy, jest je-
dynie presymplektyczna (zamknieta ale zdegenerowana). Funkcje energii mozna zapisaé bez
problemoéw

ale rownanie
wL(-, X) = O

spelianie jest w kazdym punkcie (¢, v) przez wiele wektorow X stycznych do TM. Gdyby wy,
nie byta zdegenerowana rozwiazaniem bylby jedynie wektor zerowy w kazdym punkcie. Zeby
sprawdzi¢ jak wygladaja rozwigzania w naszym zdegenerowanym przypadku musimy wykonaé
troche rachunkéw. Potrzebujemy w szczegdlnosci wy, i TA. Forma w)y, jest stata, tzn. nie zalezy
od punktu (q,p). Na wektorach stycznych do T*M (q,p,dq1,0p1) i (¢, p,dq1,0p1) przyjmuje
wartosé (pomijamy w notacji punkt zaczepienia)

WM((5Q1,5P1), (5(1275]92)) = <5P1,5Q2> - <5P2,5Q1>
Zgodnie z definicja

WL((5Q1, 57}1), (5(]2, 57}2)) = WM(T)\((SQD 57}1): T)\((SCD, 57}2))7

potrzebujemy wiec TA. Dla utatwienia oznaczmy |v| = /n(v,v)

TA(q,v,6q,0v) = (q, i), 8¢, —i(v) — Wﬁ(@))

|v] |v] |vf?
Niech wektor styczny X € TTM w punkcie (¢, v) ma sktadowe (g, v, 6¢*, dv). Warunek
wL('> (5qX’ 5UX>) =0

jest rownowazny warunkowi

Vg, 6v <mﬁ(5v) - Wﬁ(v), 5qX> = <mﬁ(5vx) - 0V T) b, 6q> — 0

[l [l [of?

To samo zapisa¢ mozna jako
m
oF (n(v, v)n(0v,84) = n(v, V)00, 69) = n(v, dv)n(v, 5¢*) + (v, 5v™)n(v, 5q)) -

7 dowolnosci dq 1 dv wynika, ze wspolczynniki przy nich muszg znikaé¢ oddzielnie. Przy dv
dostajemy

n(v,v)i(6¢™) = n(v,dq™ )i(v) =0,
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to znaczy
(v, v)dg™) = i(n(v, 6¢™ )v).

Odwzorowanie 77 jest izomorfimem, wiec

n(v,v)d¢* = n(v,5¢™* v

co oznacza, ze 6¢” jest proporcjonalne do v, a wspoélezynnik proporcjonalnoéci jest dowolny.
Przy 6q dostajemy

n(v, 50™)7(v) = n(v, v)7(00"),
co prowadzi do wniosku, ze v musi by¢ proporcjonalne do v, a wsp6tczynnik proporcjonalnosci
jest dowolny. Ostatecznie zamiast pola wektorowego na TM dostaliSmy podzbior TTM

{(g,v,av,bv),a,b € R}

nie catkiem pozbawiony sensu. Jesli potraktujemy ten podzbidér jako réwnanie na lini¢ Swiata
w M, to dowiemy sie z niego, Ze zmiana potozenia jest wzdtuz v (dtugosé wektora stycznego
dowolna) i zmiana v tez jest wzdtuz v, czyli wektor styczny moze zmienia¢ dtugosé, ale nie
moze zmienia¢ kierunku. Rozwigzaniami sa wiec proste czasowe, co ma sens. Zgubilismy tylko
po drodze orientacje. Wnioski sg wiec OK, ale narzedzia badawcze zupetnie do niczego. Zdecy-
dowanie potrzebujemy czegos prostszego niz nie-do-konca-zdefiniowane-pola-wektorowe. O tym
,czyms” na nastepnym wyktadzie!

9.3 Mechanika klasyczna mniej tradycyjnie

W tym rozdziale zmienimy punkt widzenia na dynamike w nadziei na wypracowanie takiego
sposobu opisu uktadéw klasycznych, ktéry (1) pozwolitby pracowaé z lagranzjanami osobliwy-
mi, (2) dopuszczalby wtaczenie do opisu réznego rodzaju wiezéw, (3) dawatby sie zredukowaé
ze wzgledu na symetrie i jeszcze (4) dawalby sie uogélni¢ na przypadek klasycznej teorii pola.
Omowienie tego nowego sposobu w catosci i zaprezentowanie jego wlasnosci (2), (3) 1 (4) oczy-
wiscie nie jest mozliwe w trakcie jednego wyktadu. Skupimy sie zatem na przyktadzie czastki
relatywistycznej (wlasnosé (1)). Zainteresownych doglebniejszym poznaniem tematu zapraszam
na wyktad monograficzny prof Pawta Urbanskiego w przysztym semestrze.

Zaczniemy od motywacji (czyli odrobina ideologii). Jak wspomnieliémy poprzednim razem
wariacyjne wyprowadzenie rownan ruchu ma swoje zrédto w statyce uktadéw mechanicznych.
Rozwazamy tylko uktady potencjalne, tzn takie dla ktorych istnieje funkcja energii wewnetrzne;j
U. Dla takich uktadéw punktami réwnowagi sa te punkty, dla ktorych rézniczka energii we-
wnetrznej znika. Nie zajmujemy sie tu badaniem stabilnosci (czy to jest minimum, maksimum
czy inny punkt krytyczny), gdyz stosujemy jedynie kryterium rézniczkowe pierwszego rzedu.
Traktujac dynamike jako ,statyke krzywych” zastepujemy rozmaitos¢ konfiguracyjna zbiorem
krzywych, funkcje energii wewnetrznej U dzialaniem S a wektory styczne (w statyce przesu-
niecia wirtualne) infinitezymalnymi wariacjami krzywych. Oczywiscie matematycznie sytuacja
jest trudna, bo jesli zbior konfiguracji nie jest rozmaitoscia, to uzywanie metod rézniczkowych
wymaga uwagi i starannosci. Takie podejscie doprowadzito nas poprzednio do réwnosci

d b (0L d [OL i oL b
@SZOS(X(S’ ) :/a (aqi T (aq¢)> 5x'(0,t)dt + aTji‘SX (0,1) (59)

a
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z ktérej wywnioskowalidmy, rozwazajac wariacje 0y znikajace na koncach, warunek

oL d (OLY 0

oqt  dt <8q'i> N

Gdybysmy jednak przygladali si¢ dalej i uzyli np. wariacji znikajacych tylko w jednym koncu
okazaloby sie, ze znika¢ musi takze g(fi na koncach przedziatu, co jest warunkiem zbyt restryk-
cyjnym. Przypomnijmy sobie, ze g{;dqi to zapisane we wspotrzednych wartosci odwzorowania
Legendre’a. Warunek znikania pedéw na koricach nie bardzo nam si¢ podobal! Czy wigc ana-
logia statyczna dziata tylko w pewnym zakresie? Na razie sytuacje mozemy uratowaé i to z
pozytkiem dla catego obrazka.

Punkty krytyczne dU(q) = 0 sa punktami réwnowagi jedynie uktadu izolowanego, nie od-
dziatujacego z innymi uktadami. Oddziatywa¢ mozna przyktadajac do uktadu site zewnetrzna.
W przypadku statycznym taka sita jest reprezentowana przez kowektor. Uktad jest w réwnowa-
dze w punkcie q z sila p jesli dU(¢q) = ¢. W mechanice, jak pokazuje wzér (59), ,sita” zewnetrzna
sktada sie z trzech czesci: (f, pa,pp), gdzie f : R — T*M jest krzywa w wiazce kostycznej, a
Do 1 pp sa elementami wigzki kostycznej zaczepionymi na poczatku i na koncu ruchu. Mozna
powiedzie¢, ze f to cos w rodzaju sterowania (silniki rakietowe itp.), ktére mozemy wiaczaé
lub nie, natomiast p, i p, reprezentuja oddziatywanie z przesztoscia i przysztoscia uktadu. Jest
to cos, czym nie mozemy sterowaé¢ bezposrednio. Uktad dynamiczny moze wiec by¢ izolowany
w tym sensie, ze f = 0, ale nie ma sensu ktas¢ p, = 01 p, = 0 w kazdym przypadku. Analo-
gia statyczna moze wiec dziataé, ale jesli dopuscimy odziatywanie zewnetrzne. Jak opisujemy
uktad statyczny z oddziatywaniem? Jednym ze sposobow jest podanie zbioru stanowigcego. Jest
to zbiér tych sit (kowektorow), ktore sa w rownowadze z naszym uktadem w poszczegélnych
punktach. Latwo stwierdzié¢, ze dla uktadéw potencjalnych ten zbiér to obraz dU: C = dU(M).
W przypadku dynamicznym zbiér stanowiacy trzeba jeszcze odpowiednio zinterpretowac, zeby
wydoby¢ z niego pozyteczne informacje. W dynamice dziatanie nie jest funkcja na rozmaitosci,
tylko funkcja na zbiorze z niejasna struktura. Pojecie rézniczki takiej funkcji jest dos¢ abstrak-
cyjne. Uzywajac jednak wygodnych reprezentacji takich jak trojka (f, pa,ps) damy sobie jakos
rade. Przerwiemy teraz na chwile cze$¢ ideologiczno-fizyczng. Potrzebowaé¢ bedziemy bowiem
pewnych matematycznych narzedzi. Oto dwie wstawki matematyczne:

Izomorfizm Tulczyjewa. Wr6¢my na chwile do odwzorowania xy; : TTM — TTM. Jest ono
morfizmem podwojnych wiazek wektorowych, zamieniajacym dwie struktury wektorowe TTM
miejscami. W szczegélnosci wiee diagram

TTM "~ TTM

| Jroa

™ = ™

reprezentuje izomorfizm wiazek wektorowych. Co dostaniemy jako izomorfizm dualny? Powinno
to by¢ odwzorowanie miedzy wiazkami dualnymi. Sprébujmy napisaé¢ stosowny diagram:

T*TM <22 2977

S

™ = ™
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Wiadomo co jest wigzkg dualng do 71 : TTM — TM — oczywiScie wryr - T"TM — TM.
Ale co jest wigzka dualna do T7y,? Okazuje sie, ze jest to wiazka Tmy @ TT*M — TM. Zeby
sie o tym przekonaé potrzebujemy ewaluacji miedzy wektorami stycznymi do TM a wektorami
stycznymi do T*M majgcymi jednakowe rzuty styczne na TM. Niech wiecp € TT*"M,v € TTM
spelniaja warunek Tmy(p) = Trar(v). W takim przypadku istnieja krzywe ¢ +— p(t) i t — dq(t)
reprezentujace p i v odpowiednio, takie, ze my(p(t)) = Tas(¢q(t)) dla t z pewnego odcinka wokét
zera. Mozna wtedy obliczy¢ ewaluacje p(t) na dq(t) otrzymujac funkcje rzeczywista

t— (p(t), 0q(t))
Pochodna tej funkcji w punkcie t = 0 jet szukana ewaluacja miedzy p a v:

_d
~ dtp=o

{p, v) {p(-), 0q()).

Jesli p = (¢',p;, 4", 1) oraz p = (¢, 8¢’, ¢*, 8¢, to jako krzywe mozna wziaé
te—(q' +td',p; +1p;),  t+— (¢" +10¢", p; +t3dy),

wtedy ' '

{p, v)) = p;d¢’ + pidg".
Na wspotrzednych tatwo sprawdzi¢, ze ewaluacja jest liniowa ze wzgledu na wtasciwe struktury
wiazek. Odpowiedni diagram mozna wiec uzupeié:

T TM <M TT*M

iﬂ'T]vI lTﬂ‘M

™ — ™

Odwozrowanie oy, dualne do k) jest takze elementem struktury wiazek stycznej i kostycznej.
Ma ono charakter kanoniczny. Odwzorowanie o, nosi nazwe zomorfizmu Tulczyjewa.

Zadanie 9 Postugujgc sie definicjg zapisacé odwzorowanie oy we wspotrzednych

Powinno wyjsé¢
OéM(lepja qk>p]) = <q7,’ qjapk7pl)

Szczegollne podrozmaitosci rozmaitosci symplektycznej. Rozwazmy na razie parzysto-
wymiarowa przestrzen wektorowa V' wyposazong w niezdegenerowana dwuforme w. Uzywaé
bedziemy takze odwzorowania @ : V' — V* indukowanego przez forme w. Warunek niezdegene-
rowania formy, mozna wypowiedzie¢ inaczej: forma jest niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy
gdy @ jest izomorfizmem. Niech W bedzie podprzestrzenig wektorowa w V. Anihilatorem sym-
plektycznym podprzestrzeni W nazywamy podprzestrzenn W8 C V zdefiniowana jako

W = o™t (W),
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gdzie W° C V* jest anihilatorem W w zwyktym sensie. Pojecie anihilatora symplektycznego jest
troche podobne do pojecia podprzestrzeni prostopadtej w przypadku przestrzeni wektorowych
z iloczynem skalarnym. Na przyktad zgadza sie wymiar:

dim W% = dimV — dim W.

Jednak z faktu, ze pracujemy tym razem z forma antysymetryczna a nie symetryczna wynikaja
pewne roznice. W szczegélnosci nie jest prawda ze przeciecie podprzestrzeni i jej anihilatora
symplektycznego jest trywialne. W szczegdlnosci wérdod wszystkich podprzestrzeni wektoro-
wych w V wyrdznia sie kilka typow: Podprzestrzen W nazywamy koizotropowg jesli W& c W,
podprzestrzen W nazywamy izotropowg jesli W% D W. Zdarza sie takze, ze W% = W, czyli
podprzestrzen jest koizotropowa i izotropowa réwnoczesnie, wtedy moéwimy o niej lagranzow-
ska. Analizujagc wymiary stwierdzamy, ze jesli dim V' = 2n to podprzestrzen koizotropowa ma
zawsze wymiar przynajmniej n, podprzestrzen izotropowa co najwyzej n. Lagranzowska oczywi-
Scie jest zawsze wymiaru n. Podprzestrzen W nazywamy symplektyczng, jesli forma obcieta do
tej podprzestrzeni jest niezdegenerowana. Takie podprzestrzenie sg zawsze parzystego wymiaru.
Oczywiscie jest wiele popdprzestrzeni nie nalezacych do zadnego z typow.

Zadanie 10 W ramach cwiczen zmierzajgcych do przyswajania sobie powyzszych pojec¢ prosze
ustalic¢ baze kanoniczng dla formy w i postugujgoc sie tqg bazq podaé kilka przyktadow podprze-
strzeni koizotropowych, izotropowych, lagranzowskich i symplektycznych. Prosze takze znalezé
odpowiednie anthilatory symplektyczne.

Oczywiscie jesli W jest izotropowa, to W¥ jest koizotropowa. Kazda wiec koizotropowa pod-
przestrzen zawiera wyrdzniong podprzestrzen izotropowa. Kolejnym tatwym ¢wiczeniem moze
by¢ wykazanie, ze kazda podprzestrzen kowymiaru 1 jest koizotropowa. Z definicji przestrzeni
izotropowaej wynika, ze forma w obcieta do takiej podprzestrzeni znika.

Powyzsze definicje mozna przenie$¢ na grunt geometrii rézniczkowej. Jesli (P, w) jest rozma-
itoscig symplektyczng, to przestrzen styczna T,P w kazdym punkcie jest taka, jak omawiana
powyzej przestrzen wektorowa. Powiemy wiec ze podrozmaitos¢ C' C P jest koizotropowa, jesli
T,C C T,P jest koizotropowa w kazdym punkcie p € C' w sensie opisanym powyzej. To sa-
mo dotyczy podrozmaitosci izotropowych, lagranzowskich i symplektycznych. Niektore sposrod
tych podrozmaitosci majg ciekawa strukture. Na przyktad na kazdej podrozmaitosci koizotro-
powej C' kowymiaru 1 istnieje kanoniczna dystrybucja D sktadajaca si¢ z anihilatoréw TC,
tzn D, = (T,0)}. Gladka dystrybucja jednowymiarowa jest zawsze catkowalna, zatem odprocz
dystrybucji mamy tez foliacje C' podrozmaito$ciami izotropowymi, ktére sa podrozmaitoéciami
catkowymi dystrybucji D. Dystrybucje te nazywamy dystrybucjq charakterystyczng a foliacje
foliacjq charakterystyczng podrozmaitosci C.

Skoncentrujmy si¢ na chwile na podrozmaitosciach lagranzowskich w wiazce kostycznej.
Przede wszystkim pare przyktadow:

1. Niech ¢ bedzie zamknieta forma na M, woéwczas podrozmaitosé p(M) C T*M jest la-
granzowska. Zeby sie o tym przekonaé¢ sprawdzmy, czy forma symplektyczna wy; znika na
wektorach stycznych do ¢(M). Kazdy wektor styczny do ¢(M) jest postaci w = Te(v),
gdzie v jest wektorem stycznym do M. Niech wiec wy = To(vy), wy = Ty(vs)

wi (w1, wa) = wy (Te(v1), To(va)) = p w(vi,v2) =
©*dOys(v1,v9) = dp* Oy (v1,v9) = dp(vy,v2) =0
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Podrozmaitosé ¢(M) jest wiec izotropowa. Ze wzgledu na wymiar musi by¢ lagranzowska.

2. Kazde wtokno wigzki kostycznej jest podrozmaitoscig lagranzowska. W tym wypadku
takze pokazemy, ze wtokno jest izotropowe. Lagranzowskos¢ wynika z wymiaru. Niech v,
w beda wektorami pionowymi zaczepionymi w punkcie p wtdkna T, M. Rozszerzmy v i w
do pél wektorowych pionowych, odpowiednio V' i W. Wtedy

wy (V, W) = d0y (V, W) = VO, (W) = Woy (V) — 0 ([V, W]).

Wektory pionowe maja zerowy rzut styczny, dlatego pierwszy i drugi sktadnik znikaja.
W przypadku trzeciego sktadnika nalezy zauwazy¢ dodatkowo, ze nawias Liego pol pio-
nowych jest polem pionowym.

3. Niech N bedzie podrozmaitoscia w M, a f funkcja na N. Definiujemy zbior
Sp={peTcM: YveTC (p,v) = (df,v) }.

Wykazanie, ze S, jest podrozmaitoscig lagranzowsks mozna potraktowaé jako ¢wiczenie
(nie zupelnie proste).

Podrozmaitos¢ lagranzowska wiazki kostycznej, ktéra jest obrazem rézniczki funkeji f nazywa-
my podrozmaitoscig generowang przez f. Podrozmatosé taka jak w przyktadzie (3) nazywamy
generowanq przez funkcje f na wiezach N. W szczegdlnym przypadku, gdy f = 0, mowimy,
ze podrozmaitos¢ jest generowana przez wiezy. W takiej sytuacji S;, = (TC)°. Istnieja bardziej
skomplikowane niz funkcja i funkcja na wiezach sposoby generowania podrozmaitosci lagran-
zowskich.

Zbior stanowigcy w dynamice. Wroémy teraz do opisu uktadu mechanicznego. Czym jest
wiec zbior stanowigcy dla dynamiki, tzn. jak mozna reprezentowaé rozniczke dziatania? Z po-
przednich rozwazan wynika, ze zbiorem stanowiacym jest zbior tréjek (f, pq, py) takich, ze (we
wspotrzednych)

oL (7) OL
g’ t=a ' g’ |t=b

0L d (0L .
g T (8@") = f(t), (Pa)i

Zauwazmy takze, ze pedy na koncach krzywej sa zwigzane z predkosciami odwzorowaniem
Legendre’a A.

Mozemy teraz oczywiscie w zbiorze stanowiacym poszukaé takich tréjek (f, pa, py) dla kto-
rych f = 0. Wymaga to rozwigzania rownania FEulera-Lagrange’a. Stosowne pedy znajdziemy
wtedy uzywajac odwzorowania Legendre’a. Mozemy dosta¢ nawet wiecej — nie tylko pedy na
koncach, ale takze pedy wzdtuz catej krzywej bedacej rozwigzaniem rownania E-L. Zastanowi-
my sie teraz, czy z rachunku wariacyjnego udatoby sie znalez¢ rownanie rézniczkowe opisujace
takie krzywe w przestrzeni pedéw bez koniecznosci rozwigzywania rownania E-L? Okazuje sie,
ze mozna to zrobi¢ zamieniajac skoniczony odcinek [a, b] parametru ¢ na odcinek infinitezymal-
ny, czyli ustalong wartos¢ ¢ wraz z wektorem 0;. Jako przestrzen konfiguracyjng otrzymujemy
wtedy, zamiast kawatkéw krzywych, infinitezymalne kawatki krzywych, czyli wektory styczne
TM. Obliczanie dziatania (catki z lagranzjanu) polega wtedy na ewaluacji tego lagranzjanu w
konkretnym punkcie konfiguracji. Przestrzen konfiguracyjna jest teraz zwykla rozmaitoscia, a
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dziatanie zwykta funkcja. Zbior stanowiacy to zatem obraz rézniczki lagranzjanu, czyli dL(TM).
Na pierwszy rzut oka nie duzo mozna si¢ z niego dowiedzie¢ o samym uktadzie. Jednak jesli
uzyjemy wygodnych reprezentantow, tzn sit i pedow otrzymamy co$ ciekawego.

Rachunek (59) w wersji infinitezymalnej wyglada nastepujaco:

ot = (55 - & (58] ) svon+ g (Gravn)

Czesé czerwona to ewaluacja rozniczki lagranzjanu w punkcie x(0,¢) = 4(¢) na wariacji predko-
Sci, czyli na wektorze 0x(0,t). Czes¢ czarna to rozktad tej rézniczki na site zewnetrzna i pedy
na koncach. Poniewaz jednak odcinek parametru jest infinitezymalny, zamiast dwoch réznych
pedow na koncach mamy... no wtasnie, co? Zapiszmy powyzszg réwnos¢ w innej postaci:

d
ds|s=0

L0i(5.1)) = HOS0,8) + 5 (m()5x'(0.)

i sprobujmy z tej réwnosci odgadnaé co reprezentuje rézniczke dziatania (lagranzjanu) w wersji
infinitezymalnej. Zatozymy dla utatwienia, ze rozwazamy jedynie uktady izolowane w sensie
dynamicznym, tzn. z sita f = 0.

d

ds [s=0

Li(s.1)) = < (DX (0,0)

Po prawej stronie rozpoznajg panstwo zapewne ewaluacje styczng miedzy wektorem stycznym
do pewnej krzywej w pedach a wektorem stycznym do krzywej ¢ — dx(0,t). Rézniczka la-
granzjanu reprezentowana jest wiec przez wektor styczny do przestrzeni pedow, czyli element
TT*M. Wektory dx i (dx) sa zwiazane poprzez odwzorowanie ks, zatem dL i p sa zwigza-
ne poprzez odwzorowanie dualne do kj;. Zbiér stanowiacy, czyli obraz rézniczki Lagranzjanu,
mozna przettumaczyé¢ na podzbior w TT* M, ktoéry nazywaé bedziemy dynamiks. Doktadnie;j

TT*M D> D = a '(dL(TM)).

Dynamika zawiera wektory styczne do krzywych w przestrzeni pedéw uktadu, przy zatozeniu,
ze sita zewnetrzna jest réwna zero. Dynamika jest wiec réwnaniem roézniczkowym pierwszego
rzedu na krzywe fazowe. Rownanie to nie musi jednak by¢ obrazem pola wektorowego. Z cala
pewnoscia jednak opisuje badany przez nas uktad. Sprawdzimy teraz jaka dynamike dostajemy
w dwoch przypadkach - lagranzjanu mechanicznego, nierelatywistycznego, pochodzacego od
metryki oraz lagranzjanu relatywistycznej czastki swobodnej. Zanim rozpoczniemy rachunki
narysujmy jeszcze jeden diagram:

D——sTT'M TTM
T7rM
TTM
TT*M &M
TM T* /
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i porownajmy go z diagramem odpowiednim dla opisu hamiltonowskiego.

T*T*M TT*
dH
TT* M TT* M M
"M
\”{\
M

Dynamika czgstki nierelatywistycznej. Wyliczymy teraz dynamike dla nierelatywistycznej

czastki, dla ktorej lagranzjan jest funkcja L(v) = Z{v]|* — V(q), czyli we wspérzednych

L(¢',d’) = 5 9l ¢ V().

Obraz rézniczki lagranzjanu jest podrozmaitoscig w T TM

i g _ _ oL
dL(TM):{(Qaq]a(Pm%) (pz— z’ w] aq]}

Dynamika, czyli przeciwobraz dL(TM) wzgledem odwzorowania oy, to nastepujaca podrozma-
itos¢ w TT*M

~ . oL . oL
Dz{(ql,pj,q’“,pz): p; = = }

@a bj = aiql
Korzystajac z konkretnej postaci L mozemy napisac,

- oV
Pi = Mmygi¢’, Pj = ——F
¢’

Pierwsza rownos¢ mozna odwrocic¢ korzystajac z niezdegenerowania g:
1 .. .
o — i
—g°pi = (q
m

i wowczas widaé, ze D jest obrazem pola wektorowego

ktore rozpoznajemy jako pole hamiltonowskie funkcji

1 ..
H(q,p) = %g”pipj +Vi(q).

Na sposob lagranzowski i hamiltonowski otrzymujemy wiec te samg dynamike. Mozna takze
poda¢ przepis na odzyskanie réwnania Eulera-Lagrange’a. Oznaczmy to réwnanie litera & i
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przypomnijmy sobie iz jest ono podzbiorem w T?M. Przepis na & jest nastepujacy: podroz-
maito$¢ TD zawarta jest w TTT*M. Nalezy ja przecia¢ z T>T*M i wynik zrzutowaé na T2M.
Innymi stowy

£ =Tru(TDNT*T*M).
Latwo sprawdzié¢ przy pomocy wspotrzednych, ze wynik jest dobry.

Swobodna czgstka relatywistyczna. Korzystajac z afinicznej struktury M otrzymujemy
TT"M =M x V*xV x V*, TTM =M xV xV*x V*,

1 odwzorowanie oy
aM(q7p7U7p) = (qvvapap)'

Lagranzjan generuje podrozmaitosé

{(977)70, |T|77(v)) : qge M, n(v,v) > 0}

Dynamika to
D~ {000 a€ M, afo0) >0,
co mozna inaczej opisac
D={(gpv.p): pP=m’ v=ri(p),r>0},

Tym razem D nie jest obrazem pola wektorowego. Rzut D na T*M jest jednokowymiarowsa
podrozmaitoscia zwana powlokg masy. W kazdym punkcie powtoki masy mamy p6t dystrybucji
jednowymiarowej. To, ze jest jej pot, a nie cata, odzwierciedla orientacje rozwigzan. Powtoka
masy jest podrozmaitoscig koizotropows a dynamika potowa jej dystrybucji charakterystycznej.
Krzywe w przestrzeni pedéow moga mie¢ dowolng parametryzacje byle w przod w czasie dla
czastek i w tyt dla antyczastek. Powloka masy jest hiperboloidg dwupowtokowa. Jedna z powtok
dla czastek a druga dla antyczastek.

Dynamika D nie moze by¢ generowana przez zwykty hamiltonian, gdyz wtedy bytaby ob-
razem pola wektorowego. Gdyby dynamika byla cala dystrybucja charakterystyczna bytaby
generowana przez same wiezy, czyli przez powtoke masy. Jednak orientacja komplikuje nieco
sprawe i wymaga bardziej ztozonego obiektu generujacego. O tym jednak juz innym razem.
Réwnanie Eulera-Lagrange’a, ktére otrzymaliby$my zgodnie z przedstawionym powyzej prze-
pisem tez jest bardzo sensowne. Korzystamy z identyfikacji T2M = M x V x V:

E=A{(¢q,v,a): a=pv, peR, n(v,v) >0}
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