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1 Powierzchnie zanurzone

Tegoroczna wersja wyktadu z geometrii r6zniczkowej bedzie réznita si¢ od poprzedniej kolejno-
Scig materialu. Zgodnie z sugestiami stuchaczy zajmiemy sie na poczatku jedynie powierzch-
niami zanurzonymi. Przedyskutujemy w tym kontekscie przestrzenie styczne i kostyczne oraz
wszelkie kwestie praktyczne zwigzane z analizg na powierzchniach, catkowaniem i narzedzia-
mi potrzebnymi w niektorych teoriach pola, np. w elektrodynamice. Nastepnie przejdziemy do
poje¢ bardziej abstrakcyjnych, tzn. do pojecia rozmaitosci.

Zanim przypomnimy definicje powierzchni zanurzonej zastanéwmy sie jakie struktury prze-
strzeni R™ byly dotychczas uzywane w trakcie zajeé z analizy. Z cala pewnoscig uzywalismy
naturalnej topologii na R", gdyz mowa byta o cigglosci odwzorowan oraz o zbieznosci ciggow.
Nauczylismy sie takze rozniczkowaé funkcje wielu zmiennych. Przypomnijmy definicje pochod-
nej funkcji f : R” — R w punkcie x € R": Méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie
x jesli istnieje odwzorowanie liniowe F': R” — R takie, ze

flx+h)= f(x)+ Fh+ R(x,h),

gdzie R jest reszta, tzn. limy, 'Rﬁﬁ’\\h)' = 0. Do zapisania ostatniego wzoru potrzebna jest nor-

ma, czyli mozliwo$¢ obliczania dtugoséci wektora. Tak dtugo jak uzywamy jedynie przestrzeni
skonczenie wymiarowych wyboér tej normy nie jest istotny - wszystkie normy sa réwnowazne.
Odwzorowanie liniowe F' nazywali$émy pochodna f w punkcie z i oznaczaliémy f’(x), albo jakos
podobnie. W dalszym ciagu istotna bedzie nastepujaca obserwacja: We wzorze definiujacym
pochodng przestrzen R™ pojawia sie w dwoch rolach. Po pierwsze jest to dziedzina funkcji f a
po drugie przestrzen zawierajaca przyrosty h. W przestrzeni R bedacej dziedzing funkcji nie
uzywa sie struktury wektorowej, a jedynie mozliwosci przemieszczania sie od punktu do punktu
za pomocy elementow przestrzeni wektorowej. Struktura liniowa istotna jest w przestrzeni przy-
rostow, uzywamy bowiem pojecia odwzorowania liniowego na przestrzeni przyrostow. Mowigc
jezykiem algebraicznym w dziedzinie funkcji f uzywamy jedynie struktury afinicznej. Przestrzen
afiniczna wyglada jak przestrzen wektorowa, ktorej ktos ”ukradt zero”.

Definicja 1 Przestrzeniq afiniczng nazywamy trojke (A, V,+), gdzie A jest zbiorem, V' prze-
strzenig wektorowg a + odwzorowaniem + : A X V' — A o nastepujacych wlasnosciach

l.Vac Av,weVa+ (v+w)=(a+v)+w,
2. Vae Aa+0=a,



3. dla kazdych dwoch a, b € A istnieje doktadnie jeden wektor v € V taki, ze a+v =10

Kazda przestrzen wektorowa jest wiec w szczegdlnosci przestrzeniag afiniczng. Kazda zas
przestrzen afiniczna staje sie wektorowa, jesli wyréznimy w niej jeden punkt - wektor zerowy.
W przestrzeni afinicznej wektor definiowany jest przez uporzadkowana pare punktéw (wlasnosé
(3), patrz szkolna definicja wektora). Wektor v o ktérym mowa w (3) nazywaé bedziemy réznica
punktéw b i a. Bedziemy takze pisa¢ v = b— a. Mowimy, ze przestrzen afiniczna A jest modelo-
wana na przestrzeni wektorowej V. Wprowadzamy takze pojecie wymiaru przestrzeni afinicznej
— jest on réwny wymiarowi modelowej przestrzeni wektorowej. W skonczonym wymiarze struk-
tura afiniczna w zupetlosci wystarcza do zdefiniowania pochodnej funkcji. Niech wiec A bedzie
przestrzenig afiniczng skonczonego wymiaru modelowang na przestrzeni wektorowej V', niech
takze f oznacza funkcje na A. Powiemy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie a € A jesli
istnieje funkcjonat liniowy F' € V* taki, ze

f(a+v) = f(a) + Fo+ R(a,v),
gdzie R(a,v) ma wlasnosé reszty, tzn lim, o %. Dtugosé ||v|| liczona moze by¢ w dowolnej
normie na przestrzeni V. Funkcjonal F' mozemy nazywa¢ pochodng funkcji f w punkcie a.
Dzieki oczywistym réznicom miedzy A i V, a tym bardziej V*, tatwo zidentyfikowaé obiekty
geometryczne odpowiadajace funkcji, pochodnej, przyrostowi itd. W sytuacji, kiedy wszystkie
przestrzenie to R™ tatwo o pomytke. Na przestrzeni A zdefiniowa¢ mozemy takze wyzsze pochod-
ne, rozwazac¢ klasy funkcji ciagltych, rézniczkowalnych, rézniczkowalnych k razy czy gtadkich.
najtatwiejsze praktyczne kryterium sprawdzania rézniczkowalnosci odwzorowan miedzy prze-
strzeniami afinicznymi jest zapisanie ich w uktadzie wspotrzednych. Zauwazmy, ze wybranie
punktu ag € A oraz bazy e w V definiuje bijekcje

d:R" — A, @(ml,...,x”):ao+2xiei.

Bijekcja ta jest odwzorowaniem afinicznym a wiec gtadkim. @ traktujmy jako afiniczny uktad
wspo6hrzednych w A. Poniewaz zmiana uktadu wspoélrzednych prowadzi do afinicznego (takze
gtadkiego) odwzorowania z R™ do R" rézniczkowalnos$é, czy stopien gtadkosci mozna badaé w
dowolnym uktadzie wspotrzednych. Od tej pory bedziemy uwazali, ze potrafimy rézniczkowaé
funkcje na przestrzeni afinicznej i odwzorowania miedzy przestrzeniami afinicznymi. W praktyce
bedziemy pewnie i tak uzywali R". Warto jednak wiedzie¢ z ktérej z rozlicznych struktur R"
wtasnie korzystamy definiujac jakis obiekt, czy wykonujac rachunki.

Zeby sie przekonaé o przydatnodci pojecia przestrzeni afinicznej spéjrzmy jeszcze na dwie
dodatkowe definicje:

Definicja 2 Czasoprzestrzeniqg Newtona nazywamy przestrzen afiniczna N modelowana na
czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wyposazonej w niezerowa jednoforme 7 oraz nie-
zdegenerowana, dodatnio-okreslong dwuliniowa forme symetryczna ¢ (iloczyn skalarny) zdefi-
niowang na przestrzeni Fy = ker 7. Punkty N nazywamy zdarzeniami. Dwa zdarzenia x,y sa
jednoczesne jesii T(z — y) = 0. Forma 7 stuzy do pomiaru réznicy czasu miedzy zdarzenia-
mi, zas forma kwadratowa odpowiadajaca g stuzy do pomiaru odlegtosci miedzy zdarzeniami
jednoczesnymi.



Definicja 3 Czasoprzestrzeniq Minkowskiego nazywamy przestrzen afiniczna M modelowana
na czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wyposazonej w dwuliniowa symetryczna forme
o sygnaturze (+, —, —, —). Elementy przestrzeni M nazywamy zdarzeniami.

Pojecia fizyczne z mechaniki nierelatywistycznej oraz ze szczegdlnej teorii wzglednosci zna-
lazty swoje matematyczne modele. A co z czasoprzestrzenia z ogodlnej teorii wzglednosci? Nad
tym musimy troche popracowac!

W dalszym ciagu wyktadu zajmowaé sie bedziemy powierzchniami zanurzonymi w R” (afi-
nicznym). Moéwiac nieprecyzyjnie, powierzchnia jest to taki podzbiér R, ktéry w otoczeniu
kazdego punktu wyglada jak kawatek R* (afinicznego) dla k& < n. Oczywiécie musimy do-
precyzowaé co to znaczy "wyglada jak...”. Skojarzenia mozemy jednak czerpa¢ z otoczenia.
Powierzchnia ziemi (jesli nie badaé jej ze zbyt duza doktadnoscia) wyglada w poblizu nas na
kawatek ptaszczyzny. Dopiero kiedy patrzymy daleko widzimy rézne dziwne zjawiska, np czubek
masztu zaglowca wystajacy nad horyzont.

Definicja 4 Zbior S C R™ nazywamy powierzchnig wymiaru k < n jesli dla kazdego punktu
x € S istnieje otwarte otoczenie U punktu x w R"™, otwarte otoczenie O punktu 0 € R" oraz
homeomorfizm ® : U — O, ®(z) = 0, D(y) = (©*(y),...,¥"(y)) takie, ze warunek y € SNU
jest réwnowazny warunkowi ¢**1(y) = .- = ¢"(y) = 0. S jest powierzchnig klasy C" jedli ®
jest dyfeomorfizmem klasy C".

Innymi stowy w otoczeniu kazdego punktu powierzchni istnieje uktad wspotrzednych taki, ze
przynalezno$¢ punktu do powierzchni oznacza znikanie pewnej liczby ostatnich wspoétrzednych
punktu. Przypominamy, ze dyfeomorfizm klasy C" jest to bijekcja rézniczkowalna r razy w spo-
sob ciagty i taka, ze odwzorowanie odwrotne tez jest rézniczkowalne r razy w sposéb cigglty. W
dalszym ciggu zaktada¢ bedziemy, ze pracujemy z powierzchniami klasy C'*°. Istnieje twierdze-
nie, ktére mowi, ze jesli na powierzchni istnieje struktura klasy C! to istnieje takze C” z r = oo
wilacznie. W powyzszej definicji struktura wektorowa R™ nie jest istotna. Struktura afiniczna
jest w zupelnosci wystarczajaca. Warunek ®(z) = 0 jest wybrany dla wygody. Mogliby$my
uzy¢ dowolnego innego punktu w R", tylko wtedy ciag dalszy definicji miatby trudniejszg do
zapamietania postac.

Przyktad 1 Najprostszym przykladem powierzchni jednowymiarowej w R? jest prosta (Rys

1):
L=A(x,y): y=2x+1}.

Zeby pokazaé, ze jest to powierzchnia jednowymiarowa musimy wprowadzi¢ w otoczeniu kaz-
dego punktu uktad wspotrzednych taki, zeby prosta L zadana byta warunkiem znikania drugiej
wspotrzednej. Ze wzgledu na szczegdlnie nieskomplikowang powierzchnie uktad wspotrzednych
moze byé globalny, tzn. zdefiniowany na calym R? a nie tylko w otoczeniu jednego punktu.
Istnieje wiele odpowiednich uktadow wspotrzednych. Siatka wspétrzednych zwiazana z jednym
z nich zaznaczona jest na rysunku. Nowe wspéhzedne punktu p = (z,y) oznaczymy (&,7).
Wspoblrzedna £ jest identyczna z x. Wspoétrzedna n punktu p obliczymy znajdujac punkt prze-
ciecia prostej rownolegtej do L i przechodzacej przez p z osia pionowa. Wartosci przesuniemy
tak, aby 0 odpowiadato wtasnie prostej L. Takie okreslenie uktadu wspétrzednych prowadzi do

WZOrOwW:
§=1x
n=y—2x—1
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Rys. 1: "Najprostsza” powierzchnia - prosta.

Mozliwy jest takze inny uktad wspotrzednych. Jedli zazadamy, aby druga wspotrzedna zmieniata
sie wzdtuz prostych prostopadtych do L otrzymamy Odpowiednie odwzorowanie VU : (x,y) —
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Rys. 2: Inne wspotrzedne.
(s(x,y),t(z,y)) zapisuje sie wzorami:

s=2y+x
t=y—2r—1

)
Przyktad 2 Drugi standardowy przyktad to okrag:
S={(zy): 2 +y* =1}

W tym przypadku najtatwiej uzy¢ biegunowego uktadu wspotrzednych: Wzory sa nam znane
od dawna. Zeby zachowaé¢ warunek ,druga wspétrzedna réwna zero” musimy zmienié¢ kolejnoéé
wspotrzednych i przesunaé wartosci r. Wzory definiujace (r, ¢) za pomoca (z,y) nie sa wygodne
w uzyciu. Znacznie tatwiej zapisa¢ odwzorowanie odwrotne:

(I)1<(pvr) = (l‘(g&,’l“),y((pﬂ“)), 2 6]0727T[7 r 6] -1, 1[
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Rys. 3: Okrag

x=(r+1)cosyp

y=(r+1)siny
Zauwazmy, ze tym razem do zdefiniowania powierzchni nie wystarcza jeden uktad wspotrzed-
nych. Ten przedstawiony powyzej jest dobry dla kazdego punktu oprocz punktu (1,0) (we

wspohrzednych kartezjanskich). W otoczeniu (1,0) mozemy wzia¢ odwzorowanie zadane tymi
samymi wzorami, ale okreslone na innej dziedzinie:

(I)2(90ar) = (x<9077')7y(90ar))a SOE] —7T,’/T[, TG] _171['
Dla okregu takze mozna wybiera¢ inne uktady wspotrzednych. Na przyktad taki:

E=u
NCET .

okreslony w otoczeniu czesci okregu potozonego w gérnej podiptaszezyznie: Odwzorowanie od-
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Rys. 4: Okrag - inne wspolrzedne.

wrotne



okreslone jest w obszarze

V=A{(p: p>-1-—p-1<{<p+1}

Do opisania catego okregu potrzebujemy wiecej niz dwoch tego rodzaju uktadéow wspotrzednych.

[ )

Zobaczmy teraz co moze powodowac¢ problemy:

Przyklad 3 Powierzchnig nie jest tzw. lemniskata Bernoulliego zadana réwnaniem
(2 +y%)? = 2(2” — y°)
Problemy sa w otoczeniu punktu (0,0). Samoprzeciecia nie sa dozwolone. &
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Rys. 5: Lemniskata Bernoulliego

Przyktad 4 Powierzchnia nie jest tez. hipocykloida, czyli krzywa zakreslona przez punkt okre-
gu toczacy sie wewnatrz wiekszego okregu Problemy sa w otoczeniu punktéw (1,0), (—1,0),
(0,1), (0, —1). Nie sa dozwolone takze dziébki: &
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Rys. 6: Hipocykloida, stosunek promieni 1:4.



ZastanOowmy sie teraz jak mozna opisywaé powierzchnie. W niemal wszystkich powyzszych
przyktadach powierzchnia opisana byta réwnaniem, czyli przedstawiona jako poziomica zerowa
jakiej$ funkcji. O tym jakie warunki powinna spetnia¢ funkcja, zeby jej poziomica zerowa byta
powierzchnig mowi twierdzenie o maksymalnym rzedzie:

Twierdzenie 1 (O maksymalnym rzedzie) Niech F' : R" D O — R™, m < n bedzie
odwzorowaniem rézniczkowalnym w sposéb ciggly. Niech takie S = F~1(0,...,0) bedzie zawarte
w O. Wowczas jesli w kazdym punkcie p € S pochodna F'(p) ma maksymalny rzqd (czyli rowny
m) to S jest powierzchnig w R™ wymiaru k =n —m.

Dowéd: Dla dowodu mozemy przyjaé, ze p =0 € R"™ (bo i tak istotna jest afiniczna struktura
R™, wiec to gdzie ,postawimy” zero zeby zidentyfikowa¢ afiniczne R" z wektorowym R™ nie ma
znaczenia). Oznaczmy teraz V' = ker F'(0). Z zatozen twierdzenia wynika, ze dimV =n—m =
k. Wybierzmy takze dowolng podprzestrzen W dopetiajaca do V', tzn R" = Ve W. Zauwazmy,

R?’L

Rys. 7: TFU

ze F spelnia w p = 0 zalozenia TFU (Twierdzenia o Funkcji Uwiktanej). Istotnie F7(0)y jest
odwracalne, co wynika z rachunku wymiaréw. Korzystajac z TFU znajdujemy wiec otoczenie
U punktu zerowego w V oraz odwzorowanie T : U — W klasy C! takie, ze F(v,w) = 0 jest
réownowazne w = T'(v). Kawalek powierzchni S przedstawiliémy jako wykres odwzorowania
T. Pozostaje teraz znalezé wspotrzedne pojawiajace sie w definicji powierzchni. W tym celu
wybierzmy w R"™ baze (ey,...ex, €pi1,---,6n) zgodna z rozktadem R™ = V & W. Niech &'
beda wspotrzednymi zwigzanymi z ta bazg. Szukany uktad wspohrzednych ® = (!, ... ¢")
definiujemy nastepujaco: Dlai=1...k

p'(2) = &'(x),

dlaj=k+1,...n ' ' '

¢ (x) = & () — &(T(Py(x))),
gdzie PY jest rzutem na V wzdtuz W. Gdy wiec z € S, czyli x = T(PY.(z)) to wspohrzedne ¢’
znikajg. Siatke wspolrzednych zwigzang z ® mozna sobie wyobraza¢ mniej wiecej tak:
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Rys. 8: Wspotrzedne

Whniosek 1 Zeby pokazaé, ze dany zbior jest (lokalnie) powierzchnig wystarczy pokazad, ze jest
(lokalnie) wykresem odwzorowania klasy C'. Czesto definiuje si¢ powierzchnie w ten wlasnie
sposob nie uiywajgce pojecia ukladu wspotrzednych.

Uzywanie twierdzenia o stalym rzedzie jest bardzo wygodne, poniewaz daje odpowiedz natury
globalnej. Powierzchnie mozna takze zadawac¢ poprzez parametryzacje, tzn. obraz odwzorowania

k:RF DV — R",

gdzie V jest otwartym obszarem w R*. Okrag o promieniu 1 mozna sparametryzowaé¢ nastepu-
jaco

K :]0,27m[ 3 ¢ — (cosp,sinp) € R%
Obrazem tej parametryzacji jest okrag bez jednego punktu. Zazwyczaj nie da sie sparametry-
zowac calej powierzchni za pomoca jednego odwzorowania. Parametryzacja musi takze spetniac¢

pewne warunki. Musi to by¢ rézniczkowalna injekcja, ktorej pochodna w kazdym punkcie ma
maksymalny rzad. Oto stosowne twierdzenie:

Twierdzenie 2 Niech k : R¥ DV — R", k < n bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym.
Wowczas jesli po € V 1 k' (po) jest rzedu k to istnieje otoczenie O punktu py takie, Ze k(O) jest
powierzchniq k-wymiarowg w R™.

Dowéd: Dla dowodu mozemy zalozy¢ dla utatwienia, ze py = 0 € R oraz k(py) = 0 € R™.
Oznaczmy takze V' = im«/(0) oraz wybierzmy przestrzen W dopelniajaca V' tak, ze R" =
V@& W. Z zalozen twierdzenia wynika, ze dim V' = k. Pokazemy, ze w pewnym otoczeniu punktu
0 obraz odwzorowania k jest wykresem odwzorowania. Niech K; i Ky oznaczaja odwzorowania

K :RF -V, K =PV ok, Ky :RY = W, Ky =P} ok,

gdzie P}V i P}, sa rzutami zwiazanymi z rozktadem R" =V @& W. Odwzorowanie K spelnia
warunki twierdzenia o lokalnej odwracalnosci. Istotnie, skoro k(z) = Ki(z) + Ka(x) to £'(0) =
K1(0) + K}(0). Jednak obrazem x'(0) jest V, obraz K'(0) zawarty jest w V a obraz K}(0)
zawarty jest w W, zatem K{(0) = 0 oraz x'(0) = K7(0). wnioskujemy stad, ze K7{(0) jest
maksymalnego rzedu. Zgodnie z twierdzeniem o lokalnej odwracalnosci istnieje otoczenie U



punktu 0 w V takie, ze K;' : U — R jest dobrze okrelone i klasy przynajmniej C'. Teraz
mozemy zapisaé¢ odwzorowanie T, ktérego wykresem jest (lokalnie) obraz k:

T:VoU— W, T=Kyo K"

Zgodnie z wnioskiem z poprzedniego twierdzenia wykres T' jest powierzchnig wymiaru K.[J
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