Analiza II1

wyktad dziewiaty - streszczenie

Wyktad dziewiaty poswiecony jest praktycznym zastosowaniom zdobytej dotychczas wie-

dzy dotyczacej geometrii rézniczkowej na powierzchniach zanurzonych w R™. W dalszym ciagu
zaktada¢ bedziemy, ze nasza powierzchnia ma wymiar k i ze wyposazona jest w metryke Rie-
manna. Innymi stowy kazda przestrzen styczna jest przestrzenia z iloczynem skalarnym. (Przy-
pominam, ze iloczyn skalarny jest dwuliniowg symetryczng formag niezdegenerowana i dodatnio
okreslona.)
Algebra: Na wyktadzie z algebry powinni si¢ panstwo byli dowiedzie¢, ze jesli g jest forma
biliniowa symetryczng na przestrzeni wektorowej V', to istnieje takze forma kwadratowa g zde-
finiowana wzorem g(v) = g(v,v) i odwzorowanie samosprzezone G : V. — V* zdefiniowane
wzorem G(v) = g(v,-). Jesli w przestrzeni V' wybierzemy baze e, to wszystkie trzy obiekty
reprezentowane beda tg samg macierza. Interpretacja macierzy bedzie jednak inna w zaleznosci
od obiektu reprezentowanego:

(1) forma biliniowa g(v,w) = ([v])"[g]e[w]®
(2) forma kwadratowa §(v) = ([v]%)"[g]e[v]®
(3) odwzorowanie samosprzezone  G(v) = [G][v]°

9le = [9le = [G]%.
Symbol € oznacza baze dualna do e. Macierz reprezentujaca wszystkie trzy obiekty jest macierza
symetryczng. Elementy macierzowe wyrazajg sie wzorem

9ij = (€ir€5).
Uzywajac pojecia iloczynu tensorowego iloczyn skalarny mozna zapisac¢ jako
gi]‘Ei X Ej .

Geometria: Jedli na powierzchni M zadany jest iloczyn skalarny to znaczy, ze w kazdym
punkcie na powierzchni mamy wyrézniony element g(z) € T, M @ T, M (symetryczny, dodatnio
okreslony) i zaleznosé od punktu x € M jest gladka. Jesli zapiszemy ¢g w lokalnym uktadzie
wspotrzednych (v, ... y*) otrzymamy

9= gij(y)dy’ @ dy’,
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[loczynowi skalanemu odpowiada takze odwzorowanie

G: TM — T*M.

gdzie

Odwzorowanie to jest w kazdym punkcie izomorfizmem liniowym. Forma kwadratowa odpowia-
dajaca g tez oczywiscie istnieje, ale nie bedzie nam potrzebna.

Gradient: Jedli f jest funkcja gtadka na powierzchni (M, g) to gradient funkcji f jest polem
wektorowym na M i jest zdefiniowany wzorem

gradf = Vf = G '(df).

Niech M = R3. Na tej szczegdlnej powierzchni mamy globalne wspétrzedne kartezjanskie
(x,y, z), baze kanoniczna w kazdym punkcie przestrzeni stycznej e = (8%, a%’ %) oraz baze
dualna w przestrzeni kostycznej ¢ = (dz, dy,dz). W tych oznaczeniach

g(z,y,x) =dr®@dr+dy @ dy + dz ® dz
0 0 0

G(%) =dux, G(@) = dy, G(&) =dz,
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Podobne rachunki wykonaé¢ mozna w sferycznym uktadzie wspotrzednych (baze zwiazana z
uktadem oznaczmy f):

V=67

x =1 cospsind
y = rsingsinv

z=rcos?

+ sin @ sin ﬁﬁ + cos 19g
ox

oy 0z

= cos psin v
”

ox oy
0 0

or

0 0 0

— = —rsinpsind— + rcos @ sin ¥ —

dp

0 .

— =7rcospcost— + rsinpcosty— — rsind—
Ox dy

ov 0z
5 9 9 9., ., o 0.
Worgr) =1 G g, =iy (G g5 =T
1 0 0
[gl;=10 rsin®9 O
0 0 r?

g(r,¢,9) = dr @ dr + r*sin® ¥dep ® dp + r’dd @ dv

of af o 1 9fa 10f0

afd + dy + of +

—dr + = —_— =

ar 9ot T au Br or | r2sin?d g dp | 12809 00

Powyzszy wynik zapisany jest w bazie ortogonalnej f. Czesto uzywana jest tez wersja ortonor-
malna:
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Wida¢ wiec, ze znajomos¢ macierzy iloczynu skalarnego w wybranym uktadzie wspotrzednych
pozwala wypisaé gradient bez wykonywania skomplikowanych rachunkéw.

Dywergencja: Definicja dywergencji wymaga ustalenia orientacji na rozmaitosci. W ostatecz-
nym rozrachunku sama dywergencja nie zalezy od orientacji (co oznacza, ze mozna ja zdefi-
niowa¢ bardziej elegancko!), ale do celéw rachunkowych przyjmijmy, ze M jest wyposazona w
iloczyn skalarny i orientacje. Mozna zatem wprowadzi¢ forme objetosci zorientowanej

Q= y/detgdy* A--- Ady”

w uktadzie wspotrzednych zgodnym z orientacja. Dla pola wektorowego A na powierzchni M
definiujemy
d(2(A)Q2) = (divA)SQ.

Policzmy tak jak poprzednio w R?® w ukladzie kartezjanskim i sferycznym:

Q=dz AdyAdz=r*sinddr AddAdyp
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W uktladzie kartezjanskim:
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W uktadzie sferycznym
d(2(A)N2) =d (7’2 sinA"dY A dp + r? sin 9 A?dr A d + r? sin 9 Ado A dr) =
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Poréwnujac powyzszy wynik z tablicami matematycznymi nalezy zwroci¢é uwage, ze zazwyczaj
w tablicach pole wektorowe w uktadzie sferycznym zapisywane jest w rozkltadzie wzgledem bazy
ortonormalnej (e,, ey, e,) tak jak w przypadku gradientu, natomiast w powyzszym rachunku
uzyto naturalnej bazy zwiazanej z uktadem wspotrzednych, ktora jest ortogonalna ale wektory

bazowe maja rozne dlugosci. Rachunki w bazie ortonormalnej prosze wykonac¢ samodzielnie.

divA =

Laplasjan: Niezalezna od uktadu wspotrzednych definicja laplasjanu ma postac:
Af = div gradf,
czyli
dO(G1(d)R) = (A2
Rachunki kazdy moze przeprowadzi¢ we wtasnym zakresie i przekonaé si¢, ze korzystanie z
definicji jest prostsze niz zamiana wspotrzednych w wyrazeniu rézniczkowym.

Rotacja: Niech teraz M bedzie powierzchnia wymiaru 3, wyposazong w ¢ i orientacje 2. Niech
takze () oznacza forme objetosci zorientowanej na M. Wéwczas dla pola wektorowego A defi-
niujemy pole wektorowe rot A wzorem:

dG(A) = 1(rotA)S2.

Wykonujac rachunki dla sferycznego uktadu wspotrzednych musimy zdecydowaé sie, czy uzy-
wamy bazy naturalnej czy ortonormalne;j.



