Zadanie 4. Poszukujemy wielomianu ¢ takiego, ze p(A) = I i ¢(B) = 0. Wielomiany charakte-
rystyczne A i B sa odpowiednio wa(t) = (1—¢)* i wg(t) = (2—1t)% Oznacza to w szczegdlnosci,
ze sa wzglednie pierwsze. Wiadomo wiec z ogodlnej teorii pierscieni Euklidesowych, zZe istnieja
wielomiany g4 i gg takie, ze
qawa + qpwp = 1.

Wielomiany ¢4 1 ¢g mozna znalez¢ korzystajac z algorytmu Euklidesa. Dokonujemy dzielenia z
reszta:

(1—t)3=(—t—1(2—t)*+ (=3t +5)
oraz

(2—1)?%= (—;t + ;)(—3t +5) + ;

Mamy wiec w algorytmie Euklidesa tabelke:

(1—1)3 (2 —1)? (=3t+5) 3
(—=t—1) (3t+2)
Dopisujemy odpowiednio ostatnig linie:
(1—1¢) (2 —t)? (=3t+5)
(= 1) (t+1)
-4+ 2 —1t+1 1 0

I stwierdzamy na podstawie tabelki i znanych jej wtasnosci, ze

1, 7 1, 4 2 1
1—t)3(—st+ ) —2—t)PGtP——t+-)=—=
(L= (=5t+g) = 2= PG~ 5t +5) = —

Po mnozeniu obu stron przez —9
—(L=t)*(=3t+7)+(2—-1)*Bt* —4t+2) =1
Zatem szukany wielomian to
pt)=—(2—1)* Bt —4t+2)+1=(1—-t)*(3t - 7)

Po rachunkach
o(t) = —3t* + 16t> — 24 + 24t — 7

Zadanie 5. Macierz operatora T' jest 4 x 4 zatem bezposrednie rachunki sa trudne. Upro$émy
je nieco. Wida¢, ze imT = (v, vs), ponadto ker T Nim7T = {0}. Wynika z tego, ze R* =
kerT'® im T'. Istnieje zatem baza w = (uq, us, vy, v) dostosowana do struktury sumy proste;j.
Na przykltad uy =[1 0 —1 0], u1 =[0 1 0 — 1]. W tej bazie macierz T' ma posta¢

[T]“’w:lg 2]’ gdzie A:[é i]
Zatem Sp(T) = {0, —2,10}, bo Sp(A) = {—2,10}. Ponadto T jest diagonalizowalny. Wielomian
aproksymacyjny moze wiec by¢ drugiego stopnia:
o(t) =at® + bt +c
Podstawiajac t =0, t = —2, t = 10 otrzymujemy

1 b 7 25
a=— =——, c=——.
16’ 24’ 12
W ten sposéb obliczy¢ mozemy (1) wedlug wzoru:

Low T 25,

TV —72_ ‘tp_ 27
#(T) = 75 a2



2

Wryliczenie tego do konca jest zadaniem nieprzyjemnym rachunkowo, dlatego nie domagam sie
tego w ostatecznym rozwiazaniu. Mozna tez policzy¢ najpierw w bazie w otrzymujac:

T %00
W 12
0o 0 20

Zamiana bazy tez wymaga mnozenia duzych macierzy, zatem tez si¢ nie domagam robienia tego
do konca:

0
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0
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p(T) = [ [T lid]*e =



