Wyktad 11.

Wyktad jedenasty to wycieczka w kierunku dziedziny matematyki nazywanej Topologia. Topo-
logia stanowi podstawe, albo przynajmniej niezbedny element wielu innych teorii matema-
tycznych. Podstawowym pojeciem w topologii jest zbior otwarty. My zajmowaé sie bedziemy
wylacznie topologia w R. Wycieczka ta ma na celu przede wszystkim doprowadzenie do udowod-
nienia twierdzen (2) i (3), ktére sa uzyteczne przy badaniu przebiegu zmiennosci funkcji i
sporzadzaniu wykreséw. Nie bedziemy jednak zmierzaé¢ do celu najkrotsza droga.

Definicja 1. Zbiorem otwartym w R nazywamy podzbior O C R, ktéry ma nastepujaca
wlasnosé:
VeeO Fe>0: Jr—e xz+e[CO

Fakt 1. Odcinek otwarty w R jest zbiorem otwartym.
DowoODp: Niech I bedzie odcinkiem |a, b[. Ustalmy x € I, tzn. a < x < b. Jesli
r—a b—x

9 ) T}a
to odcinek |z — e, x + e[ C I, zatem [ jest otwarty. Zauwazmy, ze jesli odcinek otwarty ma
nieskonczony koniec, to tez jest otwarty.[]

£ = min{

Fakt 2. Suma dowolnej rodziny zbioréow otwartych jest otwarta, przeciecie skonczonej rodziny
zbioréw otwartych jest otwarte.

DowoOD: Niech (Oy)aea bedzie rodzina zbior6w otwartych. Ustalmy x € Uyecp O Jako element
sumy zbioréw x jest elementem przynajmniej jednego zbioru z rodziny (O, ). Oznaczmy ten zbi6r
O,,. Zbiér O,, jest otwarty, zatem wraz z punktem z zawiera odcinek otwarty |x — e,z + €|
dla pewnego € > 0. Skoro odcinek ten zawarty jest w O, to takze w sumie [Jycp Oy. Suma jest
wiec zbiorem otwartym.

WezZmy teraz dwa dowolne zbiory otwarte U i V. Niech x bedzie ustalonym elementem przecigcia
VN V. Zbiory U i V sg otwarte, zatem istniejg dwie liczby dodatnie €y i €y, takie, ze odcinek
|t — ey, + ey|C U oraz |z — ey, x + ey[C V. Na pewno wiec odcinek |z — ¢,z + €] dla
e = min{ey, ey } zawarty jest i w U i w V. PokazaliSmy, ze przeciecie U NV wraz z kazdym
punktem z zawiera odcinek otwarty zawierajacy x. Zbior U NV jest wiec otwarty. Latwo
wida¢, ze dowdd ten uogdlnia sie tatwo na przypadek przeciecia skoriczonej liczby otwartych
zbioréw. Nie da sie jednak go uogdélni¢ na przypadek nieskonczonej liczby zbioréw, gdyz nie
ma gwarancji, ze minimum ze zbioru dodatnich liczb jest rézne od zera. Na przyktad jesli
Up, =] — %, %[ przeciecie Npen Un = {0}. Zbiér jednopunktowy nie jest zbiorem otwartym.[

Twierdzenie 1. Zbiér X jest otwarty w R wtedy i tylko wtedy kiedy jest przeliczalng suma
odcinkéw roztacznych (by¢é moze niektére z nich maja nieskoniczone korice).

DowOD:  Kazdy zbiér, ktory jest przeliczalng sumg roztgcznych odcinkéw otwartych jest
otwarty. Wynika to z poprzedniego faktu oraz z tego, ze odcinek otwarty jest zbiorem otwartym.
Z definicji wynika tez, ze zbior otwarty jest suma odcinkéw otwartych: skoro wraz z kazdym
punktem z zbidr X zawiera takze |z — €, 2 + ;] dla pewnego €, > 0 to X = U,ex ]z —
€z, @ + £,]. Pokazemy teraz, ze nie wszystkie te odcinki moga byé¢ roztaczne, poniewaz nie
istnieje nieprzeliczalna suma rozlacznych odcinkéw w R. Zatézmy, ze istnieje zbior O C R
taki, ze O = Uyep In gdzie zbiér indekséw A jest nieprzeliczalny oraz I, NI, = 0 dla A # pu.
Kazdy odcinek I, zawiera przynajmniej jedna liczbe wymierna. Wybierzmy wiec z kazdego
odcinka liczbe wymierng q,. Kazde dwie liczby o réznych indeksach sa rézne, gdyz odcinki
o roznych indeksach sa roztaczne. OtrzymaliSmy wiec nieprzeliczalny zbioér liczb wymiernych
parami roznych. Jest to niemozliwe, gdyz zbiér wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.

.

Definicja 2. Jesli X C R, to podzbior Y C X jest otwarty w X wtedy i tylko wtedy, kiedy
jest przecieciem X i zbioru otwartego w R. Zbior Y moze by¢ otwarty w X a nieotwarty w R.

Fakt 3. Przeciwobraz zbioru otwartego O C R wzgledem funkcji ciaglej f : X — R jest

zbiorem otwartym w X
1
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DowOD: Niech f: X — R bedzie ciagta i niech O C R bedzie otwarty. Jedli f~1(0) = 0, to
twierdzenie jest spetnione, poniewaz () jest otwarty. Jedli f~1(O) # 0 wezmy zo € f~1(O) # 0,
tzn f(xg) € O. Poniewaz O jest otwarty, wraz z punktem f(z() zawiera takze pewien odcinek
1f(zo) — &, f(xo) + €[. Skorzystamy teraz z ciagtosci f i do ustalonego wezesniej ¢ dobierzemy
d > 0, takie zeby dla z € X takich, ze |xt—z(| < § wartosci spelniaty nieréwnosé | f(zo)— f(x)| <
e. Jesli wiec z €]x — 6,z + 0[NX to f(x) €]f(xo) — &, f(xo) + [C O zatem f~1(O) zawiera
|z — 0,2 + 0[NX, jest wiec otwarty w X. [J

Definicja 3. Zbior D C R nazywamy domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie
D’ =R\ D jest otwarte.

Fakt 4. Odcinek domkniety jest zbiorem domknietym.

DowOD:  Dopehienie odcinka [a,b] jest zbiorem | — oco,a[ U |b,00[, a wiec jest zbiorem
otwartym. L.

Definicja 4. Podzbior C C R nazywamy zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag
elementéw C' zawiera podciag zbiezny do elementu w C.

Fakt 5. Odcinek domkniety o skoniczonych koncach jest zbiorem zwartym.

Dowo6D:  Dowdd przeprowadzimy metoda polowania na lwa. Niech I; bedzie wyjsciowym
odcinkiem [a,b]. Wezmy dowolny ciag (x,) elementéw tego odcinka. Podzielmy teraz odcinek
[a, b] na dwie réwne czedci:

a+b a+b
i sprawdzmy w ktérej czesci jest nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu (z,). Te czesé, w ktorej
jest nieskonczenie wiele wyrazow ciagu oznaczamy [Io. Moze si¢ zdarzy¢, ze w obydwu czesciach
jest nieskonczenie wiele wyrazow ciagu, wtedy wybieramy ktorakolwiek z czesci. Dalej dzielimy
odcinek I, na poét i oznaczamy I3 te czes¢ w ktorej jest nieskonczenie wiele wyrazow ciggu.
Postepujac tak dalej konstruujemy ciag odcinkéw I, domknietych i takich, ze I,.1 C I,.
Ponadto jesli d,, jest dtugoscig odcinka I, to d,, = an_fﬁ ilim, . d, = 0. Z tego rodzaju sytuacja
mieliSmy juz do czynienia w dowodzie zbieznosci ciagu Cauchy’ego. UstaliliSmy wowczas, ze
przeciecie takiej rodziny odcinkéw jest niepuste i zawiera doktadnie jeden punkt:

neN

[a,0] = [a,

Skonstruujemy teraz podciag ciagu (z,,) zbiezny do xq. Z kazdego zbioru I wybierzmy doktadnie
jeden element ciggu w ten sposob, aby jesli x,, € I oraz x,, ., , € I[r41 to ngpr > ny.
Skonstruowany w ten sposéb podciag ma t¢ wlasnosé, ze |z, —xo| < % zatem limy_o T, =
x9. Z ciagu (z,) wybraliSmy wiec podciag zbiezny do zy € I;. Odcinek I} = [a,b] jest wigc
zbiorem zwartym. []

Fakt 6. Zbior zwarty w R jest ograniczony i domkniety. Prawdziwe jest takze twierdzenie
odwrotne: kazdy zbior ograniczony i domkniety w R jest zwarty.

DowOD:  Udowodnimy pierwszg cze$é twierdzenia. Najpierw pokazemy, ze zbiér zwarty jest
ograniczony. Zastosujemy metode ad absurdum. Zatozmy, ze zbor X jest zwarty i nieograniczony
z gory. Dla kazdej liczby naturalnej n mozemy znalezé element zbioru x € X taki, ze x > n.
Oznaczmy ten element z,,. Skonstruowany w ten sposéb ciag jest rozbiezny do nieskonczonosci.
Te sama wlasnosé maja wszystkie jego podciagi. Ciag (z,,) nie zawiera wiec podciagu zbieznego,
co jest sprzeczne z zatozeniem o zwartosci X. Podobnie pokazujemy, ze zbiér X musi by¢
ograniczony z dotu.

Pokazemy teraz, ze zbior zwarty X jest domkniety. Réwniez w tym przypadku zastosujemy
metode ad absurdum. Zalézmy zatem, ze X nie jest domkniety, co oznacza, ze X’ = R\ X nie
jest otwarty. Istnieje zatem punkt y € X' taki, ze dla kazdego € > 0 w odcinku |y — e,y + €[ sa
punkty, ktore nie naleza do X'. Innymi stowy

]y—&,y+€[ﬂX7é®
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Wezmy zatem & = % oznaczmy x, dowolny element powyzszego przeciecia. Konstruujemy w

ten sposob ciag (x,) elementéw zbioru X. Z konstrukeji wynika, ze jest on zbiezny do y. Taka
wlasno$¢ maja takze wszystkie jego podciggi. Z definicji zbioru zwartego wynika, ze y € X.
Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze y € X'.

Twierdzenie 2. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta. Istnieja skonczone kresy
y+ = sup f([a,b])
y— = inf f([a, 0])
oraz liczby = 1 x_ takie, ze xy € [a,b], z_ € [a,b] oraz
fl@y) =ye,  flzo) =y-.

DowoOD: Niech f bedzie jak w zalozeniach twierdzenia. Oznaczmy Y = f([a, b]). WeZmy teraz
dowolny ciag vy, o wyrazach z Y. Poniewaz jest to ciag w zbiorze wartosci funkcji to istnieje
ciag (x,) o wyrazach z odcinka [a,b] taki, ze f(x,) = y,. Ciag (x,) zawiera podciag zbiezny
do elementu zy € [a,b] , bo odcinek [a, b] jest zbiorem zwartym. Oznaczmy ten pociag (x,, ).
Z ciaglodci funkcji f wynika, ze f(x,,) = yn, jest tez zbiezny do elementu f(xy) € Y. Okazuje
sie wiec, ze Y jest zbiorem zwartym. Skoro jest zwarty to jest takze ograniczony i domkniety,
tzn. jego kresy gérny i dolny sa skoniczone i zawarte w Y:

y_ =infY Yy =supy, y- €Y, y, ey.

Istnieja zatem z_ i z, w odcinku [a, b] takie, ze f(zy) =y, flz_)=y_.

Dowodzac twierdzenia (2) pokazaliSmy przy okazji, ze obraz zbioru zwartego przy odwzorowaniu
ciagltym jest zbiorem zwartym. Korzystalismy tutaj bowiem wylacznie z tego, ze odcinek
domkniety jest zwarty, a nie z tego, ze jest odcinkiem.[]

Twierdzenie 3. (Wtasnos¢ Darboux) Niech f : I — R bedzie funkcja ciaglta na odcinku
otwartym I. Dla kazdych a < b, a,b € I i kazdej liczby y nalezacej do odcinka o koricach f(a)
i f(b) istnieje x € [a, b] taki, ze f(z) =y.

DowoOD: Niech f, 11 [a,b] beda jak w zalozeniach twierdzenia. Zatézmy, ze f(a) < f(b). Jesli
f(a) > f(b) dowdd przebiega podobnie. Jesli f(a) = f(b) nie ma czego dowodzi¢, gdyz jedynie
f(a) = f(b) nalezy do odcinka [f(a), f(b)] i oczywiscie x = a lub x = b speliaja wymagania
twierdzenia. Zalézmy, ze istnieje y €]f(a), f(b)] takie, ze y ¢ f([a,b]). Oznaczmy f obciecie f
do odcinka [a, b]. Wtedy jesli

I =f7'(] —o0,y])
L= f~'(Jy,o0[)
to
LNn=0 6LUlL=1[abl, a€cl, bel.
Oznaczmy

c=supl.
Sa zasadniczo trzy mozliwosci (1) ¢ =a, (2) c=10b, (3) a < ¢ < b.

(1) Jesli ¢ = a to oznacza, ze I = {a}, Iy =]a,b]. Istnieje wtedy ciag y, elementéow Iy zbiezny
do a.Ciag f(y,) ma wartosci |y, oco[, bo y, € I3, ponadto lim, .. f(y,) = f(a) € | — 00, y[. Z
drugiej strony granica f(y,) moze leze¢ w |y, oo albo byé¢ réwna y. Tak czy inaczej nie nalezy
do ] — 00, y[

(2) Jesli ¢ = b to oznacza, ze istnieje ciag z,, € I; taki, ze lim, . x, = b oraz (z ciagtosci
f) lim, . f(z,) = f(b). Podobnie jak w poprzednim przypadku wyrazy ciagu leza w odcinku
otwartym | — 0o, y[ a granica w roztacznym z nim odcinku otwartym |y, oo[. Taka sytuacja jest
niemozliwa.

(3) W przypadku a < ¢ < b z definicji supremum istnieje ciag x, € I; zbiezny do ¢, oraz
poniewaz |c,b] € I, o istnieje ciag y, € Iz zbiezny do c. Granica f(z,) lezy w | — 00, y], granica
f(yn) w [y, 0o[. Poniewaz obie granice sa rowne, to znaczy, ze

m fyn) = lim f(zn) = y.
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Okazalo sie wiec, ze f(c) =y, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze y ¢ f([a,b]).

Ostatecznie wszystkie trzy przypadki okazaly sie prowadzi¢ do sprzecznosci. [



