Wyktad 13

rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywistej - cd.
Przyjrzyjmy sie nastepujacej funkeji:

2 o 1
risins . #0

ﬂ@:{o z=0

Na zbiorze R \ {0} funkcja ta jest rézniczkowalna, gdyz jest iloczynem funkcji rézniczkowalne;
x +— 22 i funkcji ztozonej z funkcji rézniczkowalnych x +— sinx i  — 2~1. Pochodng obliczamy
wiec wedle obowigzujacych zasad:
17 1 1 1 1 1
fl(z) = [[L’Q sin } = 2xsin — + 2% cos — <—2> = 27 sin — — cos —
x x r\ x x x

Pochodna ta nie ma granicy w x = 0. Jednak gdy obliczamy pochodna f w x = 0 z definicji
otrzymujemy:

. fO+h) = f(O0) . f(h) . RPsing

i S = Jim = = i == = 0= (0).

Funkcja f jest wiec rézniczkowalna na R, jednak jej pochodna nie jest ciagta w z = 0. Funkcja
f jest dobra ilustracja nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1 (Darboux). Niech f : O — R bedzie rézniczkowalna na zbiorze otwartym O
i niech [a,b] C O. Wtedy dla kazdej liczby o pomiedzy f'(a) i f'(b) istnieje = € |a, b[ takie, ze
f@) = .

W dowodzie twierdzenia Darboux (a takze w wielu innych sytuacjach) korzystaé¢ bedziemy z
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2 (Fermat). Jesli f jest rozniczkowalna na odcinku ]a, b[ i ma w punkcie zq € Ja, b]
ekstremum lokalne, to f'(xg) =0

DowOD: Dowodzac twierdzenia Fermata trzeba oczywiscie wiedzieé¢ co oznacza termin ekstre-
mum lokalne. Funkcja f : X — R ma w zy € X ekstremum lokalne jesli istnieje 6 > 0 taka, ze
dla wszystkich x € |xg — §, 29 + 0[NX f(x) > f(xo) lub dla wszystkich z € |xg — §, 29 + J[NX
f(z) < f(xo). W pierwszym przypadku méwimy, ze funkcja ma minimum lokalne, a w drugim
maksimum lokalne.

Dowdéd przeprowadzimy w przypadku minimum. Dowod dla maksimum wyglada bardzo podob-
nie. Niech wiec f ma w zy minimum lokalne, tzn. dla pewnego ¢ > 0 zachodzi

f(z) = f(xg) dla x € |xg — 6,20 + 4.
Dla h < ¢ licznik ilorazu réznicowego
f(xo +h) = f(xo)
h

jest wiec nieujemny. Liczac granice lewo- i prawostronne otrzymujemy:
. flzo+h) — f(zo) . flzo+h) — f(zo)
o=l T 2 = i T
Skoro funkcja jest rézniczkowalna to

fi(xo) = f(w0) = f'(20)

<0

zatem musi by¢
f/(xo) =0.
O

DowOD TwWIEDZENIA DARBOUX: Niech O bedzie zbiorem otwartym i wezmy [a, b] C O. Niech
¢ bedzie funkcja rézniczkowalng na O i taka, ze ¢'(a)¢’(b) < 0. Pokazemy, ze woéwczas istnieje
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xgy € |a, b takie, ze ¢'(xg) = 0. Niech np. ¢'(a) > 01 ¢'(b) < 0. Skoro ¢'(a) > 0 to funkcja
L elath) ~ f(a)

jest dodatnia dla maltych h > 0, czyli p(a + h) > ¢(a). Podobnie dla b: skoro ¢'(b) < 0 to
funkcja
WSO

jest dodatnia dla matych h > 0, czyli (b — h) > ¢(b). Funkcja ¢ jest ciagla jako funkcja
rézniczkowalna, zatem na zbiorze [a, b] przyjmuje wartosci najwieksza i najmniejsza. Ani a, ani
b nie jest punktem (zy), w ktorym ¢ przyjmuje wartosé¢ najwieksza, poniewaz w otoczeniu obu
tych punktéw istnieja wartosci argumentu, przy ktorych warto$é funkeji jest wieksza. Punkt
ten musi wiec leze¢ wewnatrz odcinka |a, b|. Z twierdzenia Fermata wiemy, ze w tym punkcie

¢'(w0) = 0.
Powr6émy teraz do naszej funkcji f. niech a bedzie dowolna liczba pomiedzy f'(a) i f/(b).
Wtedy funkcja ¢ zdefiniowana wzorem

p(x) = f(z) — oz

spelnia warunek rézniczkowalnosci oraz ¢'(a)¢’(b) < 0, zatem istnieje zo €]a,b| taki, ze
/ —
' (z9) = 0, ale

jesli ¢'(zo) =0 to f(zo) = a bo ¢'(z0) = f'(20) — o

TRZY WAZNE TWIERDZENIA:

Twierdzenie 3 (Rolle). Niech f bedzie ciagta na [a, b] i rézniczkowalna na Ja, b[. Jezeli f(a) =
f(b) to istnieje xg € ]a, b] taki, ze f'(z9) = 0.

DowoOD: Jedli f jest funkcjg stala, to dla wszystkich x € a, b[ f'(x) = 0 i kazdy punkt odcinka
jest dobry. Jesli f nie jest funkcja stala, to osiaga na [a,b] swoje wartosci najmniejsza i naj-
wieksza, przy czym przynajmniej jedna z nich nie jest rowna f(a). Przynajmniej jeden punkt
ekstremalny lezy wiec wewnatrz |a, b[ w dziedzinie rézniczkowalnosci funkeji. Korzystamy zatem
z twierdzenia Fermata, zeby stwierdzié¢, ze f’ w tym punkcie jest 0. [J

Twierdzenie 4 (Lagrange). Niech f bedzie ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na |a, b|. Istnieje
xo € a,b] taki, ze

f(b) = fla) = f'(x0)(b — a).

DowOD: Funkcja ¢ zdefiniowana wzorem

ola) = fla) - LU,
spelnia zatozenia twierdzenia Rolle’a dla odcinka [a, b] zatem istnieje xg € |a, b] taki, ze ¢'(xg) =
0.
0= ¢l(a0) = 7'zy) ~ O~ T
zatem
JOZT) _ piagy 1) - £la) = Faa)(b-a)
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Twierdzenie 5 (Cauchy). Niech f i g beda ciagle na [a, b] i rézniczkowalne na |a, b[. Istnieje

xo € a,b] taki, ze
[f(b) = f(a)] g (o) = [9(b) — g(a)] f'(x0).
DowOD: Funkeja ¢ zdefiniowana wzorem

p(x) = [f(0) = fla)lg(x) = [9(b) — g(a)lf ()

spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a dla odcinka |a, b], zatem... OJ



