Wyktad 14

rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywistej - cd.
Wazny wniosek z twierdzenia Lagrange’a przydatny przy badaniu funkcji:

Fakt 1. Jesli f :]a,b[— R jest rozniczkowalna i dla wszystkich x €]a, b
(1) f'(z) > 0 to f rosnaca na ]a, b|

(2) f'(x) <0 to f malejaca na Ja,b|

(3) f'(z) =0 to f stala na |a,b|

Twierdzenie 1 (o rézniczkowaniu funkeji odwrotnej). Jesli f :Ja,b[— R jest rézniczkowalna
na |a, b[ i jej pochodna jest rézna od zera dla kazdego = €|a, b] to istnieje rézniczkowalna funkcja
odwrotna f~! oraz

(Konce odcinka ]a, b[ moga by¢ nieskonczone.)

DOWOD: Zauwazmy po pierwsze, ze jesli funkcja jest rozniczkowalna na odcinku otwartym i jej
pochodna nie przyjmuje wartosci zero, to znaczy, ze pochodna jest statego znaku: Zaldézmy, ze
tak nie jest, tzn. istnieja x1,z9 €a, b[ takie, ze f'(x1) > 0 a f'(z2) < 0. Jak wiadomo funkcja
pochodna ma wlasnoéé Darboux, tzn. pomiedzy x; i xo musi istnie¢ x3 takie, ze f(z3) = 0,
co jest sprzeczne z zatozeniem. Skoro pochodna jest statego znaku, to znaczy, ze funkcja jest
monotoniczna: $cisle rosnaca albo $cigle malejaca. Po drugie obrazem odcinka |a, b jest takze
odcinek (byé moze o obydwu, badZ jednym nieskoniczonym konicu). Przedstawimy uzasadnienie
dla funkcji rosnacej (dla malejacej bedzie podobnie): Funkcja ciggta ma wtasnosé Darboux,
zatem dla kazdego z1 < y; obraz odcinka [z1,y:] zawiera odcinek [f(z1), f(v1)]. Ze wzgledu
na monotoniczno$é funkeji zawieranie jest réwnoscia, tzn f([z1,y1]) = [f(x1), f(y1)]. Bierzemy
teraz dwa ciagi: (z,) monotonicznie malejacy i zbiezny do a oraz (y,) monotonicznie rosnacy i
zbiezny do b. Dla kazdego n mamy

F(ns yn]) = [f (@), f(yn)] - oraz [2n, yn] C [@nin, ynials [f (@), F(yn)] C Uf (@nsa), F(Ynia)]

Odcinki I,, = [f(x,), f(y,)] tworza ciag odcinkéw taki, ze I, C I, 41, zatem suma |2, I, jest
tez odcinkiem (tatwo sprawdzié, ze otwartym) i ponadto

U 5o = 7).

Funkcja f jest wiec ciagta bijekcja odcinkéw |a,b[ i |c, d[= f(]a, b]). Bez dowodu pozostawimy
nastepujacy fakt:
Fakt 2. Funkcja odwrotna do cigglej bijekcyi odcinkow otwartych jest ciggta.

Sprawdzamy teraz rézniczkowalnosé¢ f~': Niech y = f(x) i k bedzie takie, ze y + h = f(x + k)
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Z cigglodci f i f~! wynika, ze gdy h — 0 to takze k — 0 zatem
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Twierdzenie 2 (reguty de I’'Hospitala). la. Niech funkcje f, g bedg rézniczkowalne na prze-
dziale ]a, b[, niech ¢'(x) # 0 dla = € ]a, b[ oraz

Jim, (o) =0 = i o(o)
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2a.

2b.

3a.

3b.

4a.

wtedy jesli istnieje granica

_ g [
A= e

to istnieje takze lim ——=

i obie granice sg sobie réwne.

Niech funkcje f, g beda rézniczkowalne na przedziale |a, b[, niech ¢'(z) # 0 dla = € ]a, b|
oraz
lim f(z) =0= lim g(x)

T—b~ T—b~
wtedy jesli istnieje granica
/
A= lim fl (z) to istnieje takze lim @
z—b~ (¢ (IE) z—b~ g(fﬂ)

i obie granice sg sobie réwne.

Niech funkcje f,g beda rézniczkowalne na przedziale ]a, oo, niech ¢'(z) # 0 dla = €
|a, oo[ oraz
lim f(z) =0= lim g(z)

Tr—00 Tr—00
wtedy jesli istnieje granica
!
A= lim f/ (z) to istnieje takze lim M
w00 g'(x) w00 g(x)

i obie granice sg sobie réwne.
Niech funkcje f,g beda rézniczkowalne na przedziale | — oo, b, niech ¢'(z) # 0 dla
T €] — o0, b[ oraz

lim f(z)=0= lim g(z)

wtedy jesli istnieje granica
/
A= lim f/(x) to istnieje takze lim @

i obie granice sg sobie réwne.

Niech funkcje f, g beda rézniczkowalne na przedziale ]a, b[, niech ¢'(z) # 0 dla = € ]a, b|
oraz
lim f(z) =00 = lim g(z)

z—at r—at
wtedy jesli istnieje granica
/
A= lim f/ (z) to istnieje takze lim M
z—at @ (%) z—at g(&?)

i obie granice sg sobie réwne.

Niech funkcje f, g beda rézniczkowalne na przedziale ]a, b[, niech ¢'(z) # 0 dla = € ]a, b|
oraz
lim f(z) =00 = lim g(z)

x—b~ z—b~
wtedy jesli istnieje granica
/
A= lim f/ (z) to istnieje takze lim M
eb- ¢ () a—b- g(x)

i obie granice sg sobie réwne.

Niech funkcje f,g beda rézniczkowalne na przedziale ]a, oo, niech ¢'(z) # 0 dla z €
la, oo[ oraz
lim f(z) = oo = lim g(z)

wtedy jesli istnieje granica
/

x

A= lim f/( )

=00 g'(x)

i obie granice sg sobie réwne.

to istnieje takze lim —=
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4b. Niech funkcje f,g beda rézniczkowalne na przedziale | — oo, b[, niech ¢'(x) # 0 dla
x €] — o0, b[ oraz
lim f(z)=00= lim g(x)

wtedy jesli istnieje granica
/
A= lim f/(x) to istnieje takze lim m

i obie granice sg sobie réwne.

DOWOD (szkic): Udowodnimy punkt (1a). Funkcje f i g rozszerzamy do odcinka [a, b przez
ciagtosé ktadac f(a) =01 g(a) = 0. Jedli = € |a, b[ to mozemy korzystaé¢ ze wzoru Cauchy’ego
dla odcinka [a, x|, tzn istnieje £ € |a, x[ takie, ze:

[f(x) = f(a)lg'(§) = [g(x) — g(a)]f'(£)-
Skoro f(a) =g(a) =01 ¢'(§) # 0 to

Ponadto wiemy jeszcze, ze ¢'(z) # 0 na Ja,b[, czyli ¢'(z) jest stalego znaku na ]a,b] a co za
tym idzie ¢ jest monotoniczna na ]a, b| (scisle rosnaca albo malejaca), w szczegdlnosci g(z) # 0.

Mamy wiec
@) 1)
g(x) &)
Jedli teraz © — a™ to takze £ — a™, bo a < £ < x < b, zatem jedli, tak jak w zalozeniach
/
GE
s—at g'(§)
to

/
i 10, 11O
w—at g(x)  emat g'(€)
Punkt (1b) dowodzimy tak samo, zamieniajac odpowiednie znaki w odpowiednich miejscach.

W przypadku (2a) zakladamy (bez zmniejszania ogélnosci), ze a > 0 i definiujemy funkcje

Obie funkcje sa okreslone na przedziale |0, %[, rozniczkowalne i ponadto

lim ¢(t) = 0= lim ~(¢).

t—0t+ t—0t

Jesli ¢'(x) # 0 dla x € ]a, 00| to
1
0 =4
Funkcje ¢ i v spelniaja wiec zalozenia punktu (1a) zatem

o N 3 B () B ¢ S i) W i)

m = lim = lim —+% =
i g(z) ot () 0t () =0t —g(1)E 10t g(3)  mo g(a)
Przypadek (2b) dostajemy bardzo podobnie. Dowody pozostatych przypadkéw w tym stresz-
czeniu opuszczamy.[]
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