Wyklad 15

rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywistej - cd.

Jedli funkcja f :]a,b[— R jest rézniczkowalna na ]a, b[, to moze sie okazaé, ze jej funkcja po-
chodna jest rézniczkowalna w niektérych punktach odcinka Ja,b[. Jesli = € Ja,b[ i f’ jest r6z-
niczkowalna w z to warto$¢ (f’)(x) nazywamy druga pochodna f w punkcie x i oznaczamy
f"(z). Ogdlnie wyzsze pochodne definiujemy indukcyjnie:

Definicja 1. Jesli f jest k-krotnie rozniczkowalna w otoczeniu punktu x oraz istnieje pochodna
k-tej pochodnej f w punkcie x to pochodng te nazywamy k + 1-pochodnag f w punkcie x i
oznaczamy

FED @) = (f®) ().
Definicja 2. Jesli f jest k-krotnie rézniczkowalna na a, b| i jej pochodna jest ciagla na ]a, bl,
to méwimy, ze f jest klasy C* i piszemy f € C*(Ja, b|).
Fakt 1 (Regula Leibniza dla wyzszych pochodnych). :
(f9)'(z) = f'(z)g(x) + f(z)d'(x)
(f9)"(z) = f'(x)g(x) +2f'(z)g'(x) + f(2)g"(2)

()P (@)= 3 ( k ) £ (@)% ().
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Twierdzenie 1 (Wzér Taylora). Niech f : I — R bedzie funkcja klasy C"! na I, zatézmy
takze, ze istnieje n-ta pochodna f na I. Niech takze xq € I wowczas istnieje & takie, ze £ €
|zo, xo + h[ takie, ze dla kazdego k:

Flao + 1) = F(a0) + Feo)b + F/(ao) s+ F ) e gy 1
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Wyrazenie
hk h — n—~k
Ry(wo,h) = £ (€) (33/2!(2 — /;!)

nazywamy reszta w postaci Schlomlicha. Dla k = n otrzymujemy

R, ) = F™ (&)

n!
reszte w postaci Lagrange’a, zas dla k = 1

h(xg+h — &)1
(n—1)!

reszte w postaci Cauchy’ego. Przyjmujac oznaczenia & = x¢ + 6h dla pewnego 0 € [0, 1] dosta-
jemy wzor:

Rn($07h) = f(n)(g)

Rufao, ) = £ (oo + 00) = =T

Wyprowadzenie wzoru Taylora nie jest zbyt trudne. W streszczeniu je pomijamy. Mozna je
znalez¢ we wszystkich podrecznikach do analizy w tym w naszym zielonym skrypcie.

Twierdzenie 2. Przy zalozenach z poprzedniego twierdzenia Reszta we wzorze Taylora ma
nastepujgceg wltasno$c:
. Rn(l‘o, h)
i ey
1

=0



2

DOWOD: Dowdd opiera sie na regule de I'Hospitala:

n—1 hk
Ry (0, h) = f(xo+h) — fzo) = > f(k)(iﬁo)g
k=1 :
Roézniczkujemy powyzsza réwnosé wzgledem h:
n—1 hkfl
Ry, (w0, h) = f'(wo+h) = 3 f®(x0) ,
k=1 (k - 1>
i dalej rézniczkujemy
n—1 hk—2
Ry (o, h) = f" (w0 +h) = > f¥ (o) ,
k=2 (k—2)

i po (n — 2) rézniczkowaniach mamy

R (2o, h) = f (2o + h) — 72 (29) — f" 1 (2)h

n

Liczymy
n—2 n—2 n—2
R% )<5U07 h) _ 1 f( )(xo +h) — f( )<£L'0) B f(n_l)(xo)
(e~ (m—1)! i
Poniewaz (-2 ) (12) ()
U (wo + h) = [ (o) (n—1)
}ZEI%) h - f (‘7:0)7
to stosujac wielokrotnie regute de I’'Hospitala dostajemy
. Ry(xo,h) . RG“(xo,h) 1 fO P o+ h) = O (@) Ly
Wt A e A 1) h — S @)
=0.
OJ

UZUPELNIENIA POTRZEBNE DO BADANIA FUNKCJI:

EKSTREMA: 7 twierdzenia Fermata wiemy, ze jesli funkcja rézniczkowalna ma w punkcie x
ekstremum to pochodna w tym punkcie jest 0. Przydaja sie jeszcze nastepujace fakty:
Fakt 2. Niech f :]a,b|— R bedzie ciggla na |a, b[ i rézniczkowalna w |a, b[\{xo} wtedy
(1) jesliistnieje 6 > 0 taka ze f'(z) > 0 dla x € |zg—0, 0] oraz f'(x) < 0 dla x € |xg, zo+I]
to f ma w xy maksimum,;
(2) jesliistnieje 6 > 0 taka ze f'(z) < 0dla x € |zg—0, 0] oraz f'(x) > 0 dla x € ]xg, zo+ ]
to f ma w xp minimum;

Fakt 3. Jedli f jest dwukrotnie rézniczkowalna w zo i f'(xo) = 0 a f"(x0) # 0 to f ma w zg
ekstremum: dla f”(z) > 0 jest to minimum a dla f”(xy) < 0 maksimum.

Fakt 4. Jedli f jest n-krotnie rézniczkowalna w xg i f®)(z9) = 0dla k = 1,2,...,n -1 a
F™(z0) # 0 to jesli n jest parzyste, f ma w xq ekstremum: dla f (x) > 0 jest to minimum a
dla f(™(z¢) < 0 maksimum. Jegli za$ n jest nieparzyste, to funkcja nie ma ekstremum w tym
punkcie.

WYPUKLOSC:

Fakt 5. Jesli funkcja f wypukta na ]a,b[ to w x € |a, b istnieja jednostronne pochodne:
h) — h) —
) — i LG =I@) )~ fe)

h—0+ h h—0~ h
@) > £ ().
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Fakt 6. Funkcja rézniczkowalna na |a, b| jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy ma niemalejaca
pochodna.

Fakt 7. Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna na Ja, b| jest wypukla wtedy i tylko wtedy gdy ma
nieujemng druga pochodna.

AsyMPTOTY: Jesli istnieja a,b € R, a # 0 takie, ze

lim f(z) — (az +b) =0
to mowimy, ze f ma prawostronng asymptote uko$ng. Rozpatrujac granice w —oo dostajemy
lewostronng asymptote ukosna. Parametry a i b wyznaczamy ze wzoréw

a = lim @) b= lim (f(x) — ax).
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