Analiza 11
wyktad 1

Trzeci semestr wyktadu z Analizy zaczynamy od elementéw geometrii rézniczkowej. Pierwsze
dwa wyktady stanowi¢ beda przypomnienie z zesztego roku, a dopiero trzeci wyktad zawierac
bedzie nowy materiat. Przypominam, ze teksty umieszczane w internecie stanowia streszczenie
wyktadu, tzn zawieraja podstawowe definicje i twierdzenia, natomiast nie zawierajg dowodow.
W wyjatkowych przypadkach, kiedy dowod jest szczegélnie skomplikowany albo wazny, bede
go takze umieszczaé w streszczeniach.

Definicja 1. Podzbiér M przestrzeni R™ nazywamy powierzchnig wymiaru k jesli dla kazdego
punktu z € M istnieje otoczenie otwarte U C R" tego punktu, zbior otwarty W C R" i
odwzorowanie h : U — W takie, ze

e h jest dyfeomorfizmem, tzn. jest rézniczkowalne, odwracalne i jego odwrotno$é tez jest
rozniczkowalna,

e h(MNU)CWnN(RFx{(0,0,...,0)}).
—k
W praktyce sprawdzanie z definicji, czy konkretny zbior jest powierzchnia bywa ktopotliwe.
Mamy jednak do dyspozycji dwa wygodne twierdzenia:

Twierdzenie 1. Niech G bedzie odwzorowaniem okreslonym na otwartym zbiorze 2 C R™
o warto$ciach w R™, wowezas zbior M = G71(0) jest powierzchnig wymiaru n — m jesli dla
wszystkich x € M pochodna G'(x) jest odwzorowaniem rzedu M.

Przyktad: Jesli G : R® — R dane jest wzorem G(x,y,z) = 2? + y*> + 2> — 1 to zbior
S? = G71(0) jest powierzchnig wymiaru 2 gdyz G'(z,y,2) = [2z,2y,2z] i ma rzad réwny 1
wszedzie poza punktem (0,0,0), a (0,0,0) nie nalezy do zbioru S%. Inaczej ma si¢ sprawa z
odwzorowaniem F : R3 — R, F(z,y,2) = 22 — 2% — % Zbiér C = F~1(0) jest stozkiem.
Stozek nie jest powierzchnia, gdyz F'(x,y, z) = [—2z, —2y, 22] ma rzad réwny 1 wszedzie poza
punktem (0,0,0) i réwny zero w punkcie (0,0,0). Teraz jednak punkt (0,0,0) nalezy do C.

Twierdzenie 2. Podzbior M C R" jest powierzchnia wymiaru k jesli dla kazdego punktu
x € M istnieje zbiér otwarty U C R, otoczenie otwarte W C R” punktu z i odwzorowanie
k: U — W (nazywane parametryzacja M) speliajace warunki:

e k(U)=MnNnW,

e «/(y) jest rzedu k dla wszystkich y € U.

Przyktad: Zbiér S' C R? bedacy okregiem o §rodku w (0, 0) i promieniu 1 jest powierzchnia,
poniewaz mozemy opisa¢ go przy pomocy nastepujacej parametryzacji:

k:R >t (cost,sint) € R?

Niech U; =|0,2x[ i Uy =] — 7, 7| beda odcinkami w zbiorze parametréow i W; = R? \ (1,0),
Wy = R?\ (-1, 0) otwartymi zbiorami w R?. Parametryzacja k wraz ze zbiorami Uy, Wy, Uy i Ws
spetiajg warunki podane w twierdzeniu. Problemy natomiast pojawiaja si¢ przy odwzorowaniu
T
A — 5 5[9 t —— (cos 2t, sin 3t)

Obraz odwzorowania A w otoczeniu punktu (—%, 0) nie jest powierzchnia.

Jako przyktad powierzchni opisanej na wszystkie trzy sposoby, tzn. z definicji, za pomoca
twierdzenia o poziomicy odwzorowania i za pomoca twierdzenia o parametryzacji rozwazmy
n-wymiarows sfere S™ w n+ 1 wymiarowej przestrzeni R"*!. Twierdzenie o poziomicy: Jedli

G:R"> (2!, 2%, 2" 2" — (") + (@*)? 4+ -+ (@"THH eR
to
S" = GH0)
Podobnie jak w przypadku dwuwymiarowej sfery w tréjwymiarowej przestrzeni obliczamy

G'(z) = [221,227, ..., 22"
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i stwierdzamy, ze wszedzie poza (0, ..., 0) rzad pochodnej jest maksymalny i réwny 1, zatem S™
jest powierzchnia. Z definicji: Niech r(z) oznacza euklidesowa dtugos$é wektora x Oznaczmy
W zbibr
Wy={(z): 1—e<r(x)<14+e}\{(0,0,...,0,a): a€]l—¢g,1+¢[},
gdzie ¢ jest ustalona liczba dodatnia mniejsza od 1. Podobnie
Weg={(x): 1—e<r(z)<1+e}\{(0,0,...,0,0): a€]—1—¢,—-1+¢[}.
Definiujemy odwzorowania
hy : Wy — R"H! hs : Wg — R"!

wzorami
T
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hs(xt, ... a"th) = —1]).
ST @) (r(:c) + a2t () +x"+1’r(x) )
Istotnie S™ C Wy U Wy oraz

hn(Wy N S™) C R™ x {0}, hs(WsgnS™) C R™ x {0}.

Nalezy teraz sprawdzié, czy hy i hg sa dyfeomorfizmami (na obraz). Wymaga to przeprowadze-
nia sporej liczby rachunkow. Za pomoca parametryzacji: Niech K™ oznacza kule otwartg
wR"dlai e {1,2,...,n+ 1} oraz € € {—1, 1} definiujemy odwzorowania

kS K — R

Ry Ly =y e 1= D ()2, Ly
j=1"

Widac, ze rzad kazdego z tych odwzorowan jest maksymalny, obrazy pokrywaja cata powierzch-
nie sfery. W ten sposob opisaliémy sfere na trzy sposoby.




